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《理论 物理 学 教程 》( 共 十 卷 ) 是 一 部 享誉 世界 的 理论 物理 学 巨著 ， 是 反 
映 经 典 物理 学 向 现代 物理 学 转变 的 里 程 碑 式 的 重要 著作 ， 于 1962 年 获得 列宁 
奖 。 原 著 为 俄 文 ， 现 已 有 十 余 种 文字 的 分 卷 译本 ， 六 种 文字 的 全 卷 译本 。 本 
教程 中 的 七 卷 是 由 诺 贝 尔 物理 学 奖 获得 者 、 苏 联 科学 院 院士 、 伟 大 的 理论 物理 
学 家 几 . 只. 朗 道 和 他 的 学 生 、 苏 联 科学 院 院 士 、 杰 出 的 理论 物理 学 家 E. M. 票 
弗 席 效 在 20 世纪 40 一 50 年 代 陆 续 编写 而 成 的 ， 另 外 三 卷 由 栗 弗 席 效 和 俄 罗 
斯 科学 院 院士 用 . 中 . 皮 塔 耶 夫 斯 基 等 人 按 朗 道 的 计划 在 20 世纪 60 一 70 年 代 
| 编写 完成 ， 后 经 不 断 补充 完善 ， 现 已 成 为 举世 公认 的 经 典 学 术 著作 。 本 套 教 
程 内 容 丰富 、 立 论 明确 、 论 证 严谨 、 物 理 图 像 清晰 ， 涵 盖 了 理论 物理 学 从 微 
观 到 宏观 的 各 个 领域 ， 各 卷 中 附 有 丰富 的 习题 及 解答 ， 是 学 习 理论 物理 学 的 
必 备 参考 书 。 
本 书 是 《理论 物理 学 教程 》 的 第 六 卷 ， 根 据 俄 文 最 新 版 译 出 ， 把 流体 动力 
学 作为 理论 物理 学 的 一 个 分 支 来 阐述 ， 全 书 风 格 独特 ， 内 容 和 视角 与 其 他 教材 
相 比 有 很 大 不 同 。 作 者 尽 可 能 全 面 地 分 析 了 所 有 能 引起 物理 兴趣 的 问题 ， 力 求 
为 各 种 现象 及 其 相互 关系 建立 尽 可 能 清晰 的 图 像 。 主 要 内 容 除了 流体 动力 学 的 
基本 理论 外 ， 还 包括 湛 流 、 传 热 传 质 、 声 波 、 气 体 动力 学 、 激 波 、 燃 烧 、 相 对 
论 流体 动力 学 和 超 流体 等 专题 。 本 书 可 作为 高 等 学 校 物 理 专业 高 年 级 本 科 生 教 
学 参考 书 ， 也 可 供 相关 专业 的 研究 生 和 科研 人 员 参 考 。 
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了 路 


第 三 版 序 


在 以 前 (1944 年 和 1953 年 ) 曾 两 次 出 版 的 《连续 介质 力学 》 一 书 中 ,《 流 
动 体力 学 》 是 第 一 部 分 , 现在 单独 成 卷 @， 

本 书 在 内 容 与 行文 上 的 特点 , 如 后 附 前 一 版 序言 所 勾 勤 , 在 这 次 修改 和 增 
补 过 程 中 均 得 以 悉心 保持 . 

虽然 已 经 过 去 30 年 , 但 除了 为 数 甚 少 的 例外 , 第 二 版 内 容 其 实 并 未 过 时 ， 
对 这 部 分 材料 只 有 不 太 大 的 增补 和 修改 . 同时 又 补充 了 一 系列 新 内 容 , 全 书 因 
而 增加 了 大 约 15 节 . 

流体 动力 学 在 最 近 几 十 年 中 发 展 迅猛 , 相关 文献 异常 丰富 , 但 这 种 发 展 大 
体 是 应 用 层面 的 . 还 有 一 个 动向 是 , 能 够 通过 理论 计算 (包括 使 用 电子 计算 机 ) 
求解 的 问题 更 为 复杂 , 例如 关于 不 稳定 性 及 其 演化 的 各 种 问题 , 包括 非 线 性 不 
稳定 性 问题 . 这 些 都 超出 了 本 书 范围 . 以 稳定 性 问题 为 例 , 就 像 前 两 版 那样 , 相 
关 论 述 基 本 上 仅 限于 给 出 最 后 结果 . 

本 书 也 不 包括 色散 介质 中 的 非 线 性 波 理论 . 该 理论 现在 是 数理 物理 学 的 
一 大 分 支 , 大 振幅 液体 表面 波 就 是 它 的 一 个 纯 流体 动力 学 对 象 . 非 线性 波 理论 
主要 应 用 于 等 离子 体 物理 学 、 非 线性 光学 、 各 种 电动 力学 问题 以 及 其 他 领域 ， 
因而 划 归 其 他 几 卷 . 

关于 漕 流 的 产生 机 理 ， 在 认识 上 发 生 了 重大 变化 . 尽管 合理 的 油 流 理论 
尚 待 确立 , 但 有 理由 认为 其 发 展 终 于 走 上 了 正轨 . 为 此 , 我 和 M.H. 拉 宾 诺 维 
奇 共同 撰写 了 3 节 (830 一 832), 以 阐述 一 些 已 有 的 主要 思路 和 结果 . 他 如 此 办 
力 相 助 , 我 不 胜 感激 . 近 几 十 年 以 来 , 在 连续 介质 力学 中 出 现 了 一 个 崭新 的 领 
域 一 一 液晶 力学 , 它 同 时 具有 流体 动力 学 和 弹性 介质 力学 的 特点 , 其 基本 原理 
拟 在 新 版 的 《弹性 理论 》 中 加 以 介绍 ， 

在 我 有 幸 与 列 夫 . 达 维 多 维 奇 . 朗 道 合作 撰写 的 著作 中 , 本 书 地 位 特殊 ， 


@ 本 教程 第 六 卷 《 流 体 动力 学 》 和 第 七 卷 《 弹 性 理论 》 本 来 是 以 《连续 介质 力学 》 为 书 名 合 在 一 
起 出 版 的 , 它们 在 单独 成 卷 时 的 版 次 均 按 第 三 版 计 . 一 一 译 者 


这， 第 三 版 序言 


他 为 此 倾注 了 大 量 心血 . 对 列 夫 . 达 维 多 维 奇 来 说 , 流体 动力 学 当时 是 一 个 让 
他 人 全神贯注 的 新 的 理论 物理 学 分 支 . 按照 他 一 贯 的 风格 , 他 从 头 思考 并 推导 了 
流体 动力 学 的 基本 结果 , 由 此 催生 了 发 表 于 不 同 杂 志 的 一 系列 原创 性 论文 . 不 
过 , 也 有 许多 原创 性 结果 或 观点 收录 于 本 书 而 未 曾 单独 发 表 , 甚至 在 某 些 情况 
下 , 后 来 才 查 明 列 夫 , 达 维 多 维 奇 是 原创 者 . 我 在 本 书 新 版 中 尽量 补充 了 相应 
说 明 ， 

在 修订 本 卷 和 《理论 物理 学 教程 》 其 余 各 卷 的 过 程 中 ,许多 朋友 和 同事 
向 我 提供 了 帮助 和 建议 . 首先 应 提 到 的 是 I. 于. 巴 伦 布 拉 特 , 9.B. 泽 利多 维 奇 ， 
JI.II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 , 找 .T. 西奈, 他 们 曾 多 次 与 我 进行 讨论 . 还 有 诸多 教 益 得 自 
A.A. 安 德 罗 诺 夫 ，C. 开 . 阿 尼 西 英 夫 ，B.A. 别 洛 孔 ，B. 了 .克拉 依 诺 夫 ，A.T. 库 
利 科 夫 斯 基 ，M.A. 利 伯 曼 ，P.B. 波 洛 温 ，A.B. 季 莫 费 耶 夫 ，A. 林 .法 布 里 欣 特 ， 
我 谨 在 此 向 他 们 全 体 致 以 真诚 的 谢意 . 


EB.M. 采 弗 席 座 
苏联 科学 院 物 理 问 题 研究 所 
1984 年 8 月 
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《连续 介质 力学 》 第 二 版 序言 节录 


本 书 引 在 阅 述 连续 介质 力学 , 即 液体 和 气体 运动 理论 (流体 动力 学 ) 以 及 
固体 运动 理论 (弹性 理论 或 弹性 力学 ). 这 些 理论 其 实 都 是 物理 学 的 分 支 , 由 于 
自身 的 一 系列 特性 才 发 展 成 为 独立 的 学 科 . 

在 弹性 理论 中 , 求解 那些 在 数学 上 已 经 用 线性 偏 微分 方程 的 形式 明确 提 
出 的 问题 具有 非常 重要 的 意义 , 所 以 弹性 理论 包含 着 所 谓 数理 物理 学 的 许多 
基本 内 容 . 

流体 动力 学 的 特点 则 截然 不 同 . 流体 动力 学 方程 是 非 线 性 的 , 仅 在 一 些 比 
较 罕 见 的 情况 下 才能 直接 分 析 和 求解 . 因此 , 现代 流体 动力 学 只 有 不 断 与 实验 
相 结合 才能 发 展 , 这 就 使 流体 动力 学 与 物理 学 其 他 分 支 的 关系 变 得 非常 密切 . 

尽管 流体 动力 学 和 弹性 理论 实际 上 已 经 独立 出 来 , 但 是 把 它们 视 为 理论 
物理 学 的 一 部 分 仍 有 重要 意义 . 这 是 因为 , 一 方面 , 理论 物理 学 的 一 般 方法 和 
定律 适用 于 这 两 个 学 科 , 若 不 掌握 理论 物理 学 其 他 分 支 的 基础 知识 , 就 不 可 能 
清晰 地 理解 流体 动力 学 和 弹性 理论 . 另 一 方面 , 连续 介质 力学 本 身 对 于 解决 一 
些 完全 属于 理论 物理 学 其 他 分 支 的 问题 也 是 必 不 可 少 的 ， 

在 这 里 , 我 们 想 就 本 书 阐述 流体 动力 学 的 特点 作 一 些 说 明 , 既然 本 书 把 流 
体 动 力学 作为 理论 物理 学 的 一 个 分 支 来 阐述 ， 这 就 在 很 大 程度 上 决定 了 其 内 
容 在 性 质 上 与 流体 动力 学 的 其 他 教材 大 不 相同 . 我 们 尽 可 能 全 面 地 分 析 了 所 
有 能 引起 物理 兴趣 的 问题 , 并 且 力求 在 阅 述 问题 时 能 够 为 各 种 现象 及 其 相互 
关系 建立 起 尽 可 能 清晰 的 图 像 . 鉴于 这 种 特点 , 我 们 在 本 书 中 既 不 讨论 流体 动 
力学 的 近似 计算 方法 , 也 不 讨论 缺乏 较 深刻 物理 基础 的 部 分 经 验 理论 . 与 此 同 
时 , 这 里 却 阐述 了 一 些 通常 未 列 入 流体 动力 学 教材 的 内 容 , 如 流体 中 的 传 热 传 
质 理论 , 声学 和 燃烧 理论 . 

本 书 第 二 版 有 重大 修改 . 补充 了 大 量 新 材料 , 尤其 气体 动力 学 部 分 几乎 全 
部 重 写 . 例如 , 补充 了 对 跨 声 速 理论 的 介绍 . 这 个 问题 对 整个 气体 动力 学 都 有 
最 重要 的 原则 性 意义 ， 因 为 对 跨 声 速 气流 特性 的 研究 应 当 能 够 揭示 绕 固体 的 
定常 可 压缩 气流 的 一 些 基本 的 定性 性 质 . 这 个 领域 至 今 只 有 较 少 成 果 , 许多 重 


“iv. 《连续 介质 力学 》 第 二 版 序言 节录 


要 问题 仅 能 提出 而 已 . 考虑 到 有 必要 进一步 研究 这 些 问题 , 我 们 详细 介绍 了 这 
里 用 到 的 数学 工具 ， 

补充 了 两 章 新 内 容 , 用 以 讨论 相对 论 流体 动力 学 和 超 流 体 动力 学 . 相对 论 
流体 动力 学 方程 (第 十 五 章 ) 能 够 应 用 于 各 种 天 体 物 理学 问题 , 例如 用 来 研究 
辐射 起 重要 作用 的 对 象 . 这 些 方程 还 在 完全 不 同 的 其 他 物理 学 领域 中 有 特殊 
用 途 , 例如 应 用 于 粒子 碰撞 的 多 重 产 生理 论 @. 第 十 六 章 所 阐述 的 “二 速度 ” 流 
体 动 力学 给 出 了 超 流体 运动 的 宏观 描述 ， 液 氨 在 温度 接近 绝对 零度 时 就 是 这 
样 的 超 流体 . 

我 们 想 衷 心 感谢 找 .B. 泽 利多 维 奇 和 JI.H. 谢 多 夫 , 与 他 们 就 诸多 流体 动 
力学 问题 的 讨论 对 我 们 大 有 神 益 . 还 要 感谢 耳 .B. 西 武 欣 , 他 阅读 了 本 书 原稿 
并 提出 了 许多 被 第 二 版 采用 的 意见 . 


J1. 朗 道 ，E. 采 弗 席 兹 
1952 年 


@ 粒子 物理 学 中 关于 两 个 粒子 在 极端 相对 论 速度 下 碰撞 时 产生 多 个 其 他 粒子 的 理论 . 一 一 译 者 


质量 烩 内 ==< 十 p/p 

热 容 比 (质量 定 压 热 容 与 质量 定 容 热 容 之 比 ) 7Y = cp/ev 
黏度 (动力 黏度 ) 7 

运动 黏度 v = 7/p 

热 导 率 x 

温 导 率 x = xz/pcp 

雷诺 数 Re 

声速 c 

马赫 数 M 


(三 维 ) 矢量 和 张 量 的 角 标 用 拉丁 字母 i, k, 1, … 表示 . 重复 出 现 两 次 的 
角 标 (人 牧 标 ) 均 表 示 求 和 , 单位 张 量 为 54. 


引用 本 教程 其 余 各 卷 的 章节 号 和 公式 号 时 , 卷 号 表示 : 
第 二 着 : 《 场 论 》, 俄 文 第 八 版 , 中 文 第 一 版 

第 五 卷 ; 《统计 物理 学 I》, 俄 文 第 五 版 , 中 文 第 一 版 

第 八 卷 : 《连续 介质 电动 力学 》, 俄 文 第 四 版 , 中 文 第 一 版 
第 九 卷 : 《统计 物理 学 II[》, 俄 文 第 四 版 , 中 文 第 二 版 

第 十 卷 : 《物理 动 理 学 》, 俄 文 第 二 版 , 中 文 第 一 版 
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理想 流体 


§ 1 连续 性 方程 


对 液体 和 气体 运动 的 研究 就 是 流体 动力 学 的 内 容 . 流体 动力 学 所 研究 的 
现象 具有 宏观 性 质 , 所 以 在 流体 动力 学 中 可 以 把 流体 @@ 看 做 连续 介质 . 这 意 
味 着 , 可 以 认为 任何 流体 微 元 仍然 是 足够 大 的 , 以 至 于 其 中 还 包含 着 数目 极 多 
的 分 子 . 因此 , 当 我 们 说 到 无 穷 小 的 体 微 元 时 , 总 是 指 “ 物 理 上 ” 无穷小 的 体 微 
元 , 换言之 , 它 与 所 考虑 的 物体 体积 相 比 足够 小 , 但 与 分 子 间距 离 相 比 却 足够 
大 . 在 流体 动力 学 中 , 对 “流体 徽 团 * 、“ 流 体 点 ” 之 类 的 术语 都 应 当 这 样 理解 . 
例如 , 在 论 及 某 流体 点 的 位 移 时 , 我 们 并 不 是 指 个 别 分 子 的 位 移 , 而 是 指 包含 
大 量 分 子 的 流体 微 元 整体 的 位 移 , 尽管 在 流体 动力 学 中 仍 把 后 者 看 做 一 个 点 . 

在 数学 上 可 以 利用 一 些 函 数 来 描述 运动 流体 的 状态 ， 它 们 给 出 流体 的 速 
度 分 布 v=v(z, y z, t) 和 任何 两 个 热力 学 量 的 分 布 ,例如 压强 分 布 p(x, yz, 办 
和 密度 分 布 p(z, y, z, t). 众所周知 , 根据 任意 两 个 热力 学 量 的 值 和 物质 的 状态 
方程 即 可 确定 所 有 的 热力 学 量 . 因此 , 只 要 给 定 五 个 量 : 速度 v 的 三 个 分 量 、 
压强 p 和 密度 p, 就 可 以 把 运动 流体 的 状态 完全 确定 下 来 . 

所 有 这 些 量 一 般 是 坐标 z, y, z 和 时 间 上 + 的 函数 . 我 们 强调 ,v(z, y, z, t) 是 
在 时 刻 t 在 空间 的 任何 给 定点 z, y, z 的 流体 速度 , 换言之 , 它 是 空间 固定 点 的 
流体 速度 , 而 不 是 随时 间 在 空间 中 移动 的 特定 流体 微 元 的 速度 . 这 一 说 明 同 样 


@ 原文 使 用 的 单词 xmxocra 是 “液体 " 而 不 是 “流体 " ( 见 下 一 条 脚注 ), 而且 在 这 类 俄 文 文献 中 
并 不 使 用 表示 “流体 " 的 单词 bmmown ( 即 英文 中 的 fuid)， 本 版 按 中 文 习惯 用 流体 来 泛 指 液体 或 气体 ， 
除非 必须 明确 加 以 区 分 ， 一 一 译 者 

@ 为 简洁 起 见 , 我 们 在 这 里 和 下 文中 只 提 到 液体 ,其 含义 其 实 斌 包括 液体 , 也 包括 气体 . 
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适用 于 量 p 和 yp. 

我 们 来 推导 一 些 基 本 的 流体 动力 学 方程 ,首先 推导 表示 质量 守恒 定律 的 
方程 
考虑 空间 的 某 个 区 域 W, 位 于 该 区 域内 的 流体 具有 质量 [pdV, 式 中 p 是 
流体 密度 , 积分 运算 是 对 区 域 WW 进行 的 . 单位 时 间 内 流 过 区 域 表 面 微 元 df 的 
流体 的 质量 是 pv ,djf, 其 中 矢量 df 指向 表面 微 元 的 法 线 方向 , 其 大 小 等 于 表 
面 微 元 的 面积 . 我 们 规定 df 指向 外 法 线 方 向 . 于 是 , 如 果 流 体 流出 该 区 域 , 则 
pu.dy 为 正 ; 如 果 流 体 流 入 该 区 域 , 则 该 表达 式 为 负 . 因此 , 单位 时 间 内 流出 区 
域 w 的 流体 总 质量 是 

pv'df, 
式 中 的 积分 运算 是 对 该 区 域 的 整个 封闭 表面 进行 的 . 

另 一 方面 , 区 域 Ww 中 流体 质量 的 减少 可 以 写 为 以 下 形式 : 


让 两 个 表达 式 相 等 , 得 

w/v 三 -fmar. (1.1) 
把 曲面 积分 变换 为 体积 分 : 

fooat = f sivovav. 


Op ，,， 区 
由 (器 +akvm) dV = 0. 


因为 这 个 等 式 应 当 对 任何 区 域 都 成 立 , 所 以 被 积 函 数 应 当 为 零 , 即 
Op 


于 是 


声 +divpv=0. (1.2) 
这 就 是 所 谓 的 连续 性 方程 . 
展开 表达 式 div pv, 也 可 以 把 (1.2) 写 为 
SO +pdivo tv. gradp=0. (1.3) 
矢量 
j=po 


称 为 质量 流 密度 @, 其 方向 与 流动 方向 一 致 , 而 大 小 等 于 单位 时 间 内 流 过 与 速 
度 垂 直 的 单位 面积 的 流体 质量 . 


@ 简称 质量 流 ， 下 文中 的 能 流 密度 、 动 量 流 密度 等 量 有 时 也 这 样 简称 ， 一 一 译 者 


§2 欧 拉 方 程 “3 


$2 欧 拉 方程 


设想 从 流体 中 划分 出 某 个 区 域 , 它 是 由 流体 组 成 的 . 作用 在 这 部 分 流体 上 
的 合力 等 于 该 区 域 边界 上 的 积分 @ 


-foar. 
-fraf—- | aapav. 


由 此 可 见 , 任何 流体 微 元 dy 都 受到 周围 流体 对 它 的 作用 力 -dV gradp. 换 言 
之 , 单位 体积 流体 上 的 作用 力 等 于 -gradp. 
现在 , 让 作用 力 -gradp 等 于 流体 的 体积 质量 p 与 流体 加 速度 dv/dt 的 
乘积 , 我 们 就 可 以 写 出 流体 微 元 的 运动 方程 
po = — gradp. (2.1) 
这 里 的 导数 du/d 并 不 代表 空间 固定 点 的 流体 速度 变化 , 而 是 代表 一 个 
在 空间 中 运动 的 给 定 的 流体 微 元 的 速度 变化 . 应 当 用 一 些 与 空间 固定 点 相关 
的 量 来 表示 这 个 导数 . 为 此 , 我 们 指出 , 一 个 给 定 的 流体 微 元 在 dt 时 间 内 的 速 
度 变 化 dv 由 两 部 分 组 成 : 一 部 分 是 该 空间 固定 点 的 流体 速度 在 dt 时 间 内 的 
变化 , 另 一 部 分 是 (在 同一 瞬间 ) 相距 dr 的 两 点 的 流体 速度 之 差 , 这 里 的 dr 
是 给 定 流体 微 元 在 dt 时 间 内 的 位 移 . 前 者 等 于 
Ov 


Br 


这 里 的 偏 导数 8v/8t 是 在 z, y,，z 不 变 时 计算 的 , 即 在 空间 给 定点 上 计算 的 . 
速度 变化 的 第 二 部 分 等 于 


dz 呈 十 dy 一 一 


把 它 变 换 为 体积 分 , 有 


Ov 
十 d 也- dr.V 
By Z ( )v. 


于 是 ， 


Ov 
dv = 二 十 (dr .V)V， 


@ 简单 而 言 , 作用 于 流体 的 力 可 以 分 为 质量 力 和 面 力 (关于 表面 张力 , 见 第 七 章 }. 质量 力 通常 是 
按 质 量 分 布 的 长 程 力 (如 万 有 引力 ), 质量 力 密度 指 单位 质量 流体 所 受 的 质量 力 . 面 力 是 按 面积 分 布 的 
力 (如 与 流体 表面 相 接触 的 物质 对 该 表面 上 的 流体 的 作用 力 ), 单位 面积 上 的 面 力 称 为 应 力 . 在 理想 流 
体 的 情况 下 , 面 微 元 df 上 的 面 力 (从 矢量 dy 所 指 的 那 一 侧 物质 作用 在 该 面 微 元 上 的 力 ) 为 -pdf. 
这 里 之 所 以 有 负 号 , 是 因为 该 面 力 通常 表现 为 压力 ， 此 处 只 考虑 面 力 ， 一 一 译 者 
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或 者 , 两 边 都 除 以 dt 中， 


~ 加 oo A (2.2) 
把 此 关系 式 代入 (2.1), 得 到 
~ + (v.VY)v = -了 gradp (2.3) 


这 就 是 我 们 希望 求 出 的 流体 运动 方程 , 它 是 由 工 . 欧 拉 在 1755 年 首先 得 到 
的 . 这 个 方程 称 为 欧 拉 方程 , 是 基本 的 流体 动力 学 方程 之 一 . 

如 果 流 体 处 于 重力 场 中 , 则 单位 体积 的 任何 流体 还 受到 力 pg 的 作用 , 其 
中 g 是 重力 加 速度 . 这 个 力 应 当 加 在 方程 (2.1) 的 右 侧 , 方程 (2.3) 的 形式 从 而 
变 为 


Ov 1 
ER 0 (2.4) 


在 运动 流体 中 可 能 存在 能 量 耗 散 过 程 , 这 是 由 流体 的 内 摩擦 ( 黏 性 ) 和 流 
体 不 同 部 分 之 间 的 热 交 换 引 起 的 . 然而 , 在 推导 上 述 运 动 方程 时 , 我 们 完全 没 
有 考虑 这 样 的 耗 散 过 程 , 所 以 , 本 章 这 一 节 和 以 后 几 节 的 全 部 论述 , 只 适用 于 
热传导 过 程 和 黏 性 过 程 都 无 关 紧要 的 流体 运动 . 讨论 这 样 的 运动 就 相当 于 讨 
论 理想 流体 的 和 运动， 

流体 各 部 分 之 间 (当然 , 还 包括 流体 与 相 邻 物体 之 间 ) 没有 热 交换 , 这 意味 
着 运动 是 绝热 的 , 并 且 任何 一 部 分 流体 的 运动 都 是 绝热 的 , 因此 , 必须 把 理想 
流体 的 运动 看 做 绝热 运动 . 

当 流 体 在 空间 中 作 绝 热 运 动 时 ， 每 一 部 分 流体 的 粮 在 运动 过 程 中 都 保持 
不 变 . 如 果 用 字母 s 表示 单位 质量 流体 的 粹 (质量 箭 ), 我 们 就 可 以 用 方程 

ds 


=0 (2.5) 


来 表述 绝热 运动 条 件 . 在 这 个 方程 中 , 就 像 (2.1) 那样 , 对 时 间 的 全 导数 @ 表示 
给 定 的 一 部 分 流体 的 箭 变化 率 . 该 导数 也 可 以 写 为 


Os 
于 t+?*'Vs=0. (2.6) 


这 是 表述 理想 流体 绝热 运动 条 件 的 一 般 方程 . 利用 (1.2), 可 以 把 它 写 为 炳 的 
“连续 性 方程 ”: 本 
刺 (03) + div(psv) = 0. (2.7) 


@ 为 了 强调 这 样 定义 的 导数 d/dt 与 物质 运动 的 联系 , 我 们 称 之 为 物质 导数 . 
回 即 物质 导数 ， 一 一 译 者 


§2 欧 拉 方程 汪汪 


乘积 psv 是 炉 流 密度 . 

绝热 方程 经 常 具有 简单 得 多 的 形式 . 就 像 经 常 遇 到 的 那样 , 如 果 流 体 的 质 
量 炳 在 某 个 初始 时 刻 处 处 相同 , 则 在 此 后 的 流动 中 , 质量 粹 仍然 处 处 相同 并 且 
不 随时 间 变 化 . 因此 , 这 时 可 以 把 绝热 方程 简单 地 写 为 


3 = const. (2.8) 


我 们 以 后 通常 使 用 这 种 形式 的 绝热 方程 . 这 样 的 流动 称 为 等 精 流 . 
利用 等 焙 流 条 件 , 可 以 把 运动 方程 (2.3) 写 为 略微 不 同 的 形式 . 为 此 , 我 们 
运用 熟悉 的 热力 学 关系 式 
dw = Tds+Vdp, 


式 中 w 是 流体 的 质量 答 , V = 1/p 是 质量 体积 , 7 是 温度 . 因为 s = const, 所 以 
dw 一 Ydp = 了 dp 
2 工 vp = Vw. 
p 
因此 , 可 以 把 方程 (2.3) 写 为 以 下 形式 : 


> + (Vv: VY)v = — gradw. (2.9) 


值得 注意 的 是 , 欧 拉 方 程 还 有 一 种 形式 , 其 中 只 包含 速度 . 应 用 矢量 分 析 
中 的 已 有 公式 
Tgradv’ = Xrotv + (v:V)y, 


可 以 把 (2.9) 写 为 
xrotv- -gd (w+ 全 ). (2.10) 
在 这 个 方程 两 侧 取 旋 度 , 就 得 到 只 包含 速度 的 方程 
rotw = rot(v x rot v). (2.11) 


有 了 运动 方程 , 还 应 当 补充 在 流体 界面 上 必须 成 立 的 一 些 边 界 条 件 . 对 于 
理想 流体 , 边界 条 件 应 当 表述 出 流体 不 能 穿 透 固体 壁面 的 事实 这 意味 着 ， 
体 壁 面 上 的 流体 法 向 速度 分 量 应 当 等 于 零 : 


om 一 0 (2.12) 


(在 运动 壁面 的 一 般 情 形 下 , w 应 当 等 于 壁面 速度 的 相应 分 量 ). 
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在 两 种 互 不 混合 的 流体 之 间 的 边界 上 应 当成 立 两 个 边界 条 件 ， 其 一 是 两 
种 流体 的 压强 在 分 界面 上 相等 @, 其 二 是 两 种 流体 在 分 界面 上 的 法 向 速度 分 量 
相等 (并 且 该 法 向 速度 分 量 等 于 分 界面 本 身 的 法 向 移动 速度 ). 

正如 在 $1 一 开始 就 指出 的 , 运动 流体 的 状态 取决 于 五 个 量 : 速度 wv 的 三 
个 分 量 以 及 诸如 压强 p 和 密度 p 的 两 个 热力 学 量 . 因此 , 封闭 的 流体 动力 学 方 
程 组 应 当 包 括 五 个 方程 . 对 于 理想 流体 , 这 些 方程 就 是 欧 拉 方 程 、 连 续 性 方程 
和 绝热 方程 . 


习 是 

设 a 是 流体 微 元 在 某 一 时 刻 定 一 如 的 z 坐标 (a 称 为 拉 格 朗 日 坐标 ) 写 出 关于 变量 
ot@@ 的 理想 流体 一 维 运动 方程 . 

解 : 在 上 述 变量 下 , 每 个 流体 微 元 在 任意 时 刻 的 坐标 z 可 以 看 做 上 和 它 在 初始 时 刻 的 
坐标 a 的 函数 ，z -zfa, 伸 ， 于是， 流体 微 元 的 质量 在 其 运动 过 程 中 守恒 的 条 件 (连续 性 
方程 ) 可 以 写 为 

ead a 

pax= po p Da ， po 
式 中 po(a) 是 给 定 的 初始 密度 分 布 . 根据 定义 , 流体 微 元 的 速度 是 vy 二 (Bz/Bt)a, 而 导数 
(Bw/B8t)。 给 出 该 流体 微 元 在 运动 过 程 中 的 速度 变化 率 . 欧 拉 方 程 和 绝热 方程 分 别 可 以 写 为 


ee 
Otj, po\Bafs’ NB 


§ 3 流体 静 力学 
对 于 均匀 重力 场 中 的 静止 流体 , 欧 拉 方 程 (2.4) 的 形式 为 
gradp = pg. (3.1) 
这 个 方程 描述 流体 的 力学 平衡 . (如 果 根 本 不 存在 外 力 , 平衡 方程 就 是 Vp = 0， 


@ 如 果 考 虑 表面 张力 , 可 以 参考 第 七 章 . 一 一 译 者 

@ 虽然 这 些 变 量 通 常 称 为 拉 格 朗 日 变量 , 但 是 利用 这 些 变 量 表 示 的 流体 运动 方程 其 实 最 初 是 由 
L. 欧 拉 在 得 到 基本 方程 (2.3) 时 同时 得 到 的 . 

@ 拉 格 朗 日 坐标 是 用 来 区 别 不同 流 体 点 的 变量 ， 以 这 些 变 量 和 时 间 为 独立 自 变 量 来 描述 运动 的 
观点 称 为 拉 格 朗 日 观点 .此 题 是 拉 格 朗 日 观点 的 简单 例子 , 其 中 在 拉 格 朗 日 坐标 不 变 的 条 件 下 对 时 间 
的 导数 其 实 就 是 物质 导数 .相应 地 , 以 空间 坐标 和 时 间 为 独立 自 变 量 来 描述 运动 的 观点 称 为 欧 拉 观 点 ， 
这 种 观点 在 流体 动力 学 中 更 为 常用 ，8 1 中 利用 空间 区 域 ( 即 控制 体 , 其 表面 为 控制 面 ) 推导 连续 性 方 
程 的 方法 和 82 中 利用 由 流体 组 成 的 区 域 ( 即 物 质 体 , 其 表面 为 物质 面 ) 推导 欧 拉 方 程 的 方法 , 都 是 在 
网 拉 观 点 下 推导 基本 方程 的 典型 方法 ， 一 一 译 者 


§3 流体 静 力 学 人 


即 p = const, 这 意味 着 流体 中 的 压强 处 处 相同 .) 

如 果 可 以 认为 流体 的 密度 在 流体 所 占 区 域 中 处 处 都 保持 不 变 , 换言之 , 如 
果 流 体 在 外 力作 用 下 不 发 生 明显 压缩 , 就 能 直接 对 方程 (3.1) 进行 积分 , 让 > 
轴 竖 直 向 上 , 我 们 有 


从 而 
2 三 一 09z 十 const . 


如 果 静 止 流体 具有 自由 面 (位 于 高 度 hh), 即 处 处 作用 着 相同 的 外 部 压强 po 的 
表面 , 则 该 自由 面 必 为 水 平平 面 z = h. 根据 z =h 时 p= po 的 条 件 , 我 们 有 
const = po 十 pgh, 
所 以 
p=po+pg(h— 2z). (3.2) 
对 于 大 量 液体 或 气体 , 一 般 不 能 认为 密度 p 处 处 相同 , 对 于 气体 (例如 大 
气 ) 尤其 如 此 . 如 果 假 设 流体 不 仅 处 于 力学 平衡 , 而 且 处 于 热平衡 , 则 流体 中 
的 温度 处 处 相同 , 这 时 可 用 以 下 方法 对 方程 (3.1) 进行 积分 . 应 用 熟知 的 热力 
学 关系 式 
d$ = -sdT + Vdp, 
式 中 $B 是 流体 的 质量 热力 学 势 8, 当 温 度 不 变 时 ， 
d$ =Vdp= Y. 
由 此 可 见 , 表达 式 (Vp)/p 这 时 可 以 写 为 VB, 平衡 方程 (3.1) 因而 具有 以 下 
形式 : 
VG$=g. 
当 常 矢量 g 指向 z 轴 的 负 方 向 时 , 成 立 等 式 
9 = —V(gz). 
因此 ， 
V(S+gz) = 0， 
由 此 得 到 , 在 整个 流体 中 应 有 


$+ gz 一 const, (3.3) 


@ 指 质 量 吉 布 斯 自由 能 . 一 一 译 者 
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9z 是 流体 在 重力 场 中 的 质量 势能 . 我 们 在 统计 物理 学 中 已 经 知道 , 条 件 (3.3) 
正 是 处 于 外 力 场 中 的 系统 达到 热力 学 平衡 的 条 件 . 

我 们 在 这 里 再 指出 方程 (3.1) 的 一 个 简单 推论 , 如 果 液 体 或 气体 (如 大 气 ) 
在 重力 场 中 处 于 力学 平衡 , 则 其 中 的 压强 只 能 是 高 度 z 的 函数 (在 给 定 高 度 
上 , 假如 不 同位 置 上 的 压强 不 同 , 就 会 产生 运动 ). 于 是 , 从 (3.1) 可 知 , 密度 


在 (3.4) 


也 只 是 z 的 函数 . 而 压强 和 密度 单 值 地 决定 给 定点 的 温度 , 所 以 温度 必定 也 只 
是 z 的 函数 . 因此 , 对 于 在 重力 场 中 处 于 力学 平衡 的 流体 , 其 压强 、 密 度 和 温 
度 的 分 布 只 依赖 于 高 度 . 如 果 温度 在 同样 高 度 的 不 同位 置 上 有 所 不 同 , 流体 就 
不 可 能 处 于 力学 平衡 . 

最 后 , 我 们 来 推导 质量 极为 巨大 的 一 团 流体 (如 恒星 ) 的 平衡 方程 . 这 时 ， 
流体 各 部 分 由 于 万 有 引力 而 结合 在 一 起 . 设 yp 是 由 流体 产生 的 引力 场 的 牛顿 
引力 势 , 它 满足 微分 方程 

Anp = 4rGp， (3.5) 


式 中 G 为 牛顿 引力 常量 . 引力 场 强度 等 于 ~ gradp, 所 以 作用 在 质量 p 上 的 
引力 为 -pgradw. 因此 , 平衡 条 件 是 


gradp = —p grad y. 
等 式 两 边 除 以 p 并 取 散 度 , 再 利用 方程 (3.5), 最 终 得 到 以 下 形式 的 平衡 方程 : 
/1 ee 
div (3 gradp) 一 一 4rCGp. (3.6) 


我 们 强调 , 这 里 只 讨论 力学 平衡 对 于 方程 (3.6), 绝对 不 必 假设 存在 完全 的 热 
平衡 

如 果 星体 不 发 生 旋转 , 则 它 在 平衡 状态 下 旦 球形 , 密度 和 压强 的 分 布 也 是 
球 对 称 的 , 这 时 , 方程 (3.6) 在 球面 坐标 下 的 形式 为 


2 
方 诗 (5 宇 ) = -4rGp， (3.7) 
84 不 发 生 对 流 的 条 件 
流体 在 处 于 力学 平衡 ( 即 其 中 不 出 现 宏观 运动 ) 的 同时 未 必 处 于 热平衡 . 


方程 (3.1) 是 力学 平衡 条 件 . 即使 流体 中 的 温度 不 均匀, 该 方程 也 能 够 成 立 . 然 
而 , 这 时 却 产 生 了 关于 这 种 平衡 是 否 稳定 的 问题 . 结果 表明 , 平衡 仅 在 一 定 条 


§4 不 发 生 对 流 的 条 件 9 


件 下 才 是 稳定 的 . 如 果 该 条 件 不 成 立 , 平衡 就 是 不 稳定 的 , 并 且 这 种 不 稳定 性 
会 导致 流体 的 无 序 流动 与 混合 , 促使 温度 趋 于 均匀 . 这 样 的 运动 称 为 对 流 . 换 
言 之 , 力学 平衡 稳定 的 条 件 就 是 不 发 生 对 流 的 条 件 . 可 以 用 以 下 方法 得 到 这 个 
条 件 . 

考虑 位 于 高 度 z 的 一 个 流体 微 元 , 其 质量 体积 为 V(p,，s), 其 中 p 和 s 是 
这 个 高 度 上 的 平衡 压强 和 平衡 米 @. 假设 该 流体 微 元 在 绝热 条 件 下 向 上 移动 
了 一 小 段 距离 6 这 时 其 质量 体积 变 为 V(p，s), 其 中 p/ 是 高 度 z+€ 上 的 
压强 . 为 了 使 平衡 稳定 , 一 个 必要 条 件 (虽然 一 般 不 是 充分 条 件 ) 是 , 这 时 作用 
在 流体 微 元 上 的 合力 应 迫使 它 返回 原 位 . 这 意味 着 , 该 流体 微 元 应 当 比 它 在 新 
位 置 上 “ 排 开 ” 的 流体 更 重 一 些 . 后 者 的 质量 体积 是 V(p'，s'), 其 中 s' 是 高 度 
z 十 € 上 的 平衡 炉 ， 因此 , 我 们 有 稳定 性 条 件 


V(p', s) —V(p', s)>0. 


把 这 一 差 值 展开 为 


的 等 级 数 , 我 们 得 到 
S 
(¥). 2 >0. (4.1) 
根据 热力 学 公式 , 我 们 有 
oaVv T /OV 
(5) -二 (于 )， 
式 中 cp 为 质量 定 压 热 容 . 热 容 ce 和 温度 工 都 是 正 的 , 所 以 我 们 可 以 把 (4.1) 
GE 
oT), dz (4.2) 
大 多 数 物质 受热 膨胀 , 即 (8V/8T), > 0, 所 以 不 发 生 对 流 的 条 件 化 为 不 等 式 
ds 
加 > 0， (4.3) 


即 粹 应 当 随 高 度 增加 而 增加 . 
由 此 易 求 温度 梯度 dT/dz 所 应 满足 的 条 件 . 展开 导数 ds/dz, 我 们 写 出 


里 = ( 芝 ) (本 人 人 
下 (ha (oi TE (Hae”™ 


@ 在 论 及 一 些 热力 学 强度 量 时 , 文中 经 常 省 略 “ 质 量 " 二 字 , 例如 这 里 的 糖 指 质量 米 ， 一 一 译 者 
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最 后 , 根据 (3.4), 把 
全 
dz 了 
代入 , 得 到 0 
9 
一 < oo (4.4) 


式 中 8 = (89V/8T),/V 是 定 压 体 膨胀 系数 .如 果 考 虑 一 个 气体 柱 的 平衡 ， 并 
且 可 以 认为 其 中 的 气体 是 (热力 学 意义 上 的 ) 理想 气体 , 则 67 = 1, 于 是 条 件 
(4.4) 简化 为 

一 -一 < 一 . (4.5) 


如 果 这 些 条 件 不 成 立 , 即 如 果 温 度 随 高 度 的 增加 而 降低 , 并 且 温 度 梯 度 值 超过 
(4.4), (4.5) 右 侧 的 值 @, 就 会 产生 对 流 . 


$5 伯 努 利 方程 


在 定常 流 情况 下 , 流体 动力 学 方程 有 明显 的 简化 . 定常 流 是 指 流体 所 占 区 
域 的 任何 一 点 的 速度 都 不 随时 间 变 化 的 流动 . 换言之 ,v 只 是 坐标 的 函数 , 因而 
Ov 


于 是 , 方程 (2.10) 化 为 
于 grado2 一 9 x rotv = — gradw. (5.1) 


我 们 引入 流 线 的 概念 . 流 线 是 这 样 的 一 些 曲线 , 线 上 任何 一 点 的 切线 方向 
给 出 流体 在 给 定时 刻 在 该 点 的 速度 矢量 的 方向 . 流 线 由 以 下 微分 方程 组 确定 : 
dz _ dy _ dz 
二 (5.2) 
在 定常 流 中 , 流 线 不 随时 间 变 化 , 并 且 与 流体 微 元 的 迹 线 重合 . 在 非 定 常 流 中 
自然 没有 这 样 的 一 致 性 : 流 线 的 切线 给 出 位 于 一 系列 空间 点 的 不 同 流 体 微 元 
在 给 定时 刻 的 速度 方向 ， 而 迹 线 的 切线 则 给 出 一 个 给 定 流体 微 元 在 一 系列 不 
同时 刻 的 速度 方向 . 
在 流 线 上 的 每 一 点 , 我 们 用 【 表示 单位 切 向 矢量 , 并 用 它 与 方程 (5.1) 进 
行 标量 乘 运算 . 众所周知 , 梯度 矢量 在 某 个 方向 的 投影 就 是 沿 那 个 方向 的 方向 


@ 对 于 水 , (4.4) 右 侧 的 值 在 20°C 时 约 为 1°C/6.7km; 对 于 空气 , (4.5) 右 侧 的 值 约 为 1°CG/100m. 
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导数 . 所 以 , gradw 在 流 线 上 的 投影 为 9w/6l. 至 于 矢量 w x rotv, 因为 它 垂直 
于 速度 vw, 所 以 它 在 1 方向 的 投影 为 零 . 于 是 , 我 们 从 方程 (5.1) 得 到 


oO/v 
豆 (入 二 ) a 
由 此 可 知 , 22/2 十 w 沿 流 线 保持 不 变 : 


v2 
pm 十 也 一 const . (5.3) 


对 于 不 同 的 流 线 , 常量 const 一 般 取 不 同 的 值 . 方程 (5.3) 称 为 伯 努 利 方程 9@. 

如 果 流 动 发 生 在 重力 场 内 , 在 方程 (5.1) 的 右 侧 就 应 当 补 充 重 力 加 速度 g. 
取 重 力 的 相反 方向 为 z 轴 方 向 , 即 向 上 是 z 轴 的 正方 向 . 那么 , g 与 方向 之 
间 夹 角 的 余弦 等 于 导数 -dz/di, 而 g 在 1 上 的 投影 为 


-9g 
因此 , 现在 我 们 有 

页 (入 +w+9gz] =0, 
而 相应 的 伯 努 利 方程 表明 , 沿 流 线 成 立 


2 


十 山 十 92 = const . (5.4) 
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选取 空间 中 任何 一 个 静止 的 体 微 元 ， 我 们 来 确定 其 中 的 流体 能 量 如 何 随 
时 间 变 化 . 流体 的 体积 能 等 于 
2 
p+ pe 


式 中 第 一 项 是 动能 , 第 二 项 是 内 能 (< 是 质量 内 能 ). 体积 能 的 变化 取决 于 偏 导 数 
Of 
歹 (G3 证 pe) 
为 了 计算 这 个 量 , 我 们 写 出 
pr Vop Ov 
2 


0 .On 
ot 2 VB 
四 它 是 由 D. 伯 努 利 在 1738 年 对 不 可 压缩 流体 ( 见 810) 建立 起 来 的 . 


@ 也 称 为 伯 努 利 积分 , 因为 它 是 欧 拉 方 程 沿 流 线 的 一 个 首次 积分 ， 对 于 定常 势 流 也 可 以 得 到 一 
个 同样 形式 的 首次 积分 (在 整个 流 场 内 均 成 立 ), 见 89 最 后 .一 一 译 者 
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或 者 , 利用 连续 性 方程 (1.2) 和 运动 方程 (2.3), 有 
Se. = divpo gradp— pv:(v-V)v. 
把 最 后 一 项 中 的 vw. (vy)v 替换 为 v.Vv3/2, 再 利用 热力 学 关系 式 
duw 一 全 ds 十 
p 
把 压强 梯度 替换 为 pVw 一 pTVs, 我 们 得 到 


2 2 
0 pv = 多 dvpo po.v (wt ) 十 pTu .Vs， 


为 了 变换 pe 的 导数 , 我 们 利用 热力 学 关系 式 


de=Tds—pdV =Tds+ dp 


因为 十 p/p = 十 pV 正好 就 是 质量 烩 w, 我 们 得 到 
d(pe) =edp+pde = wdpt+ pTds, 


于 是 Se 
(pe) = 六 2 十 AT 本 一 ~Wdivpo — pTv .Vs， 


这 里 还 利用 了 一 般 的 绝热 方程 (2.6). 
综合 以 上 结果 , 我 们 得 到 待 求 的 能 量变 化 


0 pv? v2 v2 
pr (全 +m = 一 (w+ 二) div pv — p(v :VY) (e+ 和 号 让， 


或 者 最 终 把 它 写 为 


(号 十 me) - 一 div {0 ( 宇 十 vw) } (6.1) 


为 了 阐明 这 个 等 式 的 意义 , 我 们 把 它 在 某 个 区 域 上 进行 积分 : 


/+te) v= fa {om (和 + 可 ja 


或 者 把 右边 的 体积 分 化 为 曲面 积分 : 


/te) =f (T+) oar. (6.2) 
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等 式 左边 是 某 个 给 定 空间 区 域 中 的 流体 能 量 在 单位 时 间 内 的 变化 , 而 右 
边 的 曲面 积分 是 单位 时 间 内 流出 该 区 域 的 流体 的 能 量 ， 由 此 可 见 , 表达 式 


(+ (6.3) 


是 能 流 密度 矢量 ， 其 大 小 等 于 单位 时 间 内 通过 垂直 于 速度 方向 的 单位 面积 的 
能 量 . 

表达 式 (6.3) 表明 , 单位 质量 的 任何 流体 在 其 运动 过 程 中 所 携带 的 能 量 
为 w 二 03/2. 这 里 出 现 炊 w 而 不 是 内 能 e, 这 一 事实 具有 简单 的 物理 意义 . 把 
ww 二 Ee 十 p/p 代入 相应 表达 式 , 我 们 把 通过 封闭 曲面 的 总 能 流 写 为 


-$(F te) pv-df -gm 


第 一 项 是 (单位 时 间 内 ) 直接 由 流体 携带 着 通过 曲面 的 能 量 (动能 和 内 能 ), 第 
二 项 是 压力 (在 单位 时 间 内 ) 对 曲面 以 内 的 流体 所 做 的 功 . 
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我 们 现在 对 流体 动量 给 出 类 似 的 结论 . 单位 体积 流体 的 动量 是 pw, 我 们 
来 确定 其 变化 率 
0 
元 (20) 
我 们 将 使 用 张 量 记号 进行 计算 . 我 们 有 


0 ui op 
京 (ooi) =P 页 十 页 全 


分 别 把 连续 性 方程 (1.2) 和 欧 拉 方 程 (2.3) 写 为 以 下 形式 : 


90 Dp) 
ot Oz “ 


利用 这 些 方 程 , 我 们 得 到 





二 ( a /es 2 
R= Pk Bz Or: ‘Or pri Be oo 
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最 后 得 到 








0 Ollin 
到 (pV) 一 一 Oz, 》 (7.1) 
其 中 张 量 ILin 被 定义 为 
Tik = poik + pVivVk, (7.2) 
它 显然 是 对 称 的 . 
为 了 阐明 张 量 Tix 的 意义 , 我 们 把 方程 (7.1) 对 某 个 区 域 进行 积分 : 
0 OITix 
元 /mar=- 本 
然后 把 等 式 右边 的 积分 变换 为 曲面 积分 : 
KE/ dV = 一 fr dfs. (7.3) 


左边 表达 式 是 所 讨论 的 区 域内 第 i 个 动量 分 量 在 单位 时 间 内 的 变化 , 所 

以 右边 的 曲面 积分 就 是 单位 时 间 内 通过 区 域 边界 流出 的 相应 动量 分 量 . 因此 ， 

I df 是 流 过 面 微 元 df 的 第 ;个 动量 分 量 , 如 果 把 df 写 为 mw dy 的 形式 

(df 是 面 微 元 的 面积 ,m 是 它 的 单位 外 法 向 矢量 ), 我 们 就 发 现 , ITiwmn 是 通过 单 

位 面积 的 动量 流 的 第 i 个 分 景 . 我 们 指出 , 根据 (7.2)，TFikmk = pn 十 pvivinps 
其 矢量 形式 可 以 写 为 

pn + pvo(v :1). {7.4) 


因此 , I 是 单位 时 间 内 通过 垂直 于 zk 轴 的 单位 面积 的 动量 流 的 第 i 个 
分 量 , 张 量 Tix 称 为 动量 流 密 度 张 量 . 能 量 是 标量 , 所 以 能 流 是 由 矢量 确定 的 ; 
动量 本 身 是 矢量 , 所 以 动量 流 是 由 二 阶 张 量 确定 的 . 

矢量 (7.4) 确定 了 n 方向 上 的 动量 流 , 即 通 过 垂直 于 n 的 平面 的 动量 流 ， 
例如 , 如 果 让 单位 矢量 m 的 方向 与 流体 速度 方向 一 致 , 我 们 就 发 现 , 在 这 个 方 
向 上 只 输 运动 量 的 纵向 分 量 , 并 且 纵 向 动量 流 密度 等 于 


D 十 pu”. 


在 垂直 于 速度 的 方向 上 只 输 运 动量 (相对 于 v) 的 横向 分 量 , 并 且 横 向 动量 流 
密度 就 是 p. 


@ 把 封闭 曲面 上 的 积分 变换 为 以 该 曲面 为 边界 的 区 域 上 的 积分 , 相应 变换 规则 可 以 表述 如 下 ; 用 
算 子 ay 总- 将 换 面 微 元 df; 并 让 它 作用 在 整个 被 积 函 数 上 , 即 dj dv. 
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88 速度 环 量 守恒 
沿 一 条 封闭 曲线 的 积分 


TS f+ .dl 
称 为 沿 该 曲线 的 速度 环 量 . 
考虑 某 时 刻 在 流体 中 选 定 的 一 条 封闭 曲线 . 我 们 将 把 它 看 做 物质 线 , 即 认 
为 它 是 由 位 于 该 曲线 的 流体 点 组 成 的 . 随 着 时 间 的 推移 ， 这些 流体 点 发 生 移 
动 , 整 条 物质 线 也 随 之 移动 . 我 们 来 研究 速度 环 量 这 时 如 何 变 化 ， 换言之 , 我 


们 来 计算 对 时 间 的 导数 本 


dt 
我 们 在 这 里 写 出 的 是 对 时 间 的 全 导数 @, 因为 我 们 要 计算 沿 运动 的 物质 线 的 速 
度 环 量 的 变化 , 而 不 是 沿 空间 中 的 静止 曲线 的 速度 环 量 的 变化 . 
为 避免 混淆 , 我 们 暂时 用 符号 8 表示 对 坐标 的 微分 , 用 符号 d 表示 对 时 间 
的 微分 . 此 外 , 我 们 指出 , 封闭 曲线 的 微 元 dl 可 以 写 为 该 线 微 元 两 端点 径 矢 + 
之 差 ir. 于 是 , 我 们 把 速度 环 量 写 为 


fo 


在 计算 这 个 积分 对 时 间 的 导数 时 应 当 注 意 , 不 仅 速 度 是 变化 的 , 封闭 曲线 本 身 
( 即 它 的 形状 ) 也 是 变化 的 . 所 以 , 如 果 把 对 时 间 的 微分 算 子 放 在 积分 号 以 内 ， 
它 不 仅 应 当 作 用 于 vw, 而 且 应 当 作 用 于 ar: 


Tr 
a 
因为 速度 v 正好 是 径 矢 ” 对 时 间 的 导数 , 所 以 


dir dr v2 
2 二 


然而 , 全 微分 在 一 条 封闭 曲线 上 的 积分 等 于 零 , 所 以 上 述 第 二 个 积分 消失 , 结 
果 得 到 


v:dl. 


@ 原文 如 此 .其 实 , 此 处 d/at 相当 于 对 时 间 上 的 一 元 函数 求 导 (被 微分 的 表达 式 不 是 z, y, z 的 
函数 )， 因 为 积分 是 沿 物质 线 计算 的 , 所 以 如 果 把 d/dt 放 在 积分 号 以 内 , 其 含义 自然 就 变 为 对 时 间 的 
全 导数 (物质 导数 )， 如 果 积 分 是 沿 空间 中 的 固定 曲线 计算 的 ,da/dt 放 在 积分 号 以 内 就 变 为 8/8:， 类 
似 地 ，(1.10)，(6.2)，(7.3)，(16.2) 等 公式 中 的 8/8t 也 可 以 写 为 a/dt. 一 一 译 者 
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现在 剩 下 的 工作 就 是 根据 方程 (2.9) 把 加 速度 du/dt 的 表达 式 


dv 
二 二 一 gradU) 
代入 以 上 等 式 . 利用 斯 托 克 斯 公式 即 有 (因为 rot gradw = 0) 
dv dv 
r= fot.sf 0. 


于 是 , 回 到 前 面 的 符号 , 我 们 最 终 得 到 @ 
d 
Ey? ‘dl = 0， 


fo “dl 一 const . (8.1) 


我 们 得 出 结论 : 在 理想 流体 中 , 沿 一 条 封闭 物质 线 的 速度 环 量 不 随时 间 变 
化 . 这 个 结论 称 为 汤姆 孙 定 理 (W. 汤姆 孙 , 1869) 或 速度 环 量 守恒 定律 . 我 们 强 
调 , 它 是 用 形 如 (2.9) 的 欧 拉 方程 得 到 的 , 所 以 其 中 包含 等 炳 流 假设 . 对 于 非 等 
粹 流 , 该 定律 不 成 立 @， 

对 无 穷 小 封闭 物质 线 8C 应 用 汤姆 孙 定 理 , 再 根据 斯 托 克 斯 定理 对 积分 进 
行 变换 , 我 们 得 到 


po-at= | rotw-af df: rotw = const, (8.2) 


式 中 df 是 张 于 封闭 物质 线 5C 的 物质 面 微 元 . 矢量 rotw 常 称 为 流动 在 给 定点 
的 涡 量 9@. 乘积 (8.2) 的 含义 可 以 直观 地 解释 为 : 涡 量 与 运动 流体 一 起 移动 @. 


即 


习 题 


证 明 : 对 于 非 等 炉 流 中 的 任何 一 个 流体 微 元 , 表达 式 (Vs. rot v)/p 的 值 在 微 元 运动 
过 程 中 守恒 ( 卫 , 埃 特 尔 , 1942). 
解 : 对 于 非 等 迷 流 ， 欧 拉 方程 (2.3) 的 右 侧 不 能 替换 为 --VtUW, 这 时 应 把 方程 (2.11) 
改 为 
ww 
= rot(v x w)+ mv x Vp 


Q 此 结果 在 均匀 重力 场 中 仍然 有 效 , 因为 rotg = 0. 

@ 从 数学 观点 看 , 在 p 与 p 之 间 必 须 存在 单 值 关系 (对 于 等 粹 流 , 方程 s(p，p) = const 确定 了 这 
样 的 关系 ). 此 时 , 一 Vp/p 可 以 写 为 某 个 函数 的 梯度 , 而 这 正 是 推导 汤姆 孙 定理 所 需要 的 . 

图 英文 术语 为 vorticity. 

@ 从 运动 学 意义 上 讲 , rot v/2 等 于 流体 微 元 的 瞬时 角速度 . 一 一 译 者 

名 在 汤姆 孙 定 理 的 条 件 下 , 涡 线 和 涡 面 ( 即 涡 量 的 矢量 线 和 矢量 面 ) 是 保持 的 , 即 组 成 涡 线 或 涡 
面 的 流体 点 在 任意 时 刻 仍然 组 成 涡 线 或 涡 面 ， 一 一 译 者 
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(为 简洁 起 见 , 这 里 引入 了 记号 w= 二 rotv). 用 Vs 来 此 方程 . 因为 s 二 3(p，p), 所 以 Vs 可 
以 通过 Vp 和 Vp 的 线性 组 合 表 示 出 来 , 于 是 Vs.(Vp x Vp) = 0. 进一步 对 方程 右 侧 进 
行 如 下 变换 : 


Vs. 和 = Va. rot(v x w) = — divIvVs x (v x wo)] = — divlv(w. V8)] + divlw(v :V8)] 
=—w-:Vsdivo ~ v:V(w.Vs)+w.V(v: ys). 
根据 (2.6), Vv-Vs = -8s/Bt, 代入 后 得 到 方程 
FVs) tv Vo Vs) + Vadivo =0. 


前 两 项 合 在 一 起 就 是 d(w.Vs)/dt (其 中 d/dt = 8/6t 十 v.V), 最 后 一 项 可 以 根据 (1.3) 
进行 变换 , 这 时 pdivv 二 一 dp/dt. 结果 得 到 





dw.:Vs 

dt p = 
这 就 是 需要 证 明 的 守恒 定律 . 
89 势 流 


从 环 量 守 恒定 律 可 以 导出 一 个 重要 的 推论 . 我 们 首先 在 流动 定常 的 假设 
下 考虑 一 条 流 线 , 并 且 已 知 在 该 流 线 的 某 一 点 rotv = 0. 我 们 在 该 点 附近 画 一 
条 环绕 流 线 的 无 穷 小 封闭 物质 线 . 随 着 时 间 的 推移 , 该 物质 线 随 流体 一 起 运动 ， 
并 且 一 直 环 绕 同 一 条 流 线 . 由 (8.2) 可 知 , 因为 相应 乘积 保持 不 变 , 所 以 rotv 在 
这 条 流 线 上 处 处 为 零 . 

因此 , 如 果 涡 量 在 流 线 上 的 任何 一 点 等 于 零 , 则 涡 量 在 该 流 线 上 处 处 等 于 
零 . 如 果 流 动 是 非 定常 的 , 这 一 结论 仍然 成 立 , 只 是 必须 用 某 个 特定 流体 点 的 
迹 线 来 代替 流 线 @ (我 们 注意 , 在 非 定常 流 中 , 迹 线 一 般 不 同 于 流 线 ). 

初 看 起 来 , 由 此 可 以 得 到 以 下 结论 . 考虑 某 任何 一 个 物体 的 定常 绕 流 . 设 
来 流 在 无 穷 远 处 是 均匀 的 ， 其 速度 v = const, 于 是 在 无 穷 远 处 的 所 有 流 线 上 
rotw = 0. 因此 可 以 断定 ,rot% 沿 所 有 流 线 都 等 于 零 , 即 在 整个 空间 中 rotv = 0. 

在 整个 空间 内 rotv = 0 的 流动 称 为 势 流 (或 无 旋 流 ); 反之 , 速度 旋 度 不 为 
零 的 流动 称 为 有 旋 流 . 因此 , 我 们 似乎 可 以 得 出 结论 : 若 来 流 在 无 穷 远 处 是 均 
勾 的 , 则 它 对 任何 物体 的 定常 绕 流 必 定 是 势 流 . 

类 似 地 , 从 环 量 守 恒定 律 似乎 还 可 以 得 到 以 下 结果 . 假设 (流体 所 在 整个 
区 域内 的 ) 流动 在 某 一 时 刻 是 势 流 , 则 沿 流体 中 任何 封闭 曲线 的 速度 环 量 都 等 


@ 为 避免 误解 , 我 们 在 此 立刻 指出 , 这 个 结论 对 油 流 运动 是 没有 意义 的 .我 们 还 指出 , 当 流 线 穿 
过 激 波 后 , 流 线 上 的 涡 量 可 能 不 再 为 零 ， 以 后 将 看 到 , 这 是 因为 等 蚁 流 假设 此 时 遭 到 破坏 (§ 114). 
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于 零 @. 根据 汤姆 孙 定 理 即 可 断言 , 这 种 情形 在 以 后 的 任何 时 刻 都 将 保持 不 变 ， 
换言之 , 只 要 流动 在 某 一 时 刻 是 势 流 , 它 在 以 后 任何 时 刻 就 都 将 是 势 流 (例如 ， 
任何 开始 于 静止 状态 的 流动 必 为 势 流 ) 下 述 事实 也 与 此 相应 : 若 rotv = 0, 则 
方程 (2.11) 恒 成 立 . 

然而 , 所 有 这 些 结论 的 应 用 范围 其 实 非常 有 限 . 原因 在 于 , 严格 地 讲 , 关于 
等 式 rotv = 0 沿 流 线 成 立 的 上 述 证 明 对 于 被 绕 流 物体 表面 上 的 流 线 是 不 正确 
的 , 因为 物体 表面 的 存在 使 我 们 无 法 在 流体 中 作出 环绕 这 种 流 线 的 封闭 曲线 
与 此 相关 的 一 个 事实 是 , 理想 流体 运动 方程 允许 有 这 样 的 分 离 解 , 这 时 在 被 绕 
流 物体 表面 上 发 生 所 谓 “分 离 *， 即 曾经 紧 贴 物体 表面 的 流 线 在 某 个 位 置 会 离 
开 物体 表面 并 进入 流体 内 部 . 所 得 流动 图 像 的 特征 是 , 存在 一 个 从 物体 表面 延 
伸 出 去 的 “ 切 向 间断 面 ", 流体 速度 在 该 曲面 上 发 生 间 断 (并 且 速 度 方向 总 是 位 

于 该 曲面 的 切 平面 内 ). 换言之 , 一 层 流体 能 够 沿 
着 切 向 间断 面 在 另 一 层 流体 上 渭 移 (图 1 表示 具 
有 间断 面 的 绕 流 , 间断 面 把 运动 流体 与 物体 后 方 
的 静止 流体 分 开 )， 从 数学 观点 看 , 速度 切 向 分 量 
NS 间断 面 是 面 涡 . 
= 如 果 把 这 类 间断 流 包括 在 内 , 理想 流体 运动 
方程 的 解 就 不 是 唯一 的 : 除了 一 个 连续 解 ,还 允许 
人 有 无 穷 多 个 具有 切 向 间断 面 的 解 , 这 些 间 断面 可 
以 从 被 绕 流 物体 表面 上 任何 一 条 预定 的 曲线 延伸 
出 去 . 然而 , 我 们 强调 , 所 有 这 些 间断 解 都 不 具有 物理 意义 , 因为 切 向 间断 是 绝 
对 不 稳定 的 , 这 种 绝对 不 稳定 性 使 实际 流动 成 为 潜流 ( 见 第 三 章 ). 

绕 给 定 物体 流动 的 实际 物理 问题 当然 有 唯一 解 . 这 是 因为 , 严格 意义 上 的 
理想 流体 其 实 并 不 存在 , 任何 真实 流体 多 少 都 有 符 性 . 这 种 藕 性 实际 上 在 几乎 
全 部 流动 区 域 中 都 有 可 能 完全 不 起 作用 , 但 在 紧 贴 物体 的 薄 薄 一 层 流体 内 , 无 
论 黏 性 多 么 小 , 其 作用 都 是 至 关 重 要 的 . 正 是 (被 称 为 边界 层 的 ) 这 一 层 内 的 
流动 性 质 , 实际 决定 了 如 何 从 理想 流体 运动 方程 的 无 穷 多 个 解 中 挑选 一 个 适 
当 的 解 . 此 外 , 在 任意 形状 物体 绕 流 的 一 般 情况 下 , 不 能 采用 的 正 是 分 离 流 解 
(分 离 流 实际 上 将 导致 潮流 ) 

尽管 如 此 , 研究 连续 定常 有 势 绕 流 的 运动 方程 的 解 在 某 些 情况 下 还 是 有 
意义 的 . 虽然 在 任意 形状 物体 绕 流 的 一 般 情况 下 , 真实 流动 和 势 流 具 有 全 然 不 
同 的 图 案 , 但 是 对 于 某 些 特殊 形状 的 物体 (“ 良 绕 体 "， 见 8 46), 真实 流动 和 势 流 


@ 为 简单 起 见 , 我 们 在 这 里 认为 流体 充满 空间 中 的 一 个 单 连通 区 域 . 对 多 连通 区 域 也 可 以 得 到 同 
样 的 最 后 结论 , 但 在 讨论 过 程 中 必须 对 封闭 曲线 的 选择 提出 一 些 专门 的 限制 条 件 . 
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却 可 以 相差 其 微 (更 确切 地 说 , 流动 仅 在 物体 表面 附近 的 薄 层 内 和 物体 后 方 相 
对 较 小 的 “ 尾 流 ” 区 内 才 不 是 势 流 ). 

势 流 的 另 一 个 重要 实例 是 位 于 流体 中 的 物体 发 生 微 小 振动 时 出 现 的 流动 . 
容易 证 明 , 如 果 振 幅 a 远 小 于 物体 的 尺寸 ! (a 科 1), 则 绕 物 体 的 流动 将 一 直 是 
有 和 势 的 . 为 了 证 明 这 个 结论 , 我 们 来 估计 欧 拉 方 程 


+0:Vo= -Vw 


中 各 项 的 量 级 . 

速度 v 在 物体 尺寸 ! 量 级 的 距离 上 才 有 显著 变化 (速度 变化 和 物体 振动 
速度 和 具有 同样 的 量 级 )， 所 以 , 速度 v 对 坐标 的 导数 的 量 级 为 wu/l. 速度 v 本 
身 的 量 级 (在 距离 物体 不 太 远 的 范围 内 ) 取决 于 % 的 大 小 , 从 而 (v:V)v ~ waL. 
导数 9v/6t 的 量 级 为 ww 其 中 w 是 振动 频率 . 因为 w ~ w/a, 所 以 8v/6t ~ w/a. 
于 是 , 从 不 等 式 a 安 1 可 知 , (o.V)o 远 小 于 Bw/8t, 所 以 可 以 忽略 不 计 . 因此 ， 
流体 的 运动 方程 变 为 go/6t = -Vuw. 在 此 方程 两 边 取 旋 度 , 得 


i =0, 


ot 


由 此 可 得 rot wv = const. 然而 , 在 振动 过 程 中 , 速度 (对 时 间 的 ) 平均 值 为 零 , 所 
以 从 rotv = const 可 知 rotv = 0. 综 上 所 述 , 流体 的 微小 振动 所 对 应 的 运动 (在 
一 阶 近似 下 ) 是 势 流 . 

现在 , 我 们 来 阐述 势 流 的 某 些 一 般 性 质 . 首先 , 我 们 还 记得 , 等 粹 流 假设 是 
环 量 守恒 定律 的 推导 及 其 所 有 推论 的 基础 . 如 果 流 动 不 是 等 箭 的 , 该 定律 就 不 
成 立 . 所 以 , 在 这 个 条 件 下 , 即使 流动 在 某 一 时 刻 是 有 势 的 , 涡 量 在 以 后 的 时 刻 
一 般 也 不 为 零 . 因此 , 实际 上 只 有 等 粹 流 才 可 能 是 势 流 . 

在 势 流 中 , 沿 任何 封闭 曲线 的 速度 环 量 都 等 于 零 : 


fu-a= frotwvaf =0. (9.1) 


由 此 可 以 得 到 的 推论 之 一 是 , 在 势 流 中 不 可 能 存在 封闭 的 流 线 , 其 实 , 因为 
一 条 流 线 在 每 一 点 的 方向 就 是 那里 的 速度 方向 ,所 以 沿 该 曲线 的 速度 环 量 在 
任何 情况 下 都 不 会 等 于 零 . 

在 有 旋 运 动 中 , 速度 环 量 一 般 不 为 零 . 在 这 种 情况 下 , 可 以 存在 封闭 的 流 
线 , 但 是 必须 强调 , 封闭 流 线 的 存在 绝对 不 是 有 旋 运 动 的 必要 性 质 . 

和 任何 旋 度 为 零 的 矢量 场 一 样 ， 势 流 中 的 速度 可 以 表示 为 某 个 标量 的 梯 


@ 对 于 多 连通 空间 区 域内 的 流动 , 这 个 结论 以 及 (9.1) 可 能 不 再 成 立 . 如果 用 来 计算 环 量 的 封闭 
曲线 在 不 越过 区 域 边界 的 条 件 下 不 能 收缩 至 一 点 , 则 对 于 这 样 的 区 域内 的 势 流 , 速度 环 量 可 以 不 为 零 . 
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度 , 该 标量 称 为 速度 势 , 记 作 y: 


4 一 grady. (9.2) 
把 v= Vo 代入 形 如 (2.10) 的 欧 拉 方程 
多 十 Tv — VXrotv = 一 Vu， 
我 们 得 到 
p yy 
grad (+ 和 + ) 一 0， 
由 此 得 到 以 下 等 式 : 
Op 人 
H+ s+v= f(t), (9.3) 


式 中 f(t) 是 时 间 的 任意 函数 . 这 个 等 式 是 势 流 运动 方程 的 一 个 首次 积分 @. 不 
失 一 般 性 , 可 以 令 等 式 (9.3) 中 的 函数 f(t) 为 零 , 因为 根据 速度 势 的 定义 , 它 不 
具有 唯一 性 . 其 实 , 因为 速度 等 于 yp 对 坐标 的 导数 , 所 以 p 可 以 相差 任何 一 个 
时 间 的 函数 . 

对 于 定常 运动 , 我 们 有 (使 速度 势 y 与 时 间 无 关 ) 8wp/8t = 0, f(t) = const， 
这 时 (9.3) 变 为 伯 努 利 方程 

十 也 一 const . (9.4) 

这 里 要 强调 的 是 , 势 流 的 伯 努 利 方程 和 其 他 流动 的 伯 努 利 方程 有 重要 区 别 . 在 
一 般 情 况 下 ， 对 于 任意 流动 的 伯 努 利 方程 ， 右 边 的 const 沿 任意 一 条 给 定 流 
线 保 持 不 变 , 但 对 不 同 的 流 线 一 般 取 不 同 的 值 . 在 势 流 中 , const 在 全 部 流动 区 
域 中 都 是 不 变 的 . 这 一 点 尤其 提高 了 伯 努 利 方程 对 势 流 研究 的 重要 性 . 
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在 液体 (和 气体 ) 流动 的 许多 情况 下 , 可 以 认为 其 密度 是 常量 , 即 可 以 认 
为 密度 在 全 部 流动 区 域 中 处 处 相同 , 并 且 在 全 部 流动 过 程 中 保持 不 变 . 换言之 ， 
流体 这 时 不 发 生 显著 的 压缩 或 膨胀 . 这 样 的 流动 称 为 不 可 压缩 流 @. 

对 于 不 可 压缩 流体 , 一 般 的 流体 动力 学 方程 可 以 大 大 简化 . 的 确 , 如 果 在 
欧 拉 方 程 (2.4) 中 让 p = const, 则 方程 的 形式 并 无 变化 , 只 是 p 可 以 放 到 梯度 


@ 通常 称 为 拉 格 朗 日 积分 .一 一 译 者 
@ 更 准确 地 , 应 称 为 均匀 不 可 压缩 流 . 不 可 压缩 流 一 般 指 流体 微 元 的 密度 保持 不 变 的 流动 , 即 满 
足 (10.2) 的 流动 . 一 一 译 者 
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算 子 之 后 : 
Ov 


一 + 
ot 
但 是 , 连续 性 方程 在 p = const 时 简化 为 
divv = 0. (10.2) 


现在 , 因为 密度 不 再 像 一 般 情况 那样 是 一 个 未 知 函数 , 所 以 可 以 选取 只 包 
含 速 度 的 方程 作为 不 可 压缩 流体 的 流体 动力 学 基本 方程 组 ， 其 中 包括 连续 性 
方程 (10.2) 和 方程 (2.11): 


(vv)v = 到 +g. (10.1) 


rotw = rot(v x rot »). (10.3) 


对 于 不 可 压缩 流体 , 伯 努 利 方程 也 可 以 写 为 更 简单 的 形式 . 方程 (10.1) 与 
一 般 的 欧 拉 方程 (2.9) 的 区 别 在 于 , Vw 被 替换 为 V(p/p). 所 以 , 我 们 只 要 用 
p/p 代替 (5.4) 中 的 烩 , 立刻 就 可 以 写 出 伯 努 利 方程 : 


十 十 9z 一 const . (10.4) 
对 于 不 可 压缩 流体 , 还 可 以 把 能 流 表 达 式 (6.3) 中 的 w 替换 为 p/p, 其 形 

式 就 会 变 为 
pv 台 十 2) (10.5) 


其 实 , 根据 熟知 的 热力 学 关系 式 , 我 们 有 内 能 变化 的 表达 式 de = Tds 一 pdV， 
所 以 在 s =const 和 V = 1/p= const 时 有 de =0, 即 <e = const. 由 于 能 量 表达 
式 中 的 常数 项 无 关 紧 要 , 所 以 可 以 在 由 = e++p/p 中 上 略 去 <. 

不 可 压缩 流体 的 势 流 方 程 特别 简单 . 当 rotv = 0 时 , 方程 (10.3) 恒 成 立 . 
如 果 把 v = grady 代入 方程 (10.2), 它 就 变 为 


Ap =0, (10.6) 


这 是 关于 速度 势 p 的 拉 普 拉 斯 方程 @. 除了 这 个 方程 , 还 应 给 出 流体 与 固体 接 
触 面 上 的 边界 条 件 : 在 静止 的 固体 表面 上 , 流体 速度 的 法 向 分 量 w 必须 为 零 ; 
而 在 一 般 情况 下 , 在 运动 的 固体 表面 上 , w 必须 等 于 固体 运动 速度 在 同样 的 法 
线 方向 上 的 分 量 (该 速度 是 时 间 的 给 定 函数 ). 另 一 方面 , 法 向 速度 ww 等 于 速 
度 势 p 的 法 向 导数 : w = ap/8n. 因此 , 一 般 的 边界 条 件 是 , 边界 上 的 8p/sn 
是 坐标 和 时 间 的 给 定 函 数 . 


@ 速度 势 p 最 初 是 由 欧 拉 引入 的 .对 于 这 个 量 , 他 得 到 了 形 如 (10.6) 的 方程 , 这 种 方程 后 来 被 
称 为 拉 普 拉 斯 方程 . 


1035449 
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对 于 势 流 , 速度 和 压强 是 由 方程 (9.3) 相 联系 的 . 在 不 可 压缩 流体 中 , 可 以 
把 这 个 方程 中 的 w 替换 为 p/p: 


Op 7v2 
三 二 本 


我 们 在 这 里 指出 , 不 可 压缩 流体 的 势 流 具 有 下 述 重要 性 质 . 设 任何 一 个 固 
体 在 流体 中 运动 , 如 果 由 此 导致 的 流动 是 势 流 , 则 该 势 流 在 每 一 时 刻 只 取决 于 
运动 固体 在 该 时 刻 的 速度 . 例如 , 它 与 固体 的 加 速度 无 关 . 其 实 , 方程 (10.6) 本 
身 不 显 含 时 间 , 时 间 只 能 通过 边界 条 件 进入 解 的 表达 式 中 , 而 边界 条 件 只 含有 
运动 物体 的 速度 . 

从 伯 努 利 方程 


了 _ 
十 六 f(t). (10.7) 


2 
一 十 三 = const 
2 p 


可 以 看 出 , 在 不 可 压缩 流体 定常 流 中 (不 考虑 重力 场 ), 压强 的 最 大 值 出 现在 速 
度 为 零 的 点 上 . 这 样 的 点 通常 位 于 被 绕 流 物体 的 表面 (如 图 2 中 的 点 0), 它 称 
为 驻 点 . 如 果 % 是 来 流速 度 ( 即 无 穷 远 处 的 流体 速度 )，po 是 无 穷 远 处 的 压强 ， 


一 炭 点 压强 


二 3 Pmax = Po 十 与 (10.8) 
如 果 运 动 流体 的 速度 分 布 只 取决 于 两 个 坐标 ， 例 
= 如 z 和 y, 并 且 速 度 处 处 平行 于 zy 平面 , 则 这 种 流动 
一 一 人 人 人 


一 一 ceu 叫做 二 维 流 或 平面 流 . 为 了 求解 不 可 压缩 流体 的 二 维 
全 流 问题 , 有 时 采用 流 函 数 来 表示 速度 更 为 方便 . 从 连续 


性 方程 
2 divv = Se 十 六 = 
可 以 看 出 , 速度 分 量 可 以 写 为 某 个 函数 (z, y) 的 导数 
0 
ee %, -2 (10.9) 


这 时 连续 性 方程 自动 得 到 满足 .函数 %(z, y) 称 为 流 函 数 . 把 (10.9) 代入 方程 
(10.3), 就 得 到 流 函 数 应 当 满 足 的 方程 


0 OW OA OVOAY 
pr 一 Be Or 十 By Or 一 0， (10.10) 
知道 了 流 函 数 , 就 能 直接 给 出 定常 流 中 的 流 线 形状 . 其 实 , (二 维 流 的 ) 流 
线 微分 方程 是 
一 = 一 ， 即 wdz 一 wdy=0， 
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它 表 示 流 线 的 切线 方向 就 是 速度 方向 . 把 (10.9) 代入 此 方程 , 我 们 得 到 


Op 3， 
Br + dy = dy =0, 


从 而 = const. 因此 , 令 流 函 数 wy(z, y) 等 于 任意 常数 , 所 得 曲线 族 就 是 流 线 . 

如 果 在 zy 平面 上 的 点 1 和 点 2 之 间 引 一 条 曲线 , 则 通过 该 曲线 的 质量 
流量 8 等 于 流 函 数 在 这 两 点 的 取 值 之 差 , 它 与 曲线 的 形状 无 关 . 其 实 , 如 果 wm 
是 曲线 上 给 定点 的 法 向 速度 分 量 , 则 


2 2 2 
Q=pf wa=pf odstody)=pf ay 
1 1 


即 
Q = p( 加 一 力 ). (10.11) 
解决 不 可 压缩 流体 绕 各 种 剖面 形状 物体 流动 的 平面 势 流 问题 的 一 些 有 效 
方法 与 复 变 函数 论 的 应 用 有 关 @, 其 理论 基础 如 下 . 速度 势 、 流 函数 与 速度 分 
量 之 间 的 关系 为 Bp_ 6 op 6 
“or Wy "oy dr 
而 函数 p 和 的 导数 之 间 的 这 种 关系 在 数学 上 就 是 众所周知 的 柯 西 - 黎 曼 条 
件 . 这 个 条 件 表明 , 复 函 数 


w= yp+iy (10.12) 
是 复 变量 z = z +iy 的 解析 函数 , 即 函 数 w(z) 在 每 一 点 都 有 确定 的 导数 
~ 全 Se +i 人 2 = vz — ivy. (10.13) 


函数 w 称 为 复 势 , dw/dz 称 为 复 速度 . 复 速度 的 模 和 幅 角 给 出 了 速度 的 大 小 v 
和 速度 方向 与 z 轴 之 间 的 夹 角 0: 


-一 一 Veri9. (10.14) 


在 被 绕 流 固体 的 边界 上 , 速度 应 当 指 向 切线 方向 . 换言之 , 表示 固体 边界 
的 封闭 曲线 应 当 是 一 条 流 线 , 亦 即 沿边 界 应 有 切 = const, 并 且 该 常数 可 以 取 
为 零 . 于 是 , 给 定 边 界 曲 线 的 绕 流 问 题 归 结 为 : 确定 一 个 解析 函数 w(z), 使 它 
在 给 定 边 界 上 取 实 数值 . 当 流 体 有 自由 面 时 (本 节 习 题 9 提供 了 一 道 例 题 ), 问 
题 的 提 法 更 复杂 一 些 , 


@ 在 许多 流体 动力 学 教科 书 和 专著 中 可 以 找到 关于 这 些 方法 的 详细 论述 和 大 量 应 用 , 那里 给 出 
了 更 多 的 数学 理论 . 我 们 在 这 里 仅 限 于 解释 该 方法 的 基本 思路 . 
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众所周知 , 解析 函数 沿 任何 一 条 封闭 曲线 C 的 积分 等 于 该 函数 在 曲线 C 
以 内 所 有 单 极点 的 究 数 之 和 乘 以 2xi, 所 以 


¢ wdz = 2nid Ax, 
k 
其 中 hs 为 复 速度 的 留 数 . 另 一 方面 , 我 们 有 
ywdz 二 ye -iuw)ldz+idy) = osaz+w dy) +tigt i 


在 这 个 表达 式 中 , 实 部 正好 是 沿 曲线 C 的 速度 环 量 卫 , 而 虚 部 乘 以 p 就 是 通 
过 曲线 C 的 质量 流量 . 如 果 封 闭 曲线 以 内 没有 质量 源 , 则 质量 流量 为 零 , 于 是 
简单 地 有 
卫 =2ri >》 A (10.15) 
k 


(此 时 所 有 留 数 4x 都 是 纯 虚 数 ). 
最 后 , 我 们 来 研究 可 以 把 一 种 流体 看 做 不 可 压缩 流体 的 条 件 . 在 绝热 过 程 
中 , 如 果 压 强 变化 为 Ap, 则 密度 变化 为 


然而 , 根据 伯 努 利 方程 , 定常 流 中 的 压强 变化 Ap 的 数量 级 为 pv2. 导数 (8p/8p)。 
是 流体 中 的 声速 c 的 平方 ( 见 864), 因此 , 我 们 得 到 估计 值 
v2 
Ap~ pa 
如 果 Ap/p < 1 就 可 以 认为 流体 是 不 可 压缩 的 . 我 们 看 到 , 不 可 压缩 流 的 一 个 
必要 条 件 是 流体 速度 远 小 于 声速 ; 


ve. (10.16) 


不 过 , 这 个 条 件 仅 对 定常 流 才 是 充分 的 . 对 于 非 定常 流 , 还 必须 满足 一 个 
条 件 . 设 r 和 1 是 流体 速度 发 生 显著 变化 时 的 时 间 和 距离 的 量 级 . 对 比 欧 拉 方 
程 中 8v/6t 和 (Vp)/p 这 两 项 , 我 们 在 量 级 上 得 到 wr ~ Ap/1p, 即 Ap ~ 1pu/r， 
而 p 的 相应 变化 Ap ~ ;pu/rc2. 现在 , 对 比 连续 性 方程 中 6o/& 和 pdivo 这 两 
项 , 我 们 就 得 到 , 导数 8p/28 在 Ap/T < 和 po/ 即 


了 六 二 (10.17) 


时 可 以 忽略 不 计 ( 即 可 以 认为 p = const). 


8$10 不 可 压缩 流体 - 25 . 


只 要 (10.16) 和 (10.17) 这 两 个 条 件 同时 满足 ， 就 可 以 认为 流体 是 不 可 压 
缩 的 . 条 件 (10.17) 有 一 个 明显 的 意义 : 声音 信号 传播 距离 ! 所 需要 的 时 间 1/c 
远 远 小 于 流动 发 生 显著 变化 所 需要 的 时 间 +. 于 是 , 这 个 条 件 使 我 们 能 够 把 流 
体 中 相互 作用 的 传播 过 程 看 做 瞬间 完成 的 . 


习 题 


1. 设 贺 柱 形容 器 以 恒定 角速度 12 绕 它 的 轴 转 动 , 求 该 容器 内 受 重力 场 作用 的 不 可 压 
缩 液 体 的 表面 形状 @. 

解 : 取 圆 柱 轴 为 z 轴 , 则 wz = 一 J2y, Wy = 812z，yz 二 0， 连续 性 方程 自动 满足 , 而 欧 
拉 方 程 (10.1) 给 出 


这 些 方程 的 通 解 是 
也 


= (re +y) — gz + const. 
在 自由 面 上 p = const, 所 以 自由 面 是 抛物 面 z 一 22(z?2 十 姑 )/2g (原点 位 于 自由 面 最 低 点 ). 
2. 设 一 个 球体 (半径 为 及 ) 以 速度 以 在 不 可 压缩 理想 流体 中 运动 , 求 绕 球体 的 势 流 . 
解 : 流体 在 无 穷 远 处 的 速度 应 当 等 于 零 . 众所周知, 1/r 和 1/r 对 坐标 的 各 阶 导数 都 
是 拉 普 拉 斯 方程 Ap 二 0 的 解 (原点 位 于 球 心 ), 并 且 在 无 穷 远 处 为 零 . 考虑 到 球体 的 完全 
对 称 性 , 在 问题 的 解 中 只 能 出 现 一 个 处 处 相同 的 矢量 ， 即 球体 的 运动 速度 ww， 因 为 拉 普 拉 
斯 方程 和 边界 条 件 都 是 线性 的 , 所 以 yp 必须 线性 地 包含 ,能 由 4 和 1/r 的 各 阶 导数 构 
成 的 唯一 标量 是 标 积 忆 . 了 (1/7), 所 以 我 们 将 寻求 以 下 形式 的 gp: 
.mm 
72 





1 
8 二 四.V 二 二 一 


(m 是 径 拓 方向 上 的 单位 拓 量 ). 边界 条 件 要 求 流体 速度 w 和 球体 速度 人 在 球面 上 的 法 向 
分 量 相等 , 即 当 一 尽 时 了 有 王公 :由 此 可 以 确定 处 处 相同 的 失 量 入 .这 个 条 件 给 出 
4=4R3/2, 于 是 

R3 R3 
p= ar 人 一 5 


从 方程 (10.7) 可 以 求 出 压强 分 布 : 


[3m( 坟 .mm) ~ wl. 


2 
_，_ pm ,op 


(po 为 无 穷 远 处 的 压强 )、 在 计算 导数 Bo/8t 时 应 当 注意 , 原点 (已 经 取 在 球 心 ) 是 以 速度 
u 移动 的 ， 于 是 ， 


@ 这 里 认为 圆柱 轴 乖 直 于 水 平面 , 液体 相对 于 容器 静止 (相对 平衡 )， 一 一 译 者 
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球面 上 的 压强 分 布 由 以 下 公式 给 出 : 
2 
了 一 po 十 人 (geos2b 一 玉 + 2 和 m 仙 


(6 是 mn 与 ww 之 间 的 天 和 角 ). 

3， 问题 同上 , 但 把 球体 改 为 一 个 无 穷 长 圆柱 体 , 它 重 直 于 自身 的 轴 运 动 @. 

解 : 流动 与 轴 向 坐标 无 关 , 所 以 应 当 求解 二 维 拉 普 拉 斯 方程 ， 在 无 穷 远 处 为 零 的 解 是 
lnyr 对 坐标 的 一 阶 和 高 阶 导 数 (> 是 至 直 于 圆柱 轴 的 径 秋 )， 我 们 将 寻求 以 下 形式 的 解 : 


p=A.vinr= 人 2 


利用 边界 条 件 得 到 人 = 一 及 zw, 所 以 


R? R? 
P=- v= 2n(un) 一 划 . 


圆柱 面 上 的 压强 由 以 下 公式 给 出 : 
pu? 9 ， 
2 一 po 十 -3 (4cos 0 一 3) 十 pRm 人， 
4 设 椭 球形 容器 以 角速度 人 2 绕 一 条 主轴 旋转 , 求 其 中 的 不 可 压缩 理想 流体 的 势 流 ， 
并 计算 容器 中 流体 的 总 动量 矩 (总 角 动 量 ). 


解 : 在 给 定时 刻 , 我 们 洛 椭 球 的 轴 取 笠 卡 儿 坐 标 z, y, z, 并且 让 z 轴 为 旋转 轴 . 容器 
壁 的 速度 为 由 = 人 2 xm 所 以 边界 条 件 wm = Bp/Bmn 一 an 为 


2 = f(zny — Ynez), 
或 者 , 利用 补 球 方程 
2 y 2 
mtrt+am= 
把 边界 条 件 写 为 
TOp ?pp zoOp 1 
二 吕 + 其 吕 + 三 束 =mp( 二 -十 ) 
满足 此 条 件 的 拉 普 拉 斯 方程 的 解 是 
2_p2 
p= 0 . 
容器 中 流体 的 动量 矩 为 


M=olj eu 一 yuz) dV. 


@ 关于 绕 椭 球体 和 椭圆 柱 体 的 势 流 这 类 更 一 般 问题 的 解 , 可 以 参考 以 下 书籍 Kowxmn H. EE., Ka- 
Genp I. A., Posae H.B. Teopernreckas ruxpomexaunka. U. 1. Mocxsa: Dusmarras, 1963 (H, BE. 柯 钦 , 
UH. A. 基 别 里, H.B. 罗斯 . 理论 流体 力学 . 第 一 卷 ( 共 2 册 ). 曹 俊 , 余 常 昭 ， 陈 耀 松 等 译 , 北京 : 高 等 教 
育 出 版 社 , 1956). 第 七 章 ; Lamb H. Hydrodynamics. 6th ed. Cambridge: Cambridge Univ. Press, 1932 
(H. 兰 姆 . 理论 流体 动力 学 , 上 册 . 游 镇 雄 译 , 北京 : 科学 出 版 社 , 1990). 8 103 一 8 116. 
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对 椭 球 体积 V 积分 , 得 到 
fpV (a? — 2)? 
(ot) 

公式 (1) 给 出 了 流体 相对 于 zx,，y，z 轴 且 时 位 置 的 绝对 运动 , 这 些 轴 是 固 连 在 旋转 容 
器 上 的 .从 流体 的 绝对 速度 中 减 去 速度 2 x 7, 就 得 到 流体 相对 于 容器 ( 即 相 对 于 旋转 坐 
标 系 2，Yy，Z) 的 运动 . 把 流体 的 相对 速度 记 为 9', 我 们 有 


，_ pp _ _200 1 2012 
Vz 一 + f2y = Vy 二 mi 


Ad 一 


v= 0. 


2 
Or pr 
求 方程 组 宇 二 以 ,9 二 的 积分 , 即 可 得 到 流体 相对 运动 的 迹 线 , 它们 是 与 边界 椭圆 相似 
的 椭圆 22 2 
3 十 Bm = Const . 

5. 求 被 绕 流 物体 上 的 驻 点 附近 的 流动 (图 2). 

解 : 物体 表面 在 驻 点 附近 的 一 小 部 分 可 以 看 做 平面 ， 我们 把 它 取 为 zy 平面. 将 p 对 
小 量 z, gz 展开 为 级 数 , 精确 到 二 阶 项 , 我 们 有 


p=az+t+byi+czti Ar: + By + Cz + Dryt+ Eyz+ Frz 
(wp 中 的 常数 项 无 关 紧 要 ), 使 p 满足 方程 Ap = 0 和 边界 条 件 


a 对 于 z =0 和 所 有 的 x, Yy， 


Oz 
ap 8 
王 = 员 =0 对 于 z=y=z 二 0 ( 驻 点 )， 


就 可 以 求 出 常 系数 , 由 此 得 到 
a=b=c=0, C=-A-B, E=F=0. 
适当 地 旋转 z 轴 和 9 轴 , 总 可 以 消去 Dzy 项 , 结果 得 到 
p= Az?+ By2 — (4 十 万 )z2. (1) 


如 果 流 动 相对 于 z 轴 是 轴 对 称 的 ( 绕 旋 转 体 的 轴 对 称 流 ), 则 应 有 4 = B, 从 而 
6 一 4(o2 十 多 一 2z2). 
速度 分 量 等 于 
vz 一 247，W =2Ay, v= 一 44z. 

流 线 由 方程 (5.2) 确定 , 由 此 给 出 z2z = cl yz = ca, 即 流 线 是 三 次 双 曲 线 ， 

如 果 8 方向 上 的 流动 是 均匀 的 (例如 , 洛 z 方向 的 来 流 绕 一 个 圆柱 体 流动 , 圆柱 轴 指 
向 y 方向 ), 则 在 (1) 中 应 有 B= 二 0, 从 而 

p= 4(z2 -22). 

流 线 是 双 曲 线 zz = const， 
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6. 设 两 个 平面 相交 形成 一 个 角形 区 域 , 求 不 可 压缩 流体 绕 此 角形 区 域 (在 角 的 顶部 附 
近 ) 的 势 流 . 

解 : 在 委 直 于 上 述 平面 交 线 的 横 截面 内 选取 极 坐 标 7, 9, 原点 位 于 角 的 顶点 ,9 从 角 的 
一 条 边 算 起 , 设 a 是 角 的 大 小 ， 当 a < 时, 流动 发 生 在 角形 区 域内 部 ; 当 w > T 时 , 流 
动 发 生 在 角形 区 域外 部 , 法 向 速度 为 零 的 边界 条 件 表 明 , 当 站 =0 和 0= a 时, 8wp/800 = 0， 
我 们 把 满足 这 些 条 件 的 拉 普 拉 斯 方程 的 解 写 为 以 下 形式 @: 

p=Ar"cosnb, n= 二 

从 而 


vr = nAr"-lcosng, ve = —nAr” sinnb. 
当 n<1 时 (角形 区 域外 部 的 流动 ,图 3), v 在 原点 像 r-GL-m 那样 变 为 无 穷 大 . 当 n> 1 
时 (角形 区 域内 部 的 流动 , 图 4),v 在 7 = 二 0 时 变 为 零 . 
流 函 数 
J = Ar” sinno 
给 出 流 线 形状 . p 和沙 的 上 述 表 达 式 是 复 势 册 二 Az" 的 实 部 和 虚 部 久 . 


稚 


SS 


图 3 图 4 


7， 在 充满 整个 空间 的 不 可 压缩 流体 中 , 假设 一 个 半径 为 a 的 球形 区 域 中 的 流体 突然 
消失 , 求 这 样 形成 的 空 灾 被 流体 充满 所 需要 的 时 间 (W.H. 贝 殉 特 , 1859; 瑞 利 , 1917). 
解 : 空 穴 形成 后 的 流动 是 球 对 称 的 , 每 一 点 的 速度 均 指 向 空 穴 中心 . 对 于 径 向 速度 


yr 三 v < 0, 
我 们 有 欧 拉 方程 (球面 坐标 下 ) 
Ov 0 lp 
tv 二 一 p eS (1) 
连续 性 方程 给 出 
r2v = F(t), (2) 


加 我 们 选取 含有 7 的 最 小 正 数 次 笑 的 解 (r 是 小 量 !). 

@ 如 果 把 习题 5 和 6 中 的 边界 面 看 做 无 穷 大 的 , 则 在 它们 的 解 中 , 常 系数 4 和 B 的 值 仍然 是 不 
确定 的 ， 从 这 个 意义 上 讲 , 相应 问题 属于 退化 的 情况 .在 有 限 大 小 物体 绕 流 的 实际 情况 下 , 这些 值 取 
决 于 辖 体 问题 的 一 些 条 件 ， 
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式 中 玉 (t) 是 时 间 的 任意 函数 .此 方程 表示 这 样 的 事实 : 流 过 任意 球面 的 流体 体积 与 球面 
半径 无 关 , 因为 流体 是 不 可 压 编 的 . 
把 (2) 中 的 v 代入 (1), 我 们 得 到 方程 


F(t), Ov 168p 
a 


再 对 r 积分 , 从 oo 积分 到 空 穴 的 皮 时 半径 


R= R(t) < a, 
就 得 到 2 
-+ 诸如 (3) 


其 中 VV 二 dR(t)/dt 是 空 穴 半 径 的 变化 率 , 而 po 是 无 穷 远 处 的 压强 . 无 穷 远 处 的 流体 速度 
为 零 , 空 穴 表 面 上 的 压强 也 为 零 . 对 空 灾 表 面 上 的 点 写 出 关系 式 (2), 我 们 求 出 


F(t) = R(t)V(¢), 


再 把 忆 (t) 的 这 个 表达 式 代 入 (3), 就 得 到 方程 
_37_Ra _p 
2 2dR 六 
可 以 采用 分 离 变 量 法 求解 这 个 方程 . 根据 初始 条 件 (流体 在 初始 时 刻 处 于 静止 状态 )， 在 
民 Ra 时 V=0, 我 们 求 出 


dR 2p，/ as 
一 -一 一 一 一 £0 ee 
dt 3p ( R3 1) : 


于 是 ,流体 充满 空 穴 所 需 的 总 时 间 为 


FE / 元 各 一 
2po Jo V(a/R)3—1 
这 个 积分 可 以 化 为 B 函数 (第 一 类 欧 拉 积分 ), 最 终 计算 结果 为 


_ T(5/6) [302pr [5 
8. 设 浸没 在 不 可 压缩 流体 中 的 球体 按 给 定 规律 忆 二 RR(t) 膨胀 ,计算 球面 上 的 流体 
压强 . 
解 : 记 所 求 压强 为 P(t). 本 题 计算 完全 类 似 于 上 一 道 题 , 区 别 仅仅 在 于 , > 二 尽 处 的 
压强 不 是 零 ， 而 是 P(t). 结果 是 , 上 题 中 的 方程 (3) 应 改 为 


_PO Vm PW 





R 2 p p 
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相应 地 , 方程 (4) 应 改 为 
po — P(t) | 3V? _PvdY 
p 32 dR 
注意 到 V = dR/dt, 可 以 把 P(t) 的 表达 式 写 为 以 下 形式 : 


mo- [中 





9. 求 从 平面 固 壁 上 无 穷 长 缝隙 流出 的 射流 的 形状 . 

解 : 设 zy 平面 上 的 z 轴 表 示 固 壁 , 该 轴 上 的 线段 -Qa/2 < x < a/2 表示 缝 陈 , 流体 充 
满 半 平面 y > 0, 在 远离 固 壁 处 (8 一 ee), 流体 的 速度 为 春 , 压强 为 po. 

在 射流 的 自由 面 上 (图 5(a) 中 的 BC 和 B'O'), 压强 p 二 0, 而 根据 伯 努 利 方程 , 速度 
具有 恒定 值 v1 = V2po/p: 固 壁 边 界 是 流 线 , 并 且 延 伸 到 射流 的 自由 面 , 设 流 线 4BC 上 
外 = 0. 于 是 ,在 流 线 AB'C’ 上 = 一 Q@/p, 式 中 @= paivi 是 射流 的 流量 (al w 是 射流 
在 无 穷 远 处 的 宽度 和 速度 ), 沿 流 线 ABO 和 A'B'CO', 速度 势 p 都 是 从 一 o0 变化 到 十 co. 
设 在 点 电 和 B' 有 yp = 0. 因此 , 在 复 变 量 uw 的 平面 上 , 流动 区 域 对 应 宽度 为 Q/p 的 一 个 
无 穷 长 带 状 区 域 (图 5 (b) 一 (d) 中 各 点 的 记号 与 图 5 (a) 中 各 点 的 记号 相对 应 )， 


| 








A’ DB CIC 也 4 





(qd) 
图 5 
引入 一 个 新 的 复 变 量 一 一 复 速度 的 对 数 : 
‘=--n [ase| = 半 +i( 记 +9) (1) 


(v1ei"/2 是 射流 在 无 穷 远 处 的 复 可 度 ). 在 A'B' 上 有 0=0; 在 AB 上 0=-n, 在 BC 和 
B'C' 上 w=vi, 并 且 在 无 穷 远 处 的 射流 中 9 = 一"/2， 所 以 ,在 复 变 量 《 的 平面 内 , 流动 
区 域 对 应 右 半 平 面 内 帘 度 为 + 的 一 个 半 无 穷 长 带 状 区 域 (图 5(c)). 现在 , 如 果 能 够 找到 
一 个 共 形 变换 , 它 把 由 平面 内 的 无 穷 长 带 状 区 域 变换 为 《平面 内 的 半 无 穷 长 带 状 区 域 (各 
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点 的 对 应 关系 如 图 5 所 示 ), 我 们 就 能 够 确定 届 对 dw/dz 的 函数 关系 ,然后 通过 简单 的 积 
分 运算 即 可 求 出 也. 

为 了 得 到 所 需 变 换 , 再 引入 一 个 辅助 复 变量 4 使 秋平 面 内 的 流动 区 域 对 应 上 半 平 面 ， 
并 且 点 B 和 B' 对 应 点 了 三 士 1, 点 C 的 CO" 对 应 点 以 = 0, 无穷 远 点 4 和 Ah' 对 应 点 
4 一 土 co (图 5(d)). 也 对 这 个 辅助 变量 的 函数 关系 由 一 个 共 形 变换 给 出 , 它 把 平面 的 上 
半 平 面 变 换 为 山 平面 上 的 带 状 区 域 . 按照 各 点 的 上 述 对 应 关系 , 该 变换 是 


三 -nu (2) 


为 了 得 到 《对 4 的 函数 关系 ,应当 找到 一 个 把 C 平面 上 的 半 无 穷 长 带 状 区 域 变换 为 以 平 
面 上 的 上 半 平 面 的 共 形 变换 . 如 果 把 该 带 状 区 域 看 做 顶点 之 一 位 于 无 穷 远 处 的 三 角形 , 就 
可 以 利用 热 知 的 施 瓦 蒋 - 克 里 斯 托 费 尔 公式 得 到 所 需 变换 : 


《= -iarcsin wu. (3) 


公式 (2) 和 (3) 给 出 问题 的 解 , 因为 它们 确定 了 dw/dz 和 ww 之 间 参 数 形式 的 依赖 关系 . 
我 们 来 确定 射流 的 形状 . 在 BC 上 有 也 = wp, C= 二 i(x/2 十 0), 并 且 wv 的 变化 范围 是 从 
0 到 1. 从 (2) 和 (3) 得 到 
p= 一 总 In(~cos0), (4) 


而 根据 (1) 有 dwp/dz 二 vie-9, 即 


dz 三 dz 十 idy 一 二 0 qip = 2 tan 0 d0. 
1 


于 是 , 积分 后 (利用 86 二 一 ff 时 y= 二 0, zx 二 a/2 的 条 件 ) 就 求 出 以 参数 形式 表示 的 射流 形 
状 . 例如 , 射流 的 收缩 比 为 
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考虑 不 可 压缩 理想 流体 绕 任 何 一 个 固体 的 势 流 问题 . 当然 , 这 个 问题 完全 
等 价 于 该 固体 在 流体 中 运动 时 出 现 的 流动 问题 . 为 了 从 前 者 确定 后 者 , 只 要 转 
换 坐 标 系 , 使 流体 在 无 穷 远 处 静止 即 可 . 我 们 将 在 下 面 论述 的 就 是 固体 在 流体 
中 运动 的 情形 . 

首先 确定 远离 运动 物体 处 的 流体 速度 分 布 特性 . 不 可 压缩 流体 的 势 流 满 
足 拉 普 拉 斯 方程 Ap = 0. 我们 应 当 考 虑 这 个 方程 在 无 穷 远 处 为 零 的 那些 解 ， 
因为 流体 在 无 穷 远 处 静止 . 我 们 把 坐标 系 原点 取 在 运动 物体 内 的 任何 一 点 上 
(该 坐标 系 与 物体 一 起 运动 , 不 过 我 们 研究 的 是 流体 在 某 一 给 定时 刻 的 速度 分 
布 ). 众所周知 , 拉 普 拉 斯 方程 有 一 个 解 1/7, 其 中 ” 是 到 原点 的 距离 . 1/r 对 坐 
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标的 一 阶 和 更 高 阶 的 导数 也 是 方程 的 解 , 所 有 这 些 解 (及 其 线性 组 合 ) 在 无 穷 
远 处 都 为 零 . 因此 , 拉 普 拉 斯 方程 的 解 在 远离 物体 处 的 一 般 形式 为 


a 1 
二 :全 3 A.V— wi 
(a = Vt ; 


其 中 a, 4 与 坐标 无 关 , 略 去 的 项 含有 1/r 的 高 阶 导 数 . 容易 看 出 , 常数 a 必须 
为 零 . 其 实 , 速度 势 p = -a/r 给 出 速度 


CQ ar 
和 二 一 一 一 一 一 


r 73 
我 们 来 计算 通过 任何 一 个 封闭 曲面 的 流量 , 例如 通过 半径 为 RR 的 球面 的 流量 . 
速度 在 球面 上 处 处 相同 并 等 于 a/R?, 所 以 总 流量 是 p(a/ BR2).4rR2 = 4rpa. 然 
而 , 不 可 压缩 流体 通过 任何 封闭 曲面 的 流量 显然 必须 为 零 , 所 以 我 们 下 结论 说 ， 
应 有 a = 0. 
于 是 , p 只 含有 1/r2 和 更 高 阶 的 项 . 因为 我 们 在 求 远 处 的 速度 , 所 以 可 以 
忽略 高 阶 项 , 从 而 得 到 





p= A.Vi = -全 (11.1) 
对 于 速度 v = grady 则 有 
ee (4-V)vVi A nA4 (11.2) 


(nm 是 指向 ”方向 的 单位 矢量 ). 我 们 看 到 , 速度 在 远 处 像 1/r3 那样 减 小 . 矢量 
4 取决 于 物体 的 实际 形状 和 运动 速度 . 要 想 确 定 这 个 量 , 必须 考虑 运动 物体 表 
面 上 的 相应 边界 条 件 , 并 在 全 部 区 域 中 完全 求解 方程 Ap = 0. 

在 (11.2) 中 出 现 的 矢量 4 与 绕 固体 流动 的 流体 的 总 动量 和 总 能 量 之 间 存 
在 着 一 定 的 关系 . 流体 的 总 动能 (不 可 压缩 流体 具有 不 变 的 内 能 ) 为 


B= /vav 


其 中 积分 是 对 物体 以 外 的 整个 空间 进行 的 . 选取 该 空间 的 一 个 区 域 V, 其 外 边 
界 是 半径 R 很 大 的 球面 , 球 心 位 于 原点 . 我 们 将 先 在 区 域 V 上 积分 , 然后 令 
RR 趋向 无 穷 大 . 我 们 有 恒等式 

frav= feavt f+ -war, 


式 中 是 物体 的 速度 ， 因 为 4 是 与 坐标 无 关 的 量 ， 所 以 右边 第 一 个 积分 显 
然 等 于 w2(Y - W), 其 中 WW 是 物体 的 体积 . 在 第 二 个 积分 中 , 把 vw 十 ww 写 为 
V(p+w':7r), 再 利用 连续 性 方程 divw =0 以 及 divw = 0, 我 们 有 


f* dV =w(V — W)+ faivt(p + un = 
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把 第 二 个 积分 变换 为 在 球面 9 和 物体 表面 So 上 的 曲面 积分 : 
[rav=wv -w+ (p+u:r)(v — wu):df. 
S+So 


根据 边界 条 件 , 在 物体 表面 上 , v 和 v 的 法 向 分 量 相 等 , 而 矢量 df 正好 指向 
表面 的 法 线 方向 , 所 以 56 上 的 积分 显然 恒 等 于 零 . 在 计算 远 处 曲面 9 上 的 积 
分 时 , 我 们 把 p 和 % 的 表达 式 (11.1), (11.2) 代入 , 并 略 去 那些 当 R -> co 时 变 
为 零 的 项 . 把 球面 5 上 的 面 微 元 写 为 df = nR? do, 其 中 do 是 立体 角 微 元 , 我 
们 得 到 


六 dy = (ge 一 w) 十 / {3(A:n)(w:n) — (vn) RB} do. 
最 后 , 完成 积分 运算 @ 并 乘 以 p/2, 我 们 得 到 流体 总 能 量 的 以 下 表达 式 : 
E= Sl4rAw 一 Wu2). (11.3) 


前 面 已 经 指出 , 为 了 准确 地 计算 矢量 4, 需要 在 具体 的 物体 表面 边界 条 件 
下 完全 求解 方程 Ap = 0. 然而 , 4 对 物体 速度 w 的 依赖 关系 的 一 般 性 质 , 却 
可 以 直接 从 下 述 事实 中 获得 : w 的 方程 是 线性 的 , 并 且 这 个 方程 的 边界 条 件 也 
是 线性 的 (对 于 yp 和 w 都 是 如 此 ). 由 此 可 知 , 4 应 当 是 矢量 w 的 分 量 的 线性 
函数 . 因此 , 由 公式 (11.3) 给 出 的 能 量 B 是 矢量 u 的 分 量 的 二 次 函数 , 可 以 写 
为 以 下 形式 : 

E= Bik Ui, (11.4) 

式 中 ms 是 某 个 对 称 的 常 张 量 , 其 分 量 可 由 矢量 4 的 分 量 计 算出 来 . 该 张 量 
称 为 附加 质量 张 量 . 

知道 了 能 量 E, 就 可 以 得 到 流体 总 动量 P 的 表达 式 . 为 此 , 我 们 指出 , E 
和 P 的 无 穷 小 变化 之 间 存 在 以 下 关系 @: 


dE = wu:dP. 


@ 对 do 进行 积分 等 价 于 计算 被 积 函数 在 所 有 矢量 n 的 方向 上 的 平均 值 , 然后 再 乘 以 47， 为 了 
计算 形 如 (4.m)(B.n) = AiniBens 的 表达 式 的 平均 值 (4, B 为 常 矢 量 ), 我 们 有 
CT n) = A,Bh7nwmg = 于 5 4tBn 攻 4 .B. 

@ 其 实 , 设 物体 在 任何 一 种 外 力 F 的 作用 下 加 速 运动 , 流体 的 动量 因而 增加 ， 设 在 dt 时 间 内 ， 
动量 增 量 为 duP， 这 个 增 量 与 力 的 关系 为 4P = 严 dt, 乘 以 速度 w 之 后 得 到 wu.dP = F.wdt, 这 就 是 
力 F 在 路 程 vdt 上 的 功 , 而 它 本 身 应 当 等 于 流体 能 量 的 增 量 dE. 

应 当 注意 , 直接 采用 对 流体 所 占 全 部 区 域 的 积分 pv dv 来 计算 动量 是 不 可 行 的 , 因为 这 个 积分 
(速度 v 按照 (11.2) 分 布 ) 在 下 述 意 义 上 发 散 . 这 时 , 积分 结果 虽然 是 有 限 值 , 这 个 值 却 与 积分 方法 有 
关 : 当 我 们 在 尺度 随后 趋 于 无 穷 大 的 区 域 中 进行 积分 时 , 所 得 结果 与 区 域 的 形状 (球形 、 圆 柱 形 等 ) 有 
关 . 我 们 在 这 里 使 用 的 计算 方法 以 关系 式 wu.dP = dB 为 基础 , 最 终 给 出 一 个 完全 确定 的 结果 (由 公 
式 (11.6) 表示 ), 它 显然 满足 动量 变化 率 与 物体 上 的 作用 力 之 间 的 物理 关系 . 
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由 此 可 见 , 如 果 吾 由 (11.4) 表示 , P 的 分 量 就 应 当 具 有 以 下 形式 : 
P = miguk. (11.5) 
最 后 , 比较 公式 (11.3) 一 (11.5), 结果 表明 , P 可 以 用 4 表示 为 
P=4rxpA - pVou. (11.6) 


必须 注意 , 流体 的 总 动量 是 一 个 完全 确定 的 有 限 值 . 
单位 时 间 内 由 物体 传递 给 流体 的 动量 为 dP/dt 显然 , 这 个 量 取 相反 的 符 
号 就 给 出 流体 的 反作用 力 FF, 即 作 用 在 物体 上 的 力 : 


上 = 一 一 一 . (11.7) 


力 五 平行 于 物体 速度 的 分 量 称 为 阻力 , 而 垂直 于 物体 速度 的 分 量 称 为 升力 . 

当 物 体 在 理想 流体 中 匀速 运动 时 , 假如 有 可 能 出 现 有 势 绕 流 , 则 总 动量 P 
保持 不 变 (因为 w= const), 从 而 下 = 0. 换言之 , 这 时 既 不 存在 阻力 , 也 不 存 
在 升力 , 即 流 体 对 物体 的 压力 相互 抵消 (这 个 结果 称 为 达 朗 贝尔 伴 雇 ). 对 阻力 
而 言 , 产生 这 个 伴 雇 的 原因 特别 明显 . 其 实 , 如 果 在 物体 匀速 运动 过 程 中 存在 
阻力 , 这 就 意味 着 为 了 维持 运动 , 必须 有 外 力 连 续 不 断 地 做 功 , 并 且 这 种 功 或 
者 耗 散 于 流体 内 部 , 或 者 转变 为 流体 的 动能 , 结果 导致 在 运动 流体 中 一 直 有 能 
量 被 输 运 向 无 穷 远 处 . 但 是 , 按照 定义 , 在 理想 流体 中 没有 任何 能 量 耗 散 , 并 且 
对 于 由 物体 引起 的 流动 , 流体 速度 在 远离 物体 时 迅速 减 小 , 所 以 在 无 穷 远 处 并 
不 存在 任何 能 流 . 

然而 , 必须 强调 , 所 有 这 些 论述 仅仅 适用 于 物体 在 无 界 流体 中 运动 的 情形 . 
例如 , 如 果 流体 有 自由 面 , 则 平行 于 自由 面色 速 运 动 的 物体 将 受到 阻力 的 作用 . 
这 种 阻力 ( 称 为 波 阻 ) 的 出 现 与 沿 自由 面 传播 的 表面 波 有 关 , 因为 表面 波 能 够 
连续 不 断 地 向 无 穷 远 处 输 运 能 量 . 

假设 一 个 物体 在 外 力 了 的 作用 下 发 生 振动 @. 如 果 前 一 节 中 讨论 的 那些 
条 件 成 立 , 物体 周围 的 流体 的 运动 就 是 有 势 的 , 所 以 可 以 使 用 上 述 关 系 式 来 推 
导 物 体 的 运动 方程 . 力 f 应 当 等 于 系统 总 动量 对 时 间 的 导数 , 而 总 动量 等 于 
物体 动量 Mu (M 是 物体 的 质量 ) 与 流体 动量 P 之 和 : 


利用 (11.5), 由 此 得 到 


四 力 了 不 包括 流体 对 物体 的 作用 力 ， 一 一 译 者 
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还 可 以 把 它 写 为 
TE (Mi + mik) = fi. (11.8) 
这 就 是 漫 没 于 理想 流体 中 的 物体 的 运动 方程 . 

现在 , 我 们 来 考虑 某 种 意义 上 的 反问 题 . 设 流体 本 身 在 任何 一 些 外 部 因素 
(不 包括 浸没 于 流体 中 的 物体 的 作用 ) 的 影响 下 发 生 振 动 . 在 这 种 振动 的 影响 
下 , 物体 也 开始 运动 @. 我 们 来 推导 物体 的 运动 方程 . 

我 们 将 假设 , 流体 的 运动 速度 在 物体 特征 尺寸 量 级 的 距离 上 只 发 生 微小 
的 变化 . 设 v 是 假定 物体 不 存在 时 在 物体 所 处 位 置 上 的 流体 速度 , 换言之 , v 
是 未 受 扰动 的 流体 速度 . 根据 上 面 的 假设 , 可 以 认为 v 在 物体 所 占据 的 整个 区 
域内 处 处 相同 . 就 像 前 面 那样 , 我 们 仍 用 w 表示 物体 的 速度 . 

可 以 用 以 下 方法 确定 使 物体 运动 的 力 . 假如 物体 被 流体 完全 带动 起 来 ( 即 
假如 v = w), 则 作用 在 物体 上 的 力 等 于 假定 物体 不 存在 时 作用 在 物体 所 占 区 
域 中 的 流体 上 的 力 . 这 部 分 流体 的 动量 是 pVowv, 所 以 它 受到 作用 力 pVo dw/dt. 
不 过 , 实际 上 物体 并 非 完 全 与 流体 一 起 运动 , 物体 有 相对 于 流体 的 运动 , 而 流 
体 本 身 也 因此 产生 某 种 附加 运动 , 与 此 相关 的 附加 动量 等 于 ms (wx -内 ) (在 
表达 式 (11.5) 中 , 现在 必须 把 w 替换 为 物体 相对 于 流体 的 速度 w 一 v). 该 动 
量 随时 间 变 化 , 所 以 物体 上 的 附加 作用 力 等 于 一 mrd(w 一 如)/dt. 因此 , 作用 
在 物体 上 的 合力 等 于 


dw; d 
pm 二 一 mk 下 (wk — Vk). 


这 个 力 必 须 等 于 物体 动量 对 时 间 的 导数 , 于 是 得 到 以 下 运动 方程 : 


d dw; d 
FM) 一 po SS Mip 7 (Uk — Vk). 
对 时 间 积 分 , 得 到 
(M6ig + Mik) uk = (Mik + PVOGik ) vk. (11.9) 


积分 常数 取 为 零 , 因为 物体 运动 是 由 流体 引起 的 , 当 流 体 速度 v 等 于 零 时 , 物 
体 速度 w 也 应 当 等 于 零 . 根据 所 得 关系 式 , 可 以 从 流体 的 速度 确定 物体 的 速 
度 . 如 果 物 体 的 密度 等 于 流体 的 密度 (M = pW), 则 w = v, 而 这 正 是 我 们 预期 
的 结果 . 


@ 例如 , 可 以 考虑 有 声波 传播 的 流体 中 的 物体 的 运动 , 并 且 要 求 声波 的 波长 远大 于 物体 的 尺寸 . 
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习 题 


1. 写 出 在 理想 流体 中 振动 的 球 的 运动 方程 , 以 及 被 振动 流体 带动 的 球 的 运动 方程 
解 : 在 810 习题 2 中 已 经 得 到 绕 球 势 流 的 9 的 表达 式 . 与 (11.1) 进行 对 比 , 我 们 看 出 


A= FR 


( 尽 是 球 的 半径 ), 根据 (11.6), 被 球 带 动 的 流体 的 总 动量 为 忆 = 2xpR3wu/3, 所 以 张 量 mig 
等 于 . 

mip 一 FoR Gin. 
作用 在 运动 的 球 上 的 阻力 等 于 


27 3adwu 
a 


而 在 流体 中 振动 的 球 的 运动 方程 具有 以 下 形式 .: 


4rR3 
(pt 


(po 是 球 的 密度 ) 可 以 把 du/d 的 系数 看 效 质 算 的 质量 与 附加 












车 球 的 密度 大 于 流体 的 密度 (po > p), 
流体 ， 
2. 用 矢量 入 表示 在 流体 中 运动 的 物体 所 3 

解 : 我 们 从 力学 中 知道 ,作用 在 物体 上 的 力 乱 :7 格 明 日 测 数 (在 本 题 中 
就 是 能 量 马 ) 确定 ， 关系 式 为 6B = IM .50, 其 中 88 是 物体 的 无 穷 小 转动 矢量 ， 而 5E | 
是 该 转动 过 程 中 的 相应 能 量变 化 . 物体 转动 一 个 角度 88 (分 量 rnik 从 而 也 有 相应 改变 )， 
可 以 替换 为 流体 相对 于 物体 转动 角度 -30, 速度 以 从 而 也 有 相应 改变 . 在 转动 过 程 中 有 
58u == 一 60 x 人 所 以 

5E=P.6u=—80.(u x P). 

利用 已 的 表达 式 (11.6), 由 此 得 到 所 求 的 公式 : 


M=—ux P=4nrpAxw. 


§ 12 重力 波 


在 重力 场 中 ， 处 于 平衡 状态 的 液体 自由 面 是 平 的 、 如 果 液 体 自由 面 在 任 
何 一 种 外 部 扰动 的 影响 下 在 任何 一 个 地 方 偏离 了 它 的 平衡 位 置 ,在 液体 中 就 
会 出 现 运动 . 这 种 运动 将 以 波 的 形式 沿 液体 的 整个 自由 面 传播 , 这 样 的 波 称 为 
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重力 波 , 因为 它们 起 因 于 重力 场 的 作用 . 重力 波 主要 发 生 在 液体 自由 面 上 , 但 
它们 也 影响 液体 内 部 , 只 不 过 随 着 深度 的 增加 , 其 影响 越 来 越 小 . 

我 们 在 这 里 将 考虑 这 样 的 重力 波 , 其 中 运动 液体 微 元 的 速度 如 此 之 小 , 以 
致 于 欧 拉 方程 中 的 (vwv.V)v 这 一 项 与 Gv/8t 相 比 可 以 忽略 不 计 . 容易 解释 这 
个 条 件 在 物理 上 的 含义 . 在 重力 波 中 , 液体 微 元 发 生 振 动 , 它们 在 与 振动 周期 
7 的 量 级 相当 的 时 间 间 隔 内 移动 了 与 波 的 振幅 a 的 量 级 相当 的 距离 . 所 以 , 液 
体 微 元 速度 wv 具有 量 级 a/7. 此 外 , 在 7 量 级 的 时 间 间 隔 内 , 以 及 在 沿 着 波 传播 
方向 的 和 量 级 的 距离 内 (和 是 波长 ), 速度 v 有 显著 的 变化 , 所 以 速度 对 时 间 的 
导数 的 量 级 为 v/7, 对 坐标 的 导数 的 量 级 为 v/ 和 A. 因此, 条 件 (v .VY)v < 8v/8t 


us l/a\? .a 1 
人 


a A, (12.1) 


即 波 的 振幅 应 当 远 小 于 波长 . 我 们 在 89 中 已 经 知道 , 如 果 可 以 忽略 运动 方程 
中 的 (v.V)v 这 一 项 , 流动 就 是 有 势 的 ， 再 假设 流体 不 可 压缩 , 我 们 就 能 应 用 
方程 (10.6) 和 (10.7), 并 且 在 方程 (10.7) 中 , 现在 可 以 忽略 速度 平方 项 v2/2. 令 
f(t) =0 并 在 重力 场 中 引入 项 pgz, 我 们 得 到 


即 


0 
P= —pgz— pa (12.2) 


这 里 , z 轴 就 像 通 常 那样 被 选取 为 竖 直 向 上 , 而 zy 平面 位 于 液体 的 平衡 自由 
面 上 . 

如 果 用 表示 液体 自由 面 上 的 点 的 z 坐标 , 则 ¢ 是 xz, y 和 上 的 函数 . 在 
平衡 时 4=0, 所 以 ¢ 是 液体 自由 面 在 振动 时 在 竖 直 方向 上 的 位 移 . 设 作用 在 
液体 自由 面 上 的 压强 po 保持 恒定 , 则 根据 (12.2), 在 自由 面 上 有 


Op 
2o = 一 096 一 pat 
只 要 重新 定义 速度 势 (加 上 与 坐标 无 关 的 量 pot/p), 就 可 以 消去 常量 po, 从 
而 让 液体 自由 面 上 的 条 件 具 有 以 下 形式 : 
op a 
96 十 HY We =0. (12.3) 
波 的 振幅 很 小 , 这 意味 着 位 移 《 也 很 小 . 因此 , 可 以 认为 自由 面 上 的 点 的 垂直 
速度 分 量 在 同样 近似 下 等 于 位 移 5 对 时 间 的 导数 : wz = 8C/6t. 但 v. = gp/8z， 
再 利用 (12.3), 则 有 
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因为 振幅 很 小 , 所 以 在 这 个 条 件 中 可 以 用 z = 0 时 的 导数 值 代替 z =¢ 时 
的 导数 值 . 于 是 , 我 们 最 终 得 到 用 来 确定 重力 波 运动 的 以 下 方程 组 : 


Ap = 0， (12.4) 
ap 102p 
(时 1) Be 


下 面 在 研究 液体 自由 面 上 的 波 时 , 我 们 将 认为 自由 面 是 无 界 的 . 此 外 , 我 
们 还 将 假设 波长 远 小 于 液体 深度 , 从 而 可 以 把 液体 看 做 无 穷 深 的 . 所 以 , 我 们 
不 再 写 出 液体 侧面 和 底部 的 边界 条 件 . 

考虑 沿 > 轴 传 播 并 且 在 y 方向 上 均匀 的 重力 波 . 对 于 这 样 的 波 , 所 有 的 量 
都 与 坐标 y 无 关 . 我 们 将 寻求 这 样 的 解 , 它 是 时 间 和 坐标 x 的 简单 周期 函数 : 


op = f(z) cos (kz — wt), 
式 中 w 是 波 的 圆 频率 (我 们 将 把 它 简称 为 频率 ), 有 是 波 数 , 和 = 2x/R 是 波长 . 
把 这 个 表达 式 代 入 方程 (12.4), 对 f(z) 得 到 方程 
df 
二 


随 深度 增加 ( 即 当 z 一 -co 时 ) 而 衰减 的 解 是 


12j = 0， 


yp = Aek? cos (Fa — wt). (12.6) 


我 们 还 要 满足 边界 条 件 (12.5). 把 (12.6) 代入 其 中 , 得 到 波 数 与 频率 之 间 
的 关系 ( 即 波 的 所 谓 色散 关系 ): 


w2 = kg. (12.7) 
只 要 计算 速度 势 对 坐标 的 导数 , 即 可 得 到 液体 内 的 速度 分 布 : 
vs — —Akek? sin(kz — wt), 
vs 一 Akek” cos(kx — wt). 
我 们 看 出 , 液体 的 速度 随 深度 的 增加 按 指数 律 减 小 ， 在 空间 的 任何 给 定点 上 
( 即 当 z, z 给 定时 ), 速度 矢量 在 zz 平面 内 匀速 旋转 , 其 大 小 保持 不 变 . 
我 们 再 来 确定 重力 波 内 液体 点 的 迹 线 . 暂且 用 zx, z 表示 运动 的 液体 点 (而 


不 是 固定 不 动 的 空间 点 ) 的 坐标 , 用 zo, zo 表示 液体 点 的 平衡 位 置 的 z, z 的 
值 . 于 是 ， 


(12.8) 


dz dz 


Vo = Vz 下， 
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并 且 在 小 振幅 波 的 情况 下 可 以 近似 地 用 zo, zo 代替 (12.8) 右边 的 =, z. 对 时 
间 进 行 积分 , 我 们 得 到 


Z 一 Z0 一 -A ekzo cos(kzo — wt), 
(12.9) 
Zz 一 2 二 -4 ekzo sin(kzo — wt). 


因此 , 液体 点 围绕 点 (zo, zo) 作 圆 周 运动 , 相应 半径 随 深 度 按 指数 律 减 小 . 
重力 波 的 传播 速度 U 等 于 bw/6k, 这 将 在 867 中 加 以 证 明 . 把 w= Vkg 
代入 其 中 , 我 们 就 得 到 无 穷 深 液体 的 无 界 自由 面 上 的 重力 波 的 传播 速度 


_l [9 1 /2 
US (12.10) 


它 随 着 波长 的 增加 而 增加 . 
重力 长 波 . 上 面 研 究 了 波长 远 小 于 液体 深度 的 重力 波 , 现在 研究 相反 的 极 
限 情况 一 一 波长 远大 于 液体 深度 的 波 . 这 样 的 波 称 为 长 波 . 
首先 考虑 长 波 在 渠道 中 的 传播 . 我 们 将 认为 , 渠道 具有 无 穷 大 的 长 度 ( 渠 
道 沿 着 > 轴 的 方向 ), 而 其 横 截面 形状 可 以 是 任意 的 , 并 且 可 以 沿 长 度 方向 变 
化 . 用 S = 5(z, t) 表示 渠道 中 液体 的 横 截 面积 , 并 假设 渠道 的 深度 和 宽度 都 
远 小 于 波长 . 
我 们 在 这 里 将 讨论 液体 沿 渠道 运动 时 出 现 的 纵波 . 在 这 样 的 长 波 中 , 速度 
沿 渠道 长 度 方向 的 分 量 w 远大 于 分 量 v, vz. 
如 果 略 去 速度 分 量 we 的 下 标 z, 再 忽略 小 项 , 就 可 以 把 欧 拉 方 程 在 z 方 
向 和 z 方向 上 的 投影 分 别 写 为 以 下 形式 : 
Ov 10p 10 
0 
(这 里 之 所 以 忽略 速度 的 二 次 项 , 是 因为 仍然 像 前 面 那 样 认为 波 的 振幅 是 小 量 ). 
注意 到 在 自由 面 (z = 6) 上 应 有 p = po, 我 们 从 第 二 个 方程 得 到 


p= po+ gp(C — 2). 
把 这 个 表达 式 代 入 第 一 个 方程 , 得 到 
OS (12.11) 


可 以 像 推导 连续 性 方程 那样 得 到 用 来 确定 两 个 未 知 量 v 和 < 的 第 二 个 方 
程 , 它 实质 上 就 是 上 述 情况 下 的 连续 性 方程 . 我 们 来 考虑 渠道 中 相距 dz 的 两 
个 横 截 面 之 间 的 液体 区 域 . 在 单位 时 间 内 , 有 体积 为 (Sv) 的 液体 从 一 个 横 截 
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面 流入 , 还 有 体积 为 (Su)=+az 的 液体 从 另 一 个 横 截 面 流 出 . 因此 , 两 个 横 截 面 
之 间 的 液体 体积 改变 了 
(Su)z+adz 一 (Su)z = 


但 是 , 根据 液体 的 不 可 压缩 性 , ee 单 
位 时 间 内 上 述 横 截面 之 间 液 体 体积 的 变化 等 于 


2 











85 
prt 
以 可 b 
所 以 可 以 写 出 as, ao 
Bor 
四 85 8(Sv) 
人 7 
t=0. (12.12) 
这 就 是 所 需 的 连续 性 方程 . 


设 So 是 渠道 中 液体 的 横 截 面积 在 液体 静止 时 的 值 , 则 5 = So + 5', 其 中 
S' 是 该 横 截面 积 在 有 波动 时 的 变化 . 因为 液 面 高 度 在 波动 过 程 中 只 有 很 小 的 
变化 , 所 以 可 以 把 8 写 为 KK 的 形式 , 其 中 6 是 液体 自由 面 的 相应 宽度 . 于 是 ， 
方程 (12.12) 的 形式 变 为 





b+ 2 =0. (12.13) 
把 (12.13) 对 t 微分 , 再 把 (12.11) 中 的 6uy/8t 代入 其 中 , 就 得 到 
La 了 二 (s 亲 ) = 0. (12.14) 
如 果 渠 道 的 横 截 面 汽 整 个 渠道 保持 不 变 , 则 50 = const, 从 而 
2 2 2 - =0. (12.15) 


这 种 形式 的 方程 称 为 波动 方程 . 在 864 中 将 证 明 , 与 此 相应 的 是 以 速度 U 传 
播 的 波 , 并 且 UU 与 频率 无 关 , 它 等 于 62C/6x? 的 系数 的 平方 根 . 因此 , 渠道 中 


重力 长 波 的 传播 速度 等 于 
_ /gSo 
v= (12.16) 
用 类 似 方法 可 以 研究 大 水 池 中 的 长 波 , 这 时 假设 水 池 在 (zy 平面 的 ) 两 个 
方向 上 都 是 无 穷 大 的 . 用 字母 h 表示 水 池 中 液体 的 深度 . 在 速度 的 三 个 分 量 
中 , wz 现在 是 小 量 , 欧 拉 方 程 具有 类 似 于 (12.11) 的 形式 : 


9 一 一 0. 12.17 
(12.17) 
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采用 类 似 于 (12.12) 的 推导 方法 可 以 得 到 连续 性 方程 , 其 形式 为 


Bh (hvs) ao) 
ot Ga Oy = 


把 深度 h 写 为 hh = ho 十 4, 其 中 ho 是 平衡 时 的 深度 , 于 是 








86 BO(hovz) Ol(hovy) _ 

i ee (0. (12.18) 
假设 水 池 底 面 水 平 (ho = const). 把 (12.18) 对 t 微分 , 再 用 (12.17) 进行 代 换 ， 
得 到 

2 

a 一 gh (后 十 其) =0. (12.19) 

这 仍然 是 一 个 (二 维 ) 波动 方程 , 相应 的 波 具有 传播 速度 
U = Vgho. (12.20) 
习 题 


1. 设 液体 深度 为 hh, 其 表面 无 界 , 求 表面 上 的 重力 波 的 传播 速度 . 
解 : 在 液体 底部 , 速度 的 法 向 分 量 应 为 零 ， 即 


由 此 可 以 求 出 通 解 
p= (Ae**+ Be **)cos(ky — wt) 


中 的 常数 4 和 电 之 间 的 关系 ,结果 得 到 
p= Acos(kz — wt) cosh[k(z + h)]. 
从 边界 条 件 (12.5) 来 出 天 和 之 间 的 关系 


w2 = gk tanh(kh). 


eg kh__ 
U = FY RH [ant 和 ss | 


当 kh 污 1 时 可 以 得 到 结果 (12.10), 而 当 kh 委 工时 可 以 得 到 结果 (12.20). 

2. 设 有 上 下 两 层 液体 , 其 密度 和 深度 分 别 为 p', h’ 和 p,h (并 且 p > p'), 上 层 液体 顶 
部 和 下 层 液体 底部 都 以 静止 水 平平 板 为 边界 . 求 这 两 层 液体 分 界面 上 的 重力 波 的 频率 和 波 
长 之 闻 的 关系 . 


波 的 传播 速度 为 
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解 : 取 两 层 液体 平衡 时 的 分 界面 为 zy 平面 我 们 寻求 在 两 层 液 体 中 分 别 具 有 以 下 形 
式 的 解 : 
p= Acosh[k(z + h)] cos(Kz — wt), 
yp' = Beoshlk(z — h’)] cos(kz — wt) 
(这 时 上 层 液 体 顶 部 和 下 层 液 体 底部 的 边界 条 件 都 能 得 到 满足 , 见习 题 1 的 解 )， 在 两 层 液 
体 的 分 界面 z 二 C4 上 , 压强 应 当 是 连续 的 , 根据 (12.2), 这 给 出 以 下 条 件 : 


(1) 


UU 10 / 
pg + pe = pg +0, 
" 1 Bo/ 0 
:OP Pp 
=————r (pep). 2 
rr Re) 多 
此 外 , 两 层 液体 在 分 界面 上 的 速度 分 量 wz 应 当 相 同 , 这 给 出 以 下 条 件 : 
oN O_o 
当 z=0 时 ， az Bz (3) 
进一步 ， 
= 
” Dz 0 
于 是 , 把 (2) 代入 此 式 , 得 到 
7 op _ /Op O29 
go-P)5z = 已 5 Br? (4) 


把 (1) 代入 (3) 和 (4), 我 们 得 到 两 个 关于 A 和 BB 的 齐 次 线性 方程 , 其 相 容 条 件 给 出 


2 kg(p— p’) 
pcoth(kh) 十 P coth(kR’)’ 


当 kh 六 1, kh' 交工 时 (两 种 液体 都 很 深 ) 


_ RD 一 凡 
”一 pm， 
而 当 kh 人 1 Ni 女 1 时 (长波) 


> 2 9(p— Pp )hh’ 
w 二 k pi 


最 后 , 如 果 kh 之 1, kh' < 1, 则 
bP 2,.11P—p 
ww =k gh 一 一 一 . 
p 


3. 设 有 两 层 液体 , 下 层 液体 (密度 为 p) 无 穷 深 , 上 层 液 体 (密度 为 p') 深度 为 到， 其 
上 表面 为 自由 面 . 求 在 两 层 液体 的 分 界面 和 上 表面 上 同时 传播 的 重力 波 的 频率 与 波长 之 间 
的 关系 ， 
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解 : 取 两 层 液 体 平衡 时 的 分 界面 为 zy 平面 . 我 们 寻求 在 下 层 液 体 和 上 层 液 体 中 分 别 
具有 以 下 形式 的 解 : 
op = 4ekz cos(kx — wt), 
y= (Be te 十 Cekz)cos(kz — wt). 
在 两 层 液体 的 分 界面 上 ( 即 当 z= 二 0 时 ) 成 立 条 件 (见习 题 2) 


(1) 








Op’ /0 op’ 22 
-=e, gp -p=P 下 -pm (2) 
而 在 上 层 液 体 的 自由 面 上 ( 即 当 z= 二 hi' 时 ) 有 
Op’ 1 Op! 
Br + 了 = 0. (3) 


把 (1) 代入 (2) 中 的 第 一 个 方程 , 由 此 给 出 A = 二 0 一 B, 于 是 其 余 两 个 边界 条 件 给 出 关于 
已 和 CC 的 两 个 方程 , 利用 这 两 个 方程 的 相 容 条 件 ,我 们 得 到 关于 w? 的 二 次 方程 , 它 的 根 是 
3， (一 m)(L 一 e-2kh ) 
”一 + 万 直 p 二 打 8， 
当 及 一 oo 时 , 这 些 根 分 别 对 应 着 在 两 层 液体 分 界面 和 上 层 液体 自由 面 上 独立 传播 的 波 . 
和 设 宽 为 a 长 为 上 的 给 形 池 中 有 深度 为 关 的 液体 , 求 液体 振动 的 固有 频率 ( 见 8 69). 
解 : 活水 池 两 边 取 z 轴 和 1 轴 . 我 们 寻求 具有 驻 波形 式 的 解 : 


w= kg, 


p= f(z, Yy) coswtcosh[k(z + h)]. 
对 于 了 得 到 方程 i 
Bi + Br +kf=0. 
同 习题 1 一 样 , 自由 面 上 的 条 件 给 出 关系 式 
w? = gktanh(kh). 
选取 关于 了 的 方程 的 以 下 形式 的 解 : 


f=cosprcosgy, p+q = 大 2. 


在 水 池 侧 壁 上 应 当 满 足 条 件 : 
当 z= 二 0, a 时 ， PE 
Or 
0 
当 y= 二 0, 5 时， w= 到 =0 
由 此 求 出 
mn nn 
2 三 一， 9 一 也， 
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8$13 不 可 压缩 流体 中 的 内 波 


有 一 种 特殊 的 重力 波 能 够 在 不 可 压缩 流体 内 部 传播 ,传播 过 程 与 流体 的 
不 均匀 性 有 关 , 而 这 种 不 均匀 性 是 由 重力 场 引 起 的 . 流体 的 压强 (同时 还 有 入 
s) 必然 随 高 度 变化 , 所 以 一 部 分 流体 在 高 度 方 向 上 的 任何 位 移 都 将 导致 力学 
平衡 的 破坏 , 从 而 引起 振动 . 其 实 , 由 于 运动 是 绝热 的 , 这 一 部 分 流体 在 移动 到 
新 位 置 后 仍然 具有 原来 的 箭 s, 但 它 不 同 于 烂 在 新 位 置 上 的 平衡 值 . 

下 面 , 我 们 将 假设 波长 远 远 小 于 能 够 让 密度 因 重力 场 的 作用 而 发 生 显著 
改变 的 距离 @. 同时 , 我 们 将 把 流体 本 身 看 做 不 可 压缩 的 , 这 意味 着 可 以 忽略 
由 于 波 中 压强 变化 而 引起 的 密度 变化 .由 热膨胀 引起 的 密度 变化 绝对 不 可 忽 
路 , 因为 正 是 它 决定 了 整个 现象 . 

我 们 来 写 出 所 研究 的 运动 的 流体 动力 学 方程 组 . 设 下 标 0 表示 各 物理 量 
在 力学 平衡 时 的 值 ， 撤 号 表示 它们 在 波动 过 程 中 对 平衡 值 的 微小 偏离 ， 则 灶 
3 二 80 十 8' 的 守恒 方程 在 精确 到 一 阶 小 量 时 可 以 写 为 

全 +v.Vso = 0， (13.1) 
其 中 的 so 就 像 其 他 量 的 平衡 值 那 样 是 竖 直 方向 上 的 坐标 z 的 给 定 函数 . 

其 次 , 仍然 忽略 欧 拉 方程 中 (w.V)o 这 一 项 (因为 是 小 振动 ), 再 考虑 到 平 

衡 态 下 的 压强 分 布 满足 方程 Vpo = pog, 我 们 在 同样 的 精度 下 得 到 


如 上 所 述 , 密度 变化 只 与 烂 变化 有 关 , 但 与 压强 变化 无 关 , 所 以 可 以 写 出 


1 Op 7 
xz 人 (强人 
这 样 就 得 到 以 下 形式 的 欧 拉 方程 ; 
0 _g (po) sy_v?. 13.2 
( ): (132) 


这 里 之 所 以 可 以 把 po 移入 梯度 算 子 , 是 因为 平衡 密度 在 与 波长 相当 的 距离 上 
的 变化 根据 前 面 的 论述 终归 是 可 以 忽略 的 . 基于 同样 的 原因 , 在 连续 性 方程 中 


@ 密度 梯度 与 压强 梯度 之 间 的 关系 为 
Oe 


式 中 。 是 流体 中 的 声速 . 所 以 , 从 流体 静 力 学 方程 Vp = pg 有 Vp = pg/c?*. 由 此 可 见 , 在 重力 场 中， 
在 ! s c2?/s 的 距离 上 才 会 有 显著 的 密度 变化 ， 对 于 空气 , 1 = 10 km; 对 于 水 , ! = 200 km. 
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也 可 以 认为 密度 是 常量 , 这 时 连续 性 方程 就 变 为 @ 
divv = 0. (13.3) 
我 们 来 寻求 方程 组 (13.1) 一 (13.3) 的 平面 波 解 : 
(Re-r—wt) 


v=const.ei 


对 sg’ 和 yp/ 有 类 似 的 表达 式 . 代入 连续 性 方程 (13.3) 就 给 出 


vk=0, (13.4) 
即 流体 速度 处 处 垂直 于 波 矢 k ( 横 波 ). 方程 (13.1) 和 (13.2) 给 出 
.，_11f(aooy，_ 达 ， 
iws 三 2 .Vs0o， 一 iww = 人 (路 ) po? , 


对 第 二 个 方程 使 用 条 件 (13.4), 得 到 


ik2p’ = ( 儿 ) s'(g :kk). 
p 
再 从 这 两 个 方程 消去 v 和 s', 就 得 到 所 需 的 色散 关系 一 一 频率 与 波 矢 之 间 的 
关系 : 


w? = we sin2 0, (13.5) 
op\d 
2 g p 8 
“wp (¥)EE. (3.6) 


在 这 里 和 以 后 , 我 们 省 略 表示 热力 学 量 平衡 值 的 下 标 0, 并 且 规 定 z 轴 竖 直 向 
上 , 而 0 是 z 轴 与 外 方向 之 间 的 夹 角 , s(z) 的 平衡 分 布 的 稳定 性 条 件 (不 发 生 
对 流 的 条 件 , 见 84) 保证 了 表达 式 (13.6) 的 右 侧 大 于 零 . 

我 们 看 到 , 频率 仅仅 依赖 于 波 矢 的 方向 而 与 其 大 小 无 关 . 当 9 = 0, r 时 可 
以 得 到 w = 0. 这 表明 , 这 种 类 型 的 波 在 波 矢 指向 竖 直 方向 时 是 根本 不 可 能 存 
在 的 . 

如 果 流 体 不 仅 处 于 力学 平衡 态 , 而 且 处 于 完全 的 热力 学 平衡 态 , 则 它 的 温 
度 处 处 相同 , 于 是 可 以 写 出 : 


于 = ( 儿 i 
dz (pjra ap) 


@ 其 实 , “不 可 压缩 流体 ”本身 就 意味 着 divv = 0 ( 见 20 页 的 脚注 ). 一 一 译 者 
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最 后 , 利用 熟知 的 热力 学 关系 式 
人 


(cp 是 流体 的 质量 热 容 ), 我 们 得 到 








_2 | 工 |fepo 
wo = /I ( 动 )| (13.7) 
例如 , 对 于 热力 学 意义 上 的 理想 气体 , 这 个 公式 给 出 
__9 
wo = ya ; (13.8) 


频率 对 波 矢 方向 的 依赖 性 导致 波 的 传播 速度 U = Bw/8k 和 波 矢 k 具有 
不 同 的 方向 , 如 果 把 函数 关系 w(k) 写 为 


a 
的 形式 (v 是 坚 直 向 上 的 单位 矢量 ), 则 进行 微分 运算 之 后 得 到 
U =-R (nw) (nv)n) (13.9) 
式 中 nn 二 /所 此 传播 速度 垂直 于 波 矢 h, 它 的 大 小 等 于 
U= 总 cosb， 
而 在 竖 直 方向 上 的 投影 为 


【7 .7 一 -如 cosgsing， 


814 旋转 流体 中 的 波 


当 不 可 压缩 流体 作为 一 个 整体 匀速 转动 时 ,在 流体 中 能 够 出 现 另外 一 种 
特殊 类 型 的 内 波 , 其 传播 过 程 与 流体 转动 时 产生 的 科 里 奥 利 力 有 关 . 

我 们 将 在 与 流体 一 起 运动 的 坐标 系 中 研究 问题 . 众所周知 , 这 时 在 力学 运 
动 方程 中 应 当 引 入 两 种 附加 的 力 一 一 离心 力 和 科 里 奥 利 力 . 因此 , 在 欧 拉 方程 
右 侧 也 应 当 补 充 上 这 些 力 (质量 力 )， 离心 力 可 以 用 梯度 V(D x ”)2/2 的 形式 
表示 出 来 , 式 中 2 是 流体 转动 的 角速度 矢量 . 如 果 引 入 表 观 压强 


P=p—-p(0 xr), (14.1) 
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就 可 以 把 离心 力 与 力 -Vp/p 合并 在 一 起 . 科 里 奥 利 力 等 于 2v x 2, 它 仅 在 流 
体 相 对 于 转动 坐标 系 运动 时 才 会 出 现 (v 是 该 坐标 系 中 的 速度 ). 把 这 一 项 移 
动 到 欧 拉 方程 的 左 侧 , 我 们 写 出 以 下 形式 的 欧 拉 方程 : 
Ov 
去 十 
连续 性 方程 仍然 具有 原来 的 形式 . 对 于 不 可 压缩 流体 , 该 方程 化 为 divv = 0. 
我 们 仍然 认为 波 的 振幅 很 小 并 忽略 方程 (14.2) 中 的 速度 平方 项 , 于 是 该 
方程 的 形式 变 为 


(v.V)v+202 xm 一 -svP (14.2) 


字 +22xv= -vp (14.3) 
其 中 gw 是 压强 在 波动 过 程 中 发 生变 化 的 部 分 , 而 p = const. 在 方程 (14.3) 的 
两 侧 取 旋 度 rot, 立刻 就 能 消 掉 压强 , 因为 方程 的 右 侧 变 为 零 . 在 方程 的 左 侧 ， 


考虑 到 流体 的 不 可 压缩 性 , 我 们 有 
rot( 2 xv)= Rdivo— (1.V)v = -(.V)v. 


让 z 轴 指 向 2 的 方向 , 我 们 把 所 得 方程 写 为 以 下 形式 : 


rotv = 20. (14.4) 
我 们 寻求 平面 波 解 
v= Aeilk'"-%) (14.5) 
并 让 它 满足 横 波 条 件 (根据 方程 divw = 0) 
k.A=0. (14.6) 


把 (14.5) 代入 方程 (14.4), 得 出 
whk x v = 2ifkzw. (14.7) 


从 这 个 矢量 方程 消去 w 就 可 以 得 到 波 的 色散 关系 . 用 有 在 方程 的 两 侧 进 
行 矢量 乘 运算 , 我 们 把 结果 改写 为 


一 wj2o = 2i1k,k x v, 
再 对 比 这 两 个 等 式 , 就 得 到 所 需 的 函数 关系 w(k): 
w= 20 宇 = 2 ¢c0s9, (14.8) 


式 中 9 是 与 ?之 间 的 夹 角 . 
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利用 (14.8), 等 式 (14.7) 化 为 以 下 形式 : 
nxXxwv = iv, 


式 中 mn = k/k. 如 果 把 波 的 振幅 表示 为 复数 形式 和 4 = a+ib 其 中 a 和 6 是 实 
矢量 , 则 由 此 可 知 n x v =a, 即 矢 量 a 和 2 (它们 位 于 垂直 于 矢量 & 的 平面 
内 ) 互相 垂直 并 具有 相同 的 大 小 , 选取 这 两 个 方向 作为 z 轴 和 y 轴 的 方向 , 然 
后 分 离 (14.5) 的 实 部 和 虚 部 , 我 们 得 到 


vs 一 Qcos(wt 一 有 7)， v= —asin(wt—k.7). 


因此 , 波 具有 圆 偏振 性 : 在 空间 的 每 一 点 , 矢量 v 随时 间 而 旋转 , 其 大 小 保持 
不 变 @. 
波 的 传播 速度 为 


二 一 = 2 — n(n.:v)), (14.9) 


式 中 v 是 2 方向 上 的 单位 矢量 . 就 像 重 力 内 波 的 情况 那样 , 该 传播 速度 垂直 
于 波 矢 . 它 的 大 小 和 在 82 方向 上 的 投影 分 别 为 


U = 2 sinb, Uv = 2 sin20 = Usinb. 


所 研究 的 波 称 为 惯性 波 . 因为 科 里 奥 利 力 不 对 运动 流体 做 功 , 所 以 这 样 的 
波 所 携带 的 能 量 全 部 是 动能 . 

有 一 种 特殊 形式 的 轴 对 称 ( 非 平面 ) 惯 性 波 能 够 沿 流体 的 转动 轴 传播 , 参 
见习 题 . 

最 后 , 我 们 就 旋转 流体 中 的 定常 运动 再 给 出 一 点 说 明 , 这 种 运动 与 波 的 传 
播 没有 关系 . 

设 ! 是 这 种 运动 的 特征 长 度 ,w 是 其 特征 速度 . 在 方程 (14.2) 中 ,项 (v.V)v 
的 量 级 为 w3/l, 项 22 x wv 的 量 级 为 2u. 如 果 w/I2 和 1, 则 前 者 与 后 者 相 比 可 
以 忽略 , 定常 运动 方程 从 而 可 以 化 为 


20 xu= -5vP (14.10) 
Sh 1 0P 10P 0P 
202vy = 7 242vz = py B= 


@ 注意 , 这 里 研究 的 是 相对 于 转动 坐标 系 的 运动 ! 相对 于 静止 坐标 系 而 言 , 这 种 运动 还 要 和 到 加 上 
全 部 流体 作为 一 个 整体 的 转动 . 
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式 中 x, y 是 与 旋转 轴 垂 直 的 平面 上 的 笛 卡 儿 坐 标 . 由 此 可 见 , P 与 纵向 坐标 z 
无 关 , wz, vy 因而 也 与 坐标 z 无 关 . 此 外 , 从 前 两 个 方程 消去 P, 得 到 


再 从 连续 性 方程 divw = 0 即 可 看 出 8v/6z = 0. 因此 , 在 快速 旋转 的 流体 中 ， 
(相对 于 旋转 坐标 系 的 ) 定常 运动 是 两 种 独立 运动 的 登 加 : 一 是 与 旋转 轴 垂 直 
的 平面 上 的 平面 运动 , 二 是 与 坐标 z 无 关 的 轴 对 称 运动 (J. 普 劳 德 曼 , 1916). 


习 题 


1. 设 不 可 压缩 流体 作为 整体 绕 轴 转动 ， 试 确定 沿 该 轴 传 播 的 轴 对 称 波 〔W. 汤姆 孙 ， 
1880). 

解 : 沿 角速度 拓 量 22 取 z 轴 并 引入 柱 面 坐 标 r, p, z. 在 轴 对 称 波 中 , 所 有 的 量 都 与 
角度 bp 无 关 , 对 时 间 和 坐标 z 的 函数 关系 可 由 形 如 el(**-% 的 因子 给 出 . 用 分 量 形 式 写 
出 方程 (14.3), 我 们 有 


so oe 下 多 ， (1) 
—iwvy + 2f2vr = 0， 一 iwvz = -Ep (2) 
此 外 , 还 应 当 写 出 连续 性 方程 
1 8 二 
地 页 (ror) 十 ivz = 0. (3) 


令 还 度 分 量 vr 对 7 的 函数 关系 为 
vr = F(r)e (kz 一 ob 


利用 (2) 和 (3) 把 vp 和 了 通过 办 表示 出 来 ,再 把 它们 代入 (1), 我 们 就 得 到 函数 下 (7) 的 
方程 








dF 1dF 422k7 »。 1 
dr2 rdr | wr - 吉 |r=0 (9 
该 方程 的 解 是 
F = const :J1 ( 47- - (5) 
2 


式 中 J] 是 一 阶 丰 塞 尔 函数 , 这 个 解 在 7 = 二 0 时 等 于 零 ， 
波动 图 案 被 一 系列 同 轴 轿 柱 面 分 割 为 诸多 区 域 , 圆柱 半径 rn 分 别 满足 等 式 


2 
krnV/ 2 —1= Zn， 
w 


其 中 T1, Ta, 是 函数 J(z) 的 一 系列 相 邻 的 零点 ， 在 这 些 圆柱 面 上 Vr 二 0， 换言之 ， 流 
体 永远 不 会 穿 过 这 些 曲 面 . 





“50. 第 一 章 理想 流体 


我 们 指出 , 对 于 无 界 流 体 中 的 上 述 波动 , 频率 w 不 依赖 于 .不 过 , 可 能 的 频率 值 受 到 
条 件 w < 282 的 限制 , 如 果 此 条 件 不 满足 , 方程 (4) 就 没有 有 限 的 解 , 而 解 的 有 限 性 是 一 个 
必须 满足 的 条 件 . 

如 果 发 生 转 动 的 流体 位 于 半径 为 己 的 圆柱 形 壁面 以 内 , 就 应 当 考 虑 该 壁面 上 的 条 件 
vr 一 0, 从 而 得 到 关系 式 

2 
hy/ 好 
当 n 的 值 已 经 给 定时 ( 即 当 流体 中 已 经 给 出 同 轴 圆 柱 面 的 数目 时 ), 它 给 出 w 与 天 之 间 的 
2. 试 推导 描述 旋转 流体 中 任意 的 压强 小 扰动 的 方程 
解 : 用 分 量 形式 写 出 方程 (14.3)， 





—1= Zn. 


(a 1 1 
Bus ht Os) a 


Ot pear’ at pB 8t poz Wy 
分 别 取 这 三 个 方程 对 x, y, z 的 导数 并 把 结果 相 加 , 根据 方程 divw = 0 得 到 


FAP 一 282 (你 a 丝 ) 





2f2vy 一 一 





Or Oy 
取 这 个 方程 对 t 的 导数 , 再 利用 方程 (1), 结果 是 
1 9 2Duz 
再 次 对 二 求 导 , 最 终 给 出 方程 
2 O2p! 
BAP +40 B=0. (2) 
对 于 频率 为 w 的 周期 性 扰动 , 此 方程 化 为 
D2p/ D2p/ 422 O2p! a 
E+E+ (1- 上 ) 3 有 -0 (3) 


若 波 具 有 (14.5) 的 形式 , 则 由 此 显然 可 知 ， 色 散 关 系 就 是 前 面 已 经 得 到 的 (14.8)， 并 且 
ww < 22, 而 方程 (3) 中 02p1Y/Bz? 的 系数 小 于 零 . 源 自 一 点 的 扰动 沿 一 个 圆锥 的 表面 传播 ， 
该 圆锥 以 人 2 为 轴 , 以 20 为 孔径 角 , 其 中 sin9 = w/212. 

当 w > 20 时 , 方程 (3) 中 B2p1/B0z? 的 系数 大 于 堆 , 并 且 只 要 沿 z 轴 进 行 显而易见 的 
尺度 变换 , 就 可 以 把 这 个 方程 化 为 拉 普 拉 斯 方程 . 这 时 , 源 自 一 点 的 扰动 对 全 部 流体 都 有 
影响 , 它 按照 到 扰动 源 距离 的 窗 次 规律 吝 减 . 


果 三 捍 
条 性 流 JIL 


815 黏 性 流体 的 运动 方程 


我 们 来 研究 流动 中 的 能 量 耗 散 过 程 对 流动 的 影响 . 这 些 过 程 是 流动 在 热 
力学 上 不 可 逆 的 表现 , 而 这 种 不 可 逆 性 在 这 样 或 那样 的 程度 上 总 是 存在 的 , 它 
与 内 摩擦 ( 符 性 ) 和 热传导 有 关 . 

为 了 得 到 描述 黏 性 流体 运动 的 方程 ， 必 须 在 理想 流体 运动 方程 中 补充 一 
些 项 . 至 于 连续 性 方程 , 从 其 推导 过 程 显 然 可 以 看 出 , 它 对 任何 流体 的 运动 都 
是 同样 有 效 的 , 黏 性 流体 也 不 例外 . 欧 拉 方 程 则 不 然 , 应 当 有 所 修改 . 

我 们 在 87 中 已 经 看 到 , 欧 拉 方程 可 以 写 为 以 下 形式 : 

OTTix 

Ork ， 

其 中 Taik 是 动量 流 密度 张 量 . 由 公式 (7.2) 定义 的 动量 流 代表 完全 可 道 的 动量 
输 运 , 它 只 与 流体 不 同 部 分 从 一 处 到 另 一 处 的 机 械 运 动 以 及 流体 所 受 压 强 有 
关 . 流体 的 黏 性 (内 摩擦 ) 则 是 因为 从 速度 大 的 地 方向 速度 小 的 地 方 的 另外 一 
种 附加 的 不 可 道 动 量 输 运 而 出 现 的 . 

因此 , 如 果 在 “理想 ”动量 流 表达 式 (7.2) 中 补充 上 表示 流体 中 不 可 逆 “和 猎 
性 ” 动量 输 运 的 一 项 c 就 可 以 得 到 黏 性 流体 的 运动 方程 . 于 是 , 我 们 把 黏 性 
流体 的 动量 流 密 度 张 量 写 为 以 下 形式 ; 


Ti = POik + pVYiVk 一 0 人 = ~—Oik + OUiUK。 (15.1) 





冯 (oo) =- 


张 量 
Oak = 一 DOik + Oty (15.2) 


称 为 应 力 张 量 , 而 oi 称 为 秆 性 应 力 张 量 . 张 量 o4x 代表 与 流体 质量 输 运 所 伴 
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随 的 直接 动量 输 运 无 关 的 那 部 分 动量 流 @. 

可 以 用 以 下 方法 确定 张 量 oh 的 一 般 形 式 . 流体 中 的 内 摩擦 过 程 只 出 现 
于 不 同 流体 点 以 不 同 速度 运动 , 使 得 流体 各 部 分 有 相对 运动 的 情况 , 所 以 oi 
应 当 依赖 于 速度 对 坐标 的 导数 . 如 果 速 度 梯度 不 太 大 , 就 可 以 认为 由 笑 性 引起 
的 动量 输 运 只 与 速度 的 一 阶 导 数 有 关 . 在 同样 的 近似 下 , 还 可 以 认为 oh 对 导 
数 vi/8z4 的 这 种 依赖 关系 是 线性 的 . 在 oli 的 表达 式 中 应 当 没 有 与 Bui/Bmx 
无 关 的 项 , 因为 当 w = const 时 of 应 当 为 零 . 我 们 进一步 指出 , 当 全 部 流体 作 
为 一 个 整体 匀速 旋转 时 , ofl 也 应 当 为 零 , 因为 对 于 这 样 的 运动 , 在 流体 中 没有 
任何 内 摩擦 . 在 以 角速度 12 匀速 旋转 时 , 速度 v 等 于 矢量 积 2 xr. 导数 之 和 

ou; OvUk 
OZ Or: 

是 ui/ark 的 线性 组 合 , 并 且 当 v = 1 x r 时 等 于 零 . 因此 , of 所 包含 的 应 当 
正好 就 是 导数 Bui/6zk 的 这 种 对 称 的 组 合 . 

满足 这 些 条 件 的 二 阶 张 量 的 最 一 般 形式 为 

otk = 人 ( 吕 + 2 — 3 we 十 (ix 到 (15.3) 

其 中 的 系数 mn 和 与 速度 无 关 . 在 得 到 这 个 结果 时 使 用 了 各 向 同性 流体 的 性 
质 , 而 这 样 的 性 质 只 能 由 一 些 标量 (此 时 为 mn 和 6¢) 来 描述 . (15.3) 中 的 各 项 之 
所 以 这 样 组 合 , 是 为 了 让 括号 中 的 表达 式 在 缩 并 ( 即 对 i = 的 分 量 求 和 ) 后 
为 零 . 系数 9 和 < 称 为 黏度 (并 且 《〈 经 常 称 为 第 二 符 度 )@. 在 816 和 849 中 
将 证 明 , 它们 都 是 正 的 : 











7>0, ¢>0. (15.4) 
现在 , 只 要 在 欧 拉 方 程 
po( 先 +u 作 ) __ 








ot Oxk ~ Br: 
右边 加 上 8o!, /zxx 的 表达 式 , 直接 就 得 到 黏 性 流体 的 运动 方程 , 于 是 , 我 们 有 


Bu Ou) 0 2 0u)] 8 (cou 
"党 +w 让 于 Oz: Oxrk 【全 Dr mg )| 加 Or (如 ) 
(15.5) 
这 是 务 性 流体 运动 方程 最 一 般 的 形式 . 量 7 和 一般 是 压强 和 温度 的 函数 . 在 
一 般 情况 下 , p 和 了 在 整个 流体 内 并 非 处 处 相同 , ” 和 ¢ 因而 也 是 如 此 , 所 以 
7 和 不 能 移 到 微分 算 子 之 外 . 


@ 下 面 我 们 将 看 到 , of 包含 与 5ix 成 正比 的 一 项 , 即 与 pi 形式 相同 的 项 . 因此 , 严格 地 说 , 当 
动量 流 张 量 的 形式 这 样 变化 后 , 应 当 更 明确 地 解释 压强 p 有 何 含义 . 见 849 最 后 关于 这 个 问题 的 说 明 . 
@ 系数 7 也 称 为 剪 切 黏度 , 也 称 为 体积 条 度 . 一 一 译 者 


815 蒜 性 流体 的 运动 方程 .53 . 


不 过 , 在 大 多 数 情 况 下 , 流体 中 的 黏度 只 有 很 小 的 变化 , 所 以 可 以 认为 它 
们 是 常量 . 于 是 , 方程 (15.5) 可 以 写 为 矢量 形式 : 


p| 实 二 (vv: vs| 一 一 graldDp 十 Au 十 ( 起 3) grad div v. (15.6) 


此 方程 称 为 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 . 

如 果 可 以 认为 流体 是 不 可 压缩 的 , 则 方程 (15.6) 大 为 简化 . 这 时 divv = 0， 
该 方程 右边 的 最 后 一 项 消失 . 在 研究 黏 性 流体 时 , 我 们 实际 上 将 总 是 认为 它 是 
不 可 压缩 的 , 因而 将 使 用 以 下 形式 的 运动 方程 : 








2 十 (0-V)o 一 一 gradp + 2Av. (15.7) 
不 可 压缩 流体 中 的 应 力 张 量 也 取 简单 的 形式 : 
aik = 一 DOik 十 "(总 + 2) (15.8) 


我 们 看 到 , 不 可 压缩 流体 的 夭 性 只 由 一 个 系数 描述 . 因为 在 实际 应 用 中 经 
常 可 以 认为 流体 是 不 可 压缩 的 , 所 以 通常 正 是 这 个 黏度 9 有 重要 作用 . 比值 
了 


v 一 (15.9) 


称 为 运动 黏度 , 系数 7 称 为 动力 黏度 . 我 们 在 下 表 中 列 出 某 些 流体 的 m9 和 vw 值 
(温度 为 20°C). 我 们 指出 , 在 给 定 温度 下 , 气体 的 动力 黏度 与 压强 无 关 , 而 运动 
符 度 与 压强 成 反比 ， 





可 以 从 方程 (15.7) 中 消去 压强 , 所 用 方法 与 前 面 从 欧 拉 方程 中 消去 压强 
的 方法 相同 . 在 方程 两 边 取 旋 度 , 我 们 得 到 


0 
rotv = rot(v xrotv)+vAroty 


at 
(请 与 理想 流体 的 方程 (2.11) 进行 对 比 ). 因为 这 里 在 讨论 不 可 压缩 流体 , 所 以 


@ 方程 (15.7) 首先 是 由 纳 维 根据 一 些 模 型 概念 提出 的 〈C.L. 纳 维 ， 1827)， 斯 托 克 斯 也 得 到 了 方 
程 (15.6), (15.7) (不 含 带 有 《< 的 项 ), 其 推导 方式 很 接近 现代 方式 (G.G. 斯 托 克 斯 ,1845). 
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只 要 按照 矢量 运算 法 则 展开 此 方程 右边 第 一 项 , 再 利用 等 式 divwv = 0, 就 可 以 
把 它 写 为 另外 的 形式 : 


号 rot + (Vv:V)rotv — (rotv-:VY)v 一 ZAroty. (15.10) 


在 已 知 速度 分 布 时 , 可 以 通过 求解 泊 松 方程 类 型 的 方程 
Ov; Ovp _ pO vivk 
“Por Or ?OrrOrs 
来 计算 流体 中 的 压强 分 布 . 对 方程 (15.7) 取 散 度 即 可 得 到 这 个 方程 . 
我 们 在 这 里 还 列 出 不 可 压缩 黏 性 流体 二 维 流动 的 流 函 数 y(z，y) 所 满足 
的 方程 . 把 (10.9) 代入 方程 (15.10), 即 可 得 到 这 个 方程 : 
日 88BA% , OY OMY 


Ap = 





(15.11) 


—vAAyY = 0. (15.12) 


还 必须 写 出 黏 性 流体 运动 方程 的 边界 条 件 . 在 固体 表面 与 任何 生性 流体 
之 间 总 存在 着 分 子 引 力 , 这 些 力 使 紧 贴 固体 表面 的 一 层 流 体 完 全 静止 , 就 像 符 
附 在 那里 一 样 . 因此 , 黏 性 流体 运动 方程 的 边界 条 件 要 求 流体 速度 在 静止 固体 
表面 上 为 零 @: 

v=0. (15.13) 

我 们 强调 , 这 里 要 求 速 度 的 法 向 和 切 向 分 量 都 等 于 零 , 而 理想 流体 运动 方程 的 
边界 条 件 只 要 求 v, 为 零 @. 

在 运动 物体 的 一 般 情 况 下 , 速度 v 必须 等 于 该 物体 表面 的 速度 . 

容易 写 出 与 流体 接触 的 固体 表面 所 受 作 用 力 的 表达 式 ， 某 面 微 元 所 受 作 
用 力 就 是 通过 该 面 微 元 的 动量 流 , 而 通过 面 微 元 df 的 动量 流 是 

Tik df = (pvivk 一 Cib)d 太 . 


把 df 写 为 dfi = mkdy 的 形式 , 其 中 是 表面 的 单位 法 向 矢量 , 再 考虑 到 在 
固体 表面 上 v = 0@, 我 们 求 出 , 单位 面积 表面 所 受 作用 力 P 为 


Pi = —0iknk = Ph — Oiknk. (15.14) 





@ 我 们 指出 , 欧 拉 方程 的 解 无 法 满足 切 向 速度 为 零 这 一 (与 理想 流体 的 情况 相 比 ) 额外 的 边界 条 
件 . 在 数学 上 这 是 因为 , 与 (二 阶 的 ) 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 相 比 , 欧 拉 方程 是 更 低 阶 的 (一 阶 ) 方程 , 其 中 
只 含有 对 坐标 的 一 阶 导数 . 

@ 在 确定 固体 表面 所 受 作用 力 时 , 应 当 在 使 相应 表面 微 元 静止 的 参考 系 中 加 以 考虑 . 作用 力 仅 在 
表面 静止 的 情况 下 才 等 于 动量 流 . 
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第 一 项 是 普通 的 流体 压力 ， 而 第 二 项 是 由 黏 性 导致 的 作用 于 固体 表面 的 摩 探 
力 . 我 们 强调 , (15.14) 中 的 n 是 流体 边界 面 上 的 单位 外 法 向 矢量 , 对 固体 表面 
而 言 则 是 单位 内 法 向 矢量 . 
如 果 我 们 有 不 发 生 混合 的 两 种 液体 (或 一 种 液体 与 一 种 气体 ) 的 分 界面 ， 
则 分 界面 上 的 条 件 是 两 种 流体 的 速度 必须 相等 ,并 且 流 体 之 间 的 相互 作用 力 
必须 大 小 相等 而 方向 相反 . 第 二 个 条 件 可 以 写 为 以 下 形式 : 
nog +nt)cG = 0， 


上 标 1 和 2 分 别 指 两 种 流体 . 法 向 矢量 ma) 和 mw 人 方向 相反 , mt) = -me) = mw 
所 以 可 以 写 出 

mac 人 th) = nig (2 (15.15) 
在 液体 的 自由 面 上 应 成 立 条 件 


OikNk 三 GT 一 DT = 0. (15.16) 


曲线 坐标 系 中 的 运动 方程 , 我 们 列 出 不 可 压缩 共性 流体 的 运动 方程 在 常 
用 的 曲线 坐标 系 中 的 形式 , 以 备查 阅 . 
在 柱 面 坐标 系 ” p, z 中 , 应 力 张 量 的 分 量 为 


Du- 10v. Du v 
a ni Ce 如 
2 ?人 页， "(} B01 or 2 ) 


19 Ov 10 
i | + =)， 0pz = "(多 十 + 他) (15.17) 











纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 三 个 分 量 方程 具有 以 下 形式 : 
or 1 Op 


v2 
7 V)vr 一 二 = -二 实 +z(Aw- 一 一 三 到) 


ao ws ya- -中 +z(Aw 到 + 三 各 (15.18) 
r pro 
Ht = po A 


并 且 算 子 (v.V) 和 A 由 以 下 公式 定义 : 
af , veof ,, 9f 
7 Op 





(v- Vf=vr 


_1907/ 0 10f O02f 
A (如 )+ 古 天 + 过 
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连续 性 方程 可 写 为 
1 Orvr +1 1pop Ov: _ 


7 Or rop Oz 
在 球面 坐标 系 r,，y, 6 中 , 对 于 应 力 张 量 , 我 们 有 





Du 
Orr 三 一 六 十 277， 





Ovyp i we ), 


=_p+2 hd 2 
i A (7 Op 7 7 








》 


加 1 or 1oue ucotb 
“ee 一作 rsmng op 7 D0 r 


_,_ /vy 1 Ov vp 
oo 7 全 





纳 维 -斯 托 克 斯 方程 为 





Du- 他 十 吧 
人 十 (v V)vr 一 人 
_ 168p 2vr 2 0(v sinO) 2 Ov 
~ por Bi [a 72 rr2sin20 00 7r2sin0 Op 
Ovp UrVg La coto 
Gt 十 (v V)ve 十 = 
_ lp 2 Ovr vg 2c0s0 Ovyp 
和 六 35617 "Amw+ 吉 区 00 r2sing r2sin20 9p | 
Duo VrVo Vgvp CotO 
Bt (Wvet Pe 
本 1 Op 2 Ov. 2cos0 Ovo 
加 zo +r vw tasnd dp + rno Op an’0 l 
并 且 


of + Vp of 
WW Wht r 080 rsingOwp’ 





_ 18 /201), 1 of 1 
人 i ( ) + rang 6 (sino 著 ) + eno Bp 


(15.19) 


(15.20) 


(15.21) 
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连续 性 方程 为 
1 aur) 1 aosinb) ， 1 au _ 
72 Or 二 80 rsin0 Op =0. (15.22) 


816 不 可 压缩 流体 中 的 能 量 耗 散 


黏 性 的 存在 导致 能 量 耗 散 , 所 耗 散 的 能 量 最 终 转 变 为 热 . 对 于 不 可 压缩 流 
体 , 计算 能 量 耗 散 是 特别 简单 的 . 
不 可 压缩 流体 的 总 动能 等 于 


Bin = 5 / v2dVy. 


我 们 来 计算 总 动能 对 时 间 的 导数 .为 此 , 我 们 写 出 





元 熏 -mi 入， 
并 根据 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 , 把 8v;/8t 的 表达 式 
Du _ Du 1pp 1 Oo 
Bar: Por! p Or 
代入 其 中 , 结果 得 到 
Or =—p0:(v.:V)v— ov- Vpt ug 


-olo- 台 (后 + 2) + div(v.o) -oh 
其 中 v.o' 表示 分 量 为 woh 的 矢量 . 因为 对 不 可 压缩 流体 有 divv = 0, 所 以 
可 以 把 右边 第 一 项 写 为 散 度 的 形式 : 


2 
他 = 一 dy |m (+2) -oo -oe (16.1) 
受 算 子 div 作用 的 表达 式 就 是 流体 中 的 能 流 密度 . 方 括号 中 的 第 一 项 是 
与 流体 质量 在 流动 中 的 直接 输 运 有 关 的 能 流 , 它 与 理想 流体 中 的 能 流 相 同 ( 见 
(10.5)). 第 二 项 -v.o' 是 与 内 摩擦 过 程 有 关 的 能 流 . 其 实 , 藉 性 的 存在 导致 动 
量 流 c4， 而 动量 和 输 运 总 是 关系 到 能 量 输 运 , 于 是 该 动量 流 与 速度 的 标 积 显 然 
等 于 相应 的 能 流 . 
在 某 区 域 V 上 对 (16.1) 积分 , 我 们 有 


0 fpv? v2 pp Ov 
aR/ 人 v=-# [me( 到 + 了 -oo 7- oeBdy. (16.2) 
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右边 第 一 项 给 出 区 域 V 中 因为 存在 通过 区 域 边界 的 能 流 而 导致 的 流体 动能 变 - 
化 率 , 第 二 项 ( 带 负 号 ) 因而 表示 单位 时 间 内 由 耗 散 引起 的 动能 减少 . 

如 果 将 积分 扩展 到 流体 的 整个 区 域 ， 则 面积 分 为 零 (在 无 穷 远 处 速度 为 
零 @), 于 是 我 们 得 到 单位 时 间 内 在 整个 流体 中 所 耗 散 的 能 量 , 其 形式 为 


: Ov; Ov; | Ovk 

Bin = -fa 0 二 和 2 了 1/ Oik (天 + 继 ) uy 
(最 后 一 个 等 式 得 自 张 量 oi 的 对 称 性 ). 对 于 不 可 压缩 流体 , 张 量 oti 可 由 公 
式 (15.8) 确定 . 于 是 , 我 们 最 后 得 到 不 可 压缩 流体 能 量 耗 散 公式 如 下 : 


了 Ov; DopY 
Bin = -3 / ( 于 5 ) dV. (16.3) 


耗 散 导致 机 械 能 的 减少 , 即 必 有 已 mm < 0. 另 一 方面 , (16.3) 中 的 积分 恒 为 
正 . 所 以 我 们 能 够 断定 , 黏度 7 是 正 的 . 








习 题 


对 于 势 流 , 把 积分 (16.3) 变换 为 流动 区 域 边 界面 上 的 积分 . 
解 : 取 Bvi/8zk = Bvk/Bzi, 并 用 分 部 积分 法 积分 一 次 , 得 到 


Bn = (a) ov =-mfu 


局 in = -多 ve :af 





即 
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我 们 来 研究 不 可 压缩 黏 人 性 流体 运动 的 几 种 最 简单 的 情况 . 

设 两 个 平行 平板 之 间 充 满 流体 ， 一 个 平板 相对 于 另 一 平板 以 恒定 速度 v 
运动 . 取 其 中 一 个 平板 为 zz 平面 , 并且 zx 轴 指 向 速度 wv 的 方向 . 显然 , 所 有 的 
量 只 依赖 于 坐标 y, 而 流体 速度 处 处 都 指向 z 轴 方 向 . 对 于 定常 流 , 从 (15.7) 有 


dp d2v 
dy dp 


a 在 研究 流体 运动 时 , 我 们 考虑 这 样 的 坐标 系 , 使 流体 在 无 穷 远 处 静止 ， 
在 这 里 以 及 其 他 类 似 情形 中 ， 为 明确 起 见 ， 我 们 认为 流体 占据 无 穷 大 区 域 ， 而 这 根本 没有 丧失 任 
何 一 般 性 ， 如 果 流 体 所 占 区 域 的 边界 是 固体 壁面 , 则 此 面积 分 同样 为 稚 , 因为 固体 壁面 上 的 速度 为 零 , 
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(连续 性 方程 恒 成 立 ), 所 以 p= const, v=ay+b. 当 y=0 时 和 y=h 时 (h 是 
平板 之 间 的 距离 ), 必须 分 别 有 v = 0 和 w= w. 由 此 求 出 


下 交 ， (17.1) 


所 以 , 流体 中 的 速度 分 布 是 线性 的 . 平均 流速 
h 
= i/ vdy = py (17.2) 


从 (15.14) 求 出 , 作用 于 每 块 平板 的 力 ( 指 单位 面积 上 的 力 ) 的 法 向 分 量 理 所 当 
然 地 恰好 等 于 p, 而 (平面 y = 0 上 的 ) 切 向 摩擦 力 等 于 


=7 守 = 于 (17.3) 


(平面 y= h 上 的 切 向 摩擦 力 具 有 相反 的 符号 ). 

下 面 研究 存在 压强 梯度 时 两 静止 平行 平板 之 间 的 定常 流 . 选取 与 前 面 一 
样 的 坐标 系 , x 轴 指 向 流动 方向 . 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 给 出 (速度 显然 只 依赖 于 
坐标 y): 

Sv_16p dp_) 

Og? nor Oy 
其 中 的 第 二 个 方程 表明 , 压强 与 y 无 关 , 即 压强 沿 平板 之 间 流 体 厚度 方向 保持 
不 变 . 于 是 , 第 一 个 方程 的 右边 是 只 依赖 于 x 的 函数 , 而 左边 是 只 依赖 于 y 的 
函数 , 这 样 的 方程 仅 当 其 左右 两 边 均 为 常数 时 才能 成 立 . 因此 ， 


dp 
-一 一 const 
dz 


即 压强 是 沿 流动 方向 的 坐标 z 的 线性 函数 . 对 于 速度 , 现在 我 们 得 到 


v= 高中 六 +oy+b 
常量 a 和。 由 边界 条 件 确 定 , 该 条 件 是 : 当 y = 0 和 y=h 时 v=0. 结果 得 到 
有 -计时 ve = (17.4) 


因此 , 沿 流体 层 厚度 方向 , 速度 的 变化 规律 是 抛物 型 的 , 流速 在 流体 层 中央 达 
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到 最 大 值 . 计算 表明 , 平均 流速 (对 流体 层 厚度 平均 ) 为 


__ 人 gp 
~ 12ndz 


作用 在 一 块 静止 平板 上 的 摩擦 力 为 


(17.5) 


en (17.6) 


最 后 , 我 们 来 研究 具有 任意 横 截 面 (但 横 截 面 沿 管道 全 长 处 处 相同 ) 的 柱 
状 管道 中 的 定常 流 . 取 管 轴 为 > 轴 . 显然 , 每 一 点 的 流体 速度 v 都 指向 x 轴 方 
向 , 并 且 仅 仅 是 y 和 z 的 函数 . 连续 性 方程 恒 成 立 , 而 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 
y 和 z 分 量 方 程 仍 给 出 8p/8y = 0p/8z = 0, 即 压 强 在 管道 横 截 面 上 处 处 相同 . 
方程 (15.7) 的 z 分 量 方程 给 出 
eu 6 1d 
B+ B77 — 了 (17.7) 
由 此 又 得 到 dp/dz = const. 压强 梯度 因而 可 以 写 为 -Ap/ 的 形式 , 其 中 Ap 是 
管道 两 端的 压强 差 , 而 ! 是 它 的 长 度 . 
于 是 , 管内 流动 的 速度 分 布 可 由 Av = const 类 型 的 二 维 方程 确定 ,在 求 
解 这 个 方程 时 必须 满足 的 边界 条 件 是 : 在 管道 横 截面 的 边界 上 wv = 0. 现在 对 
圆 形 截面 管道 求解 这 个 方程 . 取 圆 心 为 坐标 原点 并 引入 极 坐 标 , 根据 对 称 性 有 
v= 二 V(r). 利用 拉 兽 拉 斯 算 子 在 极 坐 标 系 中 的 表达 式 , 我 们 有 


1 
rdr\dr/ mi 


__Apa 
4 一 FE 十 alnyr 十 久 (17.8) 


常量 a 应 为 零 , 因为 速度 在 整个 横 截面 上 应 是 有 限 的 , 在 圆心 处 也 应 如 此 , 当 
+r 二 呈 时 (R 是 管道 半径 ) v = 0, 由 此 确定 常量 b, 从 而 得 到 
-A 
"Tan 
因此 , 管道 横 截面 上 的 速度 分 布 规律 是 抛物 型 的 . 
容易 确定 每 秒 通 过 管道 横 截面 的 流体 质量 Q ( 称 为 管道 的 流量 ). 每 秒 通 
过 管道 横 截 面 上 面积 为 2xr dr 的 环形 微 元 的 流体 质量 为 p.2xrvdr, 所 以 


积分 后 求 出 


(R? 一 r2). (17.9) 


Q@= 2rp / rvdr. 
0 
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利用 (17.9) 得 
@ = TAp pa. (17.10) 


流量 正比 于 管道 半径 的 四 次 方 @. 


习 题 


1. 求 环形 截面 管道 中 的 流动 (管道 的 内 、 外 半径 为 Ri, Rez). 
解 : 当 7 = Ri 和 ?r= Rz 时 wv 二 0, 由 此 条 件 确定 通 解 (17.8) 中 的 常量 a 和 妨 我们 
Tu Ap[- > Ri-R? 7 
hi 佑 | 可 be in(R2/R:i) um 无 | 
流量 等 于 
A | 权 _R- BB-RD)| 
In(R2/Ri) 
2. 求 椭圆 截 面 管 道中 的 流动 
解 : 对 于 方程 (17.7), 我 们 寻求 形 如 
v= Ay :+Bz+0O 


的 解 , 并 按照 以 下 要 求 确定 常量 A, BB, C: 这 个 表达 式 应 满足 方程 和 杭 园 截面 边界 上 的 边 
界 条 件 见 王 0 ( 即 方程 Ay? 十 Bz? 十 CO 一 0 应 与 边界 方程 急 /a2 十 z2/02 = 1 相同 , 其 中 a 
和 bb 是 椭圆 的 半 轴 ). 结果 得 到 
Ap co (4 和- 名) 

2nl a2 十 巡 a2 万/ 
对 于 流量 , 我 们 得 到 
Q= TAp aa383 

dvl a?2+b2" 

3. 求 等 边 三 角形 截面 管道 中 的 流动 (三 角形 的 边 长 为 a). 
解 : 方程 (17.7) 的 解 





Ap 2 
kh 
9 lVian 


在 三 角形 截面 边界 上 等 于 零 ， 其 中 hi, ha ha 是 由 三 角形 中 给 定点 到 三 个 边 的 重 线 的 长 度 . 
其 实 , Ahi, Ah2, Ahs (其 中 人 = 92/6y? + 82/8z?) 中 的 每 个 表达 式 都 等 于 零 . 这 是 因为 ， 
例如 , 每 条 重 线 的 长 度 h1, h2, hs 都 可 取 为 坐标 1 或 z, 而 拉 普 拉 斯 算 子 作 用 于 坐标 的 结 
果 是 堆 ， 所 以 


A(hihzahs) = 2(hVha: Vhs + haVhs: Vhi + hsVhi . Vho). 


@ 由 此 公式 表示 的 Q@ 对 Ap 和 RR 的 依赖 关系 是 由 哈 根 (G. 哈 根 , 1839) 和 泊 肃 叶 (J.L. M. 泊 肃 
叶 , 1840) 通过 实验 建立 起 来 的 , 理论 上 的 解释 则 由 斯 托 克 斯 (G. G. 斯 托 克 斯 , 1845) 给 出 . 

在 文献 中 , 黏 性 流体 在 静止 管道 中 的 平行 流 经 常 直接 称 为 泊 肃 叶 流 ,而 情形 (17.4) 称 为 平面 泊 肃 
叶 流 . 
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但 

Vhi=ni, Vhz=n2, Vhas 一 ms， 
其 中 mi, raa, nna 是 沿 着 垂 线 hi1, hz, hs 的 单位 矢量 .因为 mi rez, ms 中 任意 两 个 的 夹 角 
都 是 27/3, 所 以 





Vhi'Vh2o = ni1:n2 =cos 和 = 地， “， 
于 是 我 们 得 到 关系 式 
A(hihzhs) = —(hi+ hz+ hs)= 2 
从 而 断定 方程 (17.7) 得 到 满足 ， 流量 等 于 
_ V3a’Ap 
320vl “ 


4. 设 半 径 为 Ri 的 图 柱 面 以 媚 度 以 在 半径 为 Rz 的 同 轴 圆 柱 面 内 沿 轴线 方向 运动 , 圆 
柱 面 之 间 充 满 流体 , 求 相 应 流动 . 

解 : 取 柱 面 坐标 , 其 z 轴 沿 圆柱 面 轴线 , 速度 处 处 指向 z 轴 方 向 , 且 只 依赖 于 7 (压强 
亦 然 ): 


vz 一 V(r). 


ld/ dv 
Au = 工 总 (" 里 ) 一 0 


(项 (v.V)v = v0v/9z 恒 等 于 堆 )， 利 用 边界 条 件 : 当 了 = Ri 时 ww = 岂 当 = Ro 时 
一 0, 得 


对 于 v, 我 们 得 到 方程 


_,_ln(r/R;») 
YT In(R/ Ra) 


对 于 每 个 圆柱 面 , 单位 长 度 上 的 摩擦 力 都 等 于 2rm1u/ In(R2/R1). 

5. 在 倾角 为 a 的 静止 斜面 上 有 一 层 流体 , 其 厚度 为 hh 上 边界 为 自由 面 . 求 该 流体 层 
在 重力 作用 下 的 流动 . 

解 : 取 静 止 斜面 为 zy 平面 , x 轴 指 向 流动 方向 , z 轴 重 直 于 zy 平面 (图 6). 我 们 寻 
求 只 依赖 于 z 的 解 . 在 重力 场 中 , 若 vs = wv(z), 则 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 是 : 


dp 


dz 二 pgcosa 一 0， 


d2w 
fz nn t+ pg9sina= 0, 


在 自由 面 (z = 加 上 应 成 立 条 件 


h dv 
Ozz = —D 三 一 D0， Ozxz 一 ?dz 0 


(po 是 大 气压 ). 在 z= 二 0 处 应 有 w= 0. 满足 这 些 条 件 的 解 是 
图 6 


pgsino 


p=Ppo+pg(h—z)cosa, v= 2 (2 一 9 


对 1 方向 上 单位 长 度 的 流体 层 而 言 , 流量 为 


p9ghasin a 
3 


h 
a=po/ vdz 一 
0 
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6. 求 笑 性 理想 气体 洛 圆 截 面 管 道 的 等 温 流 动 的 压强 降 (注意 理想 气体 的 动力 黏度 刀 
与 压强 无 关 ). 

解 : 在 每 一 段 不 长 的 管道 内 , 可 以 认为 气体 是 不 可 压缩 的 (只 要 压强 梯度 不 是 太 大 ), 从 
而 可 以 应 用 公式 (17.10), 于 是 有 

_dp_ 80 
dr XpR4” 

但 是 , p 在 较 大 的 距离 上 要 发 生变 化 , 所 以 压强 不 是 z 的 线性 函数 . 根据 克拉 珀 龙 方 

程 , 气体 密度 p = mp/T (m 是 分 子 质量 ), 所 以 





(无 论 气体 是 否 为 不 可 压缩 的 , 气体 通过 管道 所 有 横 截 面 的 流量 @ 显然 都 相同 ). 由 此 得 到 
_ 2 _ 16nQT, 
人 pi = mn 


(pi, pa 是 长 度 为 1 的 管道 两 端的 压强 ). 
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我 们 来 研究 两 个 无 穷 长 同 轴 圆 柱 面 之 间 的 流动 , 圆柱 面 分 别 以 角速度 fa 
和 f2z 绕 其 轴 旋 转 . 设 圆柱 面 的 半径 为 Rl 和 Rs, 并 且 Ro > Ri @. 取 柱 面 坐 
标 7, 2, z, 其 z 轴 沿 圆柱 面 的 轴线 . 根据 对 称 性 , 显然 有 
vz = Vr = 0, Vp = v(r)i p= p(7). 
在 这 种 情况 下 , 柱 面 坐标 下 的 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 给 出 两 个 方程 : 


dp 人 妈 

dr =p ri (18.1) 
2 
i (18.2) 


dr2 rdr 72 


第 二 个 方程 具有 形 如 r"* 的 解 . 把 这 样 的 解 代入 方程 , 得 到 ”= 士 1 所 以 
20 三 ay 十 二 


常量 a 和。 可 以 从 边界 条 件 求 出. 根据 边界 条 件 , 内 、 外 柱 面 上 的 流速 必须 等 
于 相应 柱 面 的 速度 : 当 7 = Ri 时 v= R121, 当 r= Ra 时 v= Rof22. 结果 得 到 
以 下 形式 的 速度 分 布 : 

PP R2 2 Ea 2 2 

= 一审 = 动 二 ee Be >: (18.3) 


Q@ 在 文献 中 , 两 个 旋转 圆柱 面 之 间 的 流动 经 常 称 为 库 埃 特 流 (M. 库 埃 特 , 1890). 在 有 Ra: Rz 的 
极限 下 , 它 变 为 两 块 运动 的 平行 平板 之 间 的 流动 (17.1), 这 样 的 流动 称 为 平面 库 埃 特 流 . 
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于 是 , 再 根据 (18.1) 通过 直接 积分 即 可 得 到 压强 分 布 . 

当 2 = 2 = 1 时 , 速度 v = Pr, 即 流体 作为 一 个 整体 与 圆柱 面 一 起 旋 
转 . 当 不 存在 外 柱 面 时 (Pa = 0, Ra = oo), 速度 为 v = 人 21R32/r. 

我 们 再 来 确定 作用 于 圆柱 面 的 摩擦 力矩 . 单位 面积 内 柱 面 上 的 摩擦 力 指 
向 柱 面 的 切线 方向 , 并 且 根 据 (15.14), 它 等 于 应 力 张 量 的 分 量 ot。. 利用 公式 
(15.17) 求 出 


; _ Ou 7 
Ca -2 庆 - 入 
再 乘 以 Ri, 由 此 即 得 这 个 力 的 力矩 ; 进一步 再 乘 以 2rR, 即 得 作用 于 单位 长 
度 柱 面 的 总 力矩 M1. 于是, 我 们 有 


_4rm(f2 ~ 2) RIRS 
Ri — R? | 


= —27 (f21 — a 





Mi = 


作用 于 外 柱 面 的 力矩 Mz = 一 Mi. 
当 f2 =0 且 圆柱 面 之 间距 离 很 小 时 (5 = Ra 一 Ra < R2), 公式 (18.4) 化 为 
7 有 RS 
了 7， 
其 中 8S = 2rR 是 单位 长 度 柱 面 的 面积 , 而 w = f21R 是 柱 面 的 速度 @. 
关于 在 本 节 和 前 一 节 中 得 到 的 黏 性 流体 运动 方程 的 解 ， 可 以 作出 以 下 一 
般 说 明 . 在 所 有 这 些 情况 下 , 在 用 来 确定 速度 分 布 的 方程 中 , 非 线性 项 (v.V)v 
人 恒 等 于 零 , 所 以 实际 必须 求解 线性 方程 , 这 大 大 简化 了 问题 . 因此 , 所 有 这 些 解 
还 恒 满 足 不 可 压缩 理想 流体 的 运动 方程 , 例如 形 如 (10.2), (10.3) 的 方程 . 公式 
(17.1) 和 (18.3) 完全 不 包含 黏度 , 原因 也 在 于 此 . 因为 压强 梯度 的 存在 与 流体 
的 黏 性 有 关 , 所 以 黏度 只 出 现在 类 似 于 (17.9) 的 公式 中 , 这 些 公式 把 流体 中 的 
速度 和 压强 梯度 联系 起 来 . 理想 流体 在 没有 压强 梯度 时 也 能 在 管道 内 流动 . 


(18.4) 


M2 = 





(18.5) 
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在 研究 黏 性 流体 运动 时 , 对 各 种 物理 量 的 量 纲 作 一 些 简单 分 析 , 就 可 以 获 
得 许多 重要 结果 @. 我 们 来 考虑 任何 一 种 特定 类 型 的 运动 , 例如 具有 确定 形状 


@ 在 加 柱 面 之 间距 离 很 小 并 且 圆 柱 面 的 轴 平 行 但 不 重合 的 情况 下 ， 关 于 符 性 流体 在 这 样 两 个 
圆柱 面 之 间 狭 窄 区 域内 的 流动 这 种 更 复杂 的 问题 ， 可 以 在 以 下 专著 中 找到 解答 ，Kouaa H,E.，Ka- 
Genp H. A., Pose H.B. Teoperuueckas ruaxpomexagnaka. 可 . 2. MocxBa: DnamaTra3, 1963. 534 页 . 

@ 关于 量 纲 分 析 的 详细 阐述 , 可 以 参考 :Cenos JI. MH. Meronbr nonoG6ns rn paamepHocTH B Mexa- 
HaKe. 10-e x3n.， Mocraa: Hayxa, 1987 (第 八 版 中 译本 : 1.H. 谢 多 夫 . 力学 中 的 相似 方法 与 量 纲 理 
论 . 沈 青 , 倪 钢 非 , 李 维 新 译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1982). 一 一 译 者 
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的 物体 在 流体 中 的 运动 . 如 果 物 体 不 是 球体 , 还 必须 指出 它 的 运动 方向 , 例如 
椭 球 体 是 沿 长 轴 方 向 还 是 短 轴 方向 运动 . 下 面 的 讨论 涉及 流体 在 具有 确定 边 
界 形状 的 区 域 (给 定 截面 形状 的 管道 等 ) 中 的 流动 . 

这 时 , 我 们 称 形状 相同 的 物体 是 几何 相似 的 . 物体 的 形状 相同 , 意味 着 可 
按 同一 比例 改变 其 中 一 个 物体 的 所 有 尺寸 而 得 到 另 一 个 物体 的 尺寸 . 所 以 , 如 
果 物 体 的 形状 是 给 定 的 , 则 只 要 指出 物体 的 任何 一 个 尺寸 (球体 或 圆 管 的 半 
径 , 偏心 率 给 定 的 椭 球 体 的 一 个 半 轴 , 等 等 ), 就 足以 确定 其 全 部 尺寸 . 

我 们 现在 考虑 定常 流 . 于 是 , 例如 在 讨论 绕 固体 的 流动 时 (为 明确 起 见 , 下 
面 将 讨论 这 种 情况 ), 来 流速 度 应 为 常量 . 我 们 还 假设 流体 是 不 可 压缩 的 . 

在 表征 流体 本 身 特征 的 参数 中 , 只 有 运动 妖 度 vv = n/p 出 现在 流体 动力 学 
方程 ( 纳 维 -斯 托 死 斯 方程 ) 中 . 此 时 , 速度 v 及 压强 p 与 常 密度 p 的 比值 p/p 
是 独立 的 函数 , 它们 必须 通过 求解 这 些 方程 才能 确定 下 来 . 此 外 , 流动 不 仅 依 
赖 于 在 流体 中 运动 的 物体 的 形状 和 尺寸 , 还 依赖 于 它 的 速度 . 这 些 都 通过 边界 
条 件 对 流动 产生 影响 . 由 于 物体 形状 是 给 定 的 , 所 以 它 的 几何 特性 只 取决 于 任 
何 一 个 尺寸 , 我 们 用 字母 ! 表示 这 个 尺寸 . 设 来 流速 度 为 w. 

因此 , 每 一 种 类 型 的 流动 都 取决 于 三 个 参量 : v, wv, 1. 这 些 量具 有 以 下 量 纲 : 


四 = em2/s， [=cecm, [ul = cm/s. 


容易 证 明 , 由 这 些 量 只 能 组 成 一 个 独立 的 无 量 纲 量 , 即 lwjv. 我 们 称 这 样 的 组 
合 为 雷诺 数 , 并 用 Re 表示 : 
pul ul 
RR (19.1) 
任何 其 他 无 量 纲 参量 都 可 以 写 为 Re 的 函数 . 
我 们 将 用 ! 来 量度 长 度 , 用 w 来 量度 速度 , 换言之 , 引入 无 量 纲 量 ry! 和 
v/u. 因为 唯一 的 无 量 纲 参数 是 雷诺 数 , 所 以 通过 求解 流体 动力 学 方程 组 而 得 
到 的 速度 分 布 显然 可 由 以 下 形式 的 函数 给 出 : 


v=uf (7 Re) i (19.2) 


由 此 式 可 见 , 在 同一 类 型 的 两 个 不 同 流动 中 (例如 不 同 黏度 的 流体 绕 不 同 半径 
的 球体 流动 ), 只 要 流动 的 雷诺 数 相同 , 速度 v/w 就 是 比值 /i 的 同样 的 函数 . 
如 果 只 要 简单 地 改变 坐标 和 速度 的 量度 单位 ， 即 可 从 一 个 流动 得 到 另 一 个 流 
动 , 我 们 就 称 这 些 流动 是 相似 的 . 因此 , 具有 相同 雷诺 数 的 同一 类 流动 是 相似 
的 , 这 就 是 人 们 所 说 的 相似 律 (0. 雷诺 , 1883). 

对 流体 中 的 压强 分 布 也 可 以 写 出 类 似 于 (19.2) 的 公式 . 为 此 , 应 当 由 参量 
v, 1, 4 组 成 一 个 量 , 使 其 量 纲 与 压强 除 以 密度 的 量 纲 相 同 . 例如 , 可 以 选取 如 
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作为 这 样 的 量 . 于 是 可 以 下 结论 说 , p/pu? 是 无 量 纲 变量 ”>/ 和 无 量 纲 参数 Re 
的 函数 . 因此 ， 

p= pu2f (7 Re) . (19.3) 

最 后 , 类 似 的 方法 也 适用 于 那些 表征 流动 特性 、 但 并 非 坐 标的 函数 的 量 ， 

例如 作用 在 被 绕 流 物体 上 的 阻力 F. 具体 而 言 , 可 以 断定 : 由 ww, 1, p 可 以 组 

成 一 个 具有 力 的 量 纲 的 量 , 而 阻力 FF 与 此 量 之 比 作 为 一 个 无 量 纲 量 应 当 只 是 

雷诺 数 的 函数 . 例如 , 由 v, w 1, p 可 以 组 成 乘积 pu2!2, 它 具 有 力 的 量 纲 , 于 是 


F = puil?f(Re). (19.4) 


如 果 重 力 对 流动 有 重要 影响 , 则 决定 流动 的 参量 不 是 三 个 而 是 四 个 :1, wz 

和 重力 加 速度 g. 由 这 些 参量 可 以 组 成 两 个 独立 的 无 量 纲 量 ,而 不 是 一 个 .例如 ， 
可 以 选取 雷诺 数 和 弗 劳 德 数 

47 一 -一 (19.5) 


作为 这 样 的 无 量 纲 量 . 在 公式 (19.2) 一 (19.4) 中 , 函数 f 现在 不 但 依赖 于 参数 
Re, 而 且 依 束 于 参数 Fr, 所 以 流动 仅 在 这 两 个 数 都 相同 时 才 是 相似 的 . 

最 后 再 讨论 一 下 非 定常 流 . 为 了 描述 一 种 确定 类 型 的 非 定 常 流 的 特征 , 除 
了 量 v, w, 还 要 用 到 该 流动 的 某 个 特征 时 间 7, 它 确定 流动 随时 间 的 变化 . 例 
如 , 当 具 有 确定 形状 的 固体 浸没 在 流体 中 并 发 生 振动 时 , 振动 周期 就 可 以 是 这 
样 的 特征 时 间 . 由 v, w, i, 7 这 四 个 量 又 可 以 组 成 两 个 (而 不 是 一 个 ) 独立 的 无 
量 纲 量 , 可 以 取 雷 诺 数 和 数 

Sr = 了 (19.6) 
作为 这 样 的 无 量 纲 量 , 后 者 有 时 称 为 斯 特 劳 险 尔 数 . 在 这 种 情况 下 , 如 果 这 两 
个 数 分 别 相同 , 就 存在 相似 流动 . 

如 果 流 体 中 的 振动 是 自发 的 (而 不 是 给 定 外 力作 用 下 的 受 迫 振动 )， 则 对 

于 一 种 确定 类 型 的 流动 , 数 Sr 是 数 Re 的 确定 的 函数 


Sr = f(Re). 


§ 20 低 雷 诺 数 流 


对 于 低 雷 诺 数 流 , 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 可 显著 简化 . 对 于 不 可 压缩 流体 的 
定常 流 , 此 方程 的 形式 为 


1 Wl 
VvV:V)v=—— gradp+ C—Av. 
(v:V) eelp 


项 (v.V)v 的 量 级 为 wj 其 中 心 和 1 的 含义 与 $19 中 的 用 法 相同 , 项 (m/p)Avw 
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的 量 级 为 ww/pl?, 第 一 个 量 与 第 二 个 量 的 比值 恰好 就 是 雷诺 数 , 所 以 在 Re < 1 
时 可 以 忽略 项 (wv.V)v, 从 而 可 以 把 运动 方程 化 为 线性 方程 @ 


nAv ~ gradp = 0. (20.1) 

它 与 连续 性 方程 
divv =0 (20.2) 
一 起 完全 确定 了 流动 . 此 外 , 不 无 神 益 指出 , 对 方程 (20.1) 取 旋 度 , 还 得 到 方程 
Arotv = 0. (20.3) 


我 们 来 研究 球体 在 黏 性 流体 中 的 匀速 直线 运动 (G. G. 斯 托 克 斯 , 1851). 这 
个 问题 完全 等 价 于 在 无 穷 远 处 具有 给 定 速度 u 的 来 流 绕 静 止 球体 流动 的 问 
题 . 只 要 从 后 一 个 问题 中 的 速度 分 布 减 去 速度 w 即 可 得 到 前 一 个 问题 中 的 束 
度 分 布 . 这 样 一 来 , 流体 在 无 穷 远 处 静止, 而 球体 以 速度 -wu 运动 . 如 果 把 流动 
看 做 定常 的 , 当然 恰恰 就 必须 讨论 静止 球体 绕 流 , 因为 当 球体 运动 时 , 空间 中 
每 一 点 的 流速 是 随时 间 变 化 的 . 

因为 div(v 一 wu) = dive = 0, 所 以 v 一 uw 可 以 表示 为 某 矢 量 A 的 旋 度 : 


v—u= rotAh, 


并 且 rot 4 在 无 穷 远 处 等 于 零 . 矢量 4 应 当 是 轴 矢 量 , 这 样 其 旋 度 才能 像 速度 
那样 是 极 矢量 . 球体 是 完全 对 称 的 物体 , 在 其 绕 流 问题 中 , 除了 的 方向 , 再 
也 没有 任何 特别 的 方向 . 这 个 参量 v 应 当 以 线性 形式 出 现在 4 中 , 因为 运动 
方程 和 相应 边界 条 件 都 是 线性 的 . 满足 所 有 这 些 要 求 的 矢量 函数 A(7) 的 一 般 
形式 为 和 4= f(r)n x wm, 其 中 n 是 径 矢 > 方向 上 的 单位 矢量 (坐标 原点 选 在 
球 心 ), 而 (7) 是 ” 的 标量 函数 . 乘积 f(r)n 可 以 表示 为 另外 某 一 个 函数 f(r) 
的 梯度 . 于 是 , 我 们 将 寻求 以 下 形式 的 速度 : 

v=u+rot(Vf x wu) = w+ rotrot(fu) (20.4) 


(在 最 后 一 个 等 式 中 利用 了 w = const). 
下 面 利用 方程 (20.3) 来 确定 函数 f. 我 们 有 


rotvw = rotrotrot(fu) = (graddiv —A)rot(fu) = —Arot(fu), 
所 以 (20.3) 成 为 
A?2rot(fu) = A2(Vf x wu) = A?gradf xu=0. 


@ 方程 (20.1) 称 为 斯 托 克 斯 方程 , 完全 忽略 对 流 项 (v . 休 )v 的 近似 称 为 斯 托 克 斯 近似 ， 一 一 译 者 
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由 此 可 知 , 应 有 
A? gradf = 0. (20.5) 
首次 积分 给 出 A?f = const. 容易 看 出 , const 应 取 为 零 . 其 实 , 差 值 v 一 4 
在 无 穷 远 处 应 为 零 , 而 且 它 的 导数 在 无 穷 远 处 也 应 为 零 . 表达 式 A2j 包含 f 
的 四 阶 导 数 , 而 速度 本 身 由 它 的 二 阶 导数 给 出 . 
因此 , 我 们 有 


从 而 
Af = +e 


常量 c 应 当 取 为 零 , 这 样 才 能 让 速度 v 一 w 在 无 穷 远 处 为 零 . 求解 最 终 的 方程 ， 
得 到 
了 = ar 十 = (20.6) 
(这 里 省 略 了 f 中 的 可 加 常量 , 因为 它 无 关 紧 要 一 一 速度 由 f 的 导数 给 出 ). 
把 它 代 入 (20.4), 经 简单 计算 得 到 
i avr+tn(-n) 宫室 本 一 人 
四 rT 


常量 a 和 4 应 由 边界 条 件 确定 : 当 r = R 时 (在 球体 表面 上 ) v = 0, 即 


a b a 3b 
u(1- 五 ~ 裔 ) +n(w.n) (- 和 + 各) =00. 
因为 这 个 等 式 对 任意 的 n 都 应 成 立 , 所 以 w 和 n(w.n) 的 系数 应 当 都 等 于 零 . 
由 此 求 出 a = 3R/4, b= R34, 而 最 后 的 结果 是 : 


v= (20.7) 


f= Thr 证 2 (20.8) 
= -至 A a (20.9) 
球面 坐标 下 ( 极 轴 指 向 w 的 方向 ) 的 速度 分 量 为 : 
Vn ueosg (1 一 守 + 斋 ) 
(20.10) 
ve = using(1 一 二 一 后) 


这 给 出 了 运动 球体 之 外 的 速度 分 布 . 
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为 了 确定 压强 , 把 (20.4) 代入 (20.1): 
gradp = YAu = nA rotrot(fu) = 7A[grad div(fu) ~ uAf]. 
但 A?f =0, 所 以 


gradp = grad[nA div(fu)] = grad(nu . grad Af), 


从 而 

p= grad Af + po (20.11) 
(po 是 无 穷 远 处 的 流体 压强 ). 把 f 代入 此 式 , 得 到 最 终 的 表达 式 

站 二 所 三 FR. (20.12) 


利用 以 上 公式 可 以 计算 运动 流体 对 球体 的 作用 力 至 (或 者 , 同样 地 , 在 流 
体 中 运动 的 球体 所 受到 的 阻力 ). 为 此 , 我 们 引入 球面 坐标 , 并 让 极 轴 沿 速度 zx 
的 方向 . 根据 对 称 性, 所 有 的 量 只 是 ”> 和 极 角 8 的 函数 . 显然 , 力 FF 指向 速度 
a 的 方向 . 这 个 力 的 大 小 可 由 公式 (15.14) 确定 . 由 此 公式 计算 球面 微 元 上 的 
作用 力 的 (法 向 和 切 向 ) 分 量 , 并 把 这 些 分 量 投影 在 w 的 方向 上 , 我 们 得 到 


五 一 Joeoee 二 ccosb 一 oosinb)dj， (20.13) 


积分 域 是 整个 球面 . 
把 表达 式 (20.10) 代入 公式 





Ov 1 Ov 
or 一 2 页 ， of ="(t Otor 包 ) 


( 见 (15.20)), 我 们 得 到 , 在 球面 上 


而 压强 (20.12) 是 
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最 终 , 对 于 在 流体 中 缓慢 运动 的 球体 所 受 的 阻力 , 我 们 得 到 斯 托 克 斯 公式 : 
F = 6rRm. (20.14) 


我 们 注意 到 ,阻力 与 速度 的 一 次 方 成 正比 , 与 物体 尺寸 的 一 次 方 成 正比 . 
用 量 纲 分 析 方 法 也 能 得 到 这 样 的 依赖 关系 . 其 实 ， 在 近似 的 运动 方程 (20.1)， 
(20.2) 中 没有 参量 p 一 一 流体 的 密度 . 所 以 , 由 这 些 方程 确定 的 力 F 只 能 通 
过 量 mn, wv, RR 表示 , 从 这 些 量 只 能 组 成 一 个 具有 力 的 量 纲 的 组 合 一 一 乘积 rR. 

对 于 缓慢 运动 的 其 他 形状 的 物体 , 这 样 的 依赖 关系 同样 成 立 . 在 一 般 情况 
下 , 对 于 任意 形状 的 物体 , 阻力 方向 不 同 于 速度 方向 , FF 与 wu 之 间 的 关系 式 在 
一 般 形式 下 可 以 写 为 





F; = natkUk, (20.15) 


其 中 oik 是 与 速度 无 关 的 二 阶 张 量 . 重要 之 处 在 于 , 该 张 量 是 对 称 的 (aiw = aki). 
这 个 结果 (在 对 速度 的 线性 近似 下 成 立 ) 是 伴随 着 耗 散 过 程 的 缓慢 运动 所 满足 
的 一 般 规律 的 一 种 特殊 情况 ( 见 第 五 卷 8 121)， 

对 斯 托 克 斯 公式 的 修正 . 上 面 对 球体 绕 流 问题 所 得 的 解 , 在 距离 球体 足够 
远 的 地 方 并 不 适用 , 尽管 雷诺 数 很 小 . 为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 来 估计 在 (20.1) 
中 被 忽略 的 项 (v .六 )v. 在 远 处 , 速度 v su. 由 (20.9) 可 见 , 在 这 样 的 距离 上 ， 
速度 的 导数 具有 wR/r? 的 量 级 , 所 以 (w.V)w 具有 2?R/r? 的 量 级 . 在 方程 
(20.1) 中 保留 的 项 具有 7Ru/prs 的 量 级 (从 上 述 速 度 公 式 (20.9) 或 从 压强 公 
式 (20.12) 可 见 ). 条 件 unR/pr3 > 2R/r 仅 在 


vy 
r 妈 二 (20.16) 


的 距离 上 才 成 立 . 在 更 大 的 距离 上 , 这 样 的 近似 不 再 合理 , 所 得 速度 分 布 因而 
是 不 正确 的 . 

为 了 得 到 远离 被 绕 流 物体 处 的 速度 分 布 , 我们 必须 考虑 (20.1) 中 被 忽略 的 
一 项 (v.V)v. 因为 速度 w 在 这 样 的 距离 上 与 w 相差 甚 微 , 所 以 可 以 近似 地 用 


@ 为 了 此 后 的 某 些 应 用 , 我 们 指出 , 如 果 使 用 含 待定 常量 a 和。 的 速度 公式 (20.7) 进行 计算 , 就 
可 以 得 到 
F = 8ranw. (20.14a) 
还 可 以 计算 缓慢 运动 的 任意 形状 椭 球 的 阻力 ， 相 应 公式 可 在 以 下 专著 中 找到 : Lamb H. Hydro- 
dynamics, 6th ed. Cambridge: Cambridge Univ. Press, 1932 (H. 兰 姆 .理论 流体 动力 学 . 下 册 ， 游 镇 雄 
译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1992)，§ 339， 这 里 给 出 极限 情况 下 平面 圆 盘 的 阻力 公式 (R 为 半径 ): 当 圆 盘 
沿 垂直 于 自身 所 在 平面 的 方向 运动 时 
F = 16nRv, 
而 当 圆 盘 在 自身 亡 在 平面 内 运动 时 
32 
F= FR. 
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wu-V 代替 vv.V. 于 是 , 在 远离 物体 处 , 我 们 得 到 关于 速度 的 线性 方程 (C. W. 奥 
森 , 1910) 
Bi -Vp FA (20.17) 


对 于 球体 和 圆柱 体 绕 流 的 问题 , 我 们 不 打算 在 此 给 出 该 方程 的 求解 过 程 @. 我 
们 仅仅 指出 , 利用 这 样 求 出 的 速度 分 布 可 以 推导 球体 所 受阻 力 的 更 精确 的 公 
式 (阻力 按 雷 诺 数 Re = wuR/v 的 展开 式 中 的 下 一 项 ): 

3Ru 


FP 一 67r714 忆 (: 十 2 ) ， (20.18) 


我 们 还 指出 , 在 解决 无 穷 长 圆柱 体 的 横向 绕 流 问 题 时 , 从 一 开始 就 必须 求 
解 奥 森 方程 (方程 (20.1) 这 时 根本 没有 这 样 的 解 : 它 既 满足 圆柱 体 表面 上 的 边 
界 条 件 , 同时 又 在 无 穷 远 处 为 零 @). 单位 长 度 圆柱 体 所 受 的 阻力 等 于 

A4nnu 4 
2 1/2—C = a 02019 
其 中 C = 0.577.… 是 欧 拉 常数 (H. 兰 姆 , 1911)@. 

再 回 到 球体 绕 流 问 题 , 必须 作出 以 下 说 明 . 在 方程 (20.17) 中 , 原来 的 非 线 
性 项 中 的 v 被 代 换 为 wu, 这 样 的 代 换 在 r+ > R 的 远离 球体 的 地 方才 成 立 . 所 
以 ,很 自然 地 ， 奥 森 方程 虽然 能 在 远离 被 绕 流 物体 处 给 出 更 精确 的 流动 图 像 ， 
却 不 能 在 近 处 给 出 这 样 的 修正 (这 表现 在 : 方程 (20.17) 的 解 若 满足 无 穷 远 处 
的 必要 条 件 , 就 无 法 满足 球面 上 速度 为 零 的 精确 条 件 ; 在 速度 按 雷 诺 数 的 震级 
数 展开 式 中 , 只 有 和 零 阶 项 满足 球面 上 速度 为 零 的 条 件 , 一 阶 项 已 经 不 再 满足 这 
个 条 件 ). 于 是 , 初 看 起 来 , 似乎 奥 森 方程 的 解 不 能 用 来 正确 地 计算 阻力 的 修正 
项 . 不 过 , 情况 并 非 如 此 , 原因 如 下 . 球体 附近 (这 里 w 和 v/r) 的 流动 对 阻力 
五 的 贡献 应 当 可 按 矢 量 v 的 寄 展 开 , 于 是 矢量 F 中 与 此 有 关 的 第 一 个 非 零 修 
正 项 正比 于 w2w, 它 是 雷诺 数 的 二 次 方 修 正 项 . 因此 , 它 不 影响 公式 (20.18) 中 
的 一 次 方 修正 项 . 


@ 可 在 以 下 专著 中 找到 求解 过 程 ; Kounn H. E., Kn6ens H. A., Pose H.B，Teopemauecxkaa rapo- 
mexasnka. UI. 2. Mocksa: Duamarrus, 1963 (Kochin N. E., Kibel I. A., Roze N.V. Theoretical Hydrody- 
namics. Vol. 2. New York: Wiley, 1964). 第 二 章 $ 25, 8 26; Lamb H. Hydrodynamics. 6th ed. Cambridge: 
Cambridge Univ. Press, 1932 (H. 兰 姆 ， 理 论 流体 动力 学 . 下 册 ， 游 镇 雄 译 . 北京 ， 科学 出 版 社 , 1992). 
$8 342, 8 343. 

@ 在 斯 托 克 斯 近似 下 , 球体 绕 流 问 题 有 解 而 上 述 无 穷 长 圆柱 体 绕 流 问 题 无 解 , 这 称 为 斯 托 克 斯 伴 
廖 ， 一 一 译 者 

加 单 凭 量 纲 分 析 方 法 就 已 经 显然 可 知 , 利用 方程 (20.1) 不 可 能 计算 出 圆柱 体 绕 流 问 题 中 的 阻力 . 
如 上 所 述 , 仅仅 通过 参量 n, u, RR 就 应 当 能 够 表示 结果 . 然而 , 这 时 讨论 的 是 单位 长 度 圆柱 体 所 受 的 力 ， 
只 有 乘积 mw 才 可 能 具有 这 样 的 有 量 纲 , 但 它 与 圆柱 体 的 尺寸 无 关 (该 乘积 在 R 一 0 时 不 趋 于 零 ), 而 这 
在 物理 上 是 荒 雇 的 . 
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要 想 进 一 步 修 正 斯 托 克 斯 公式 并 更 精确 地 描述 球体 附近 的 流动 , 采用 直 
接 求解 方程 (20.17) 的 方法 是 不 可 能 成 功 的 . 尽管 该 修正 问题 本 身 并 不 那么 重 
要 , 但 阐明 用 于 求解 黏 性 流体 低 雷 诺 数 绕 流 问题 的 逐 级 摄 动 理 论 的 特别 之 处 ， 
在 方法 学 上 却 有 显著 的 意义 (8. 卡 普 伦 , P.A. 拉 格 斯 特 伦 ， 1957; I. 普 劳 德 曼 ， 
JR. 皮 尔 逊 , 1957). 为 了 解释 清楚 这 里 的 情况 , 我 们 给 出 全 部 所 需 公式 , 但 并 
不 关注 计算 细节 @. 

为 了 明确 显示 小 参数 Re (雷诺 数 ) 的 作用 , 我 们 引入 无 量 纲 速 度 w = v/u 
和 无 量 纲 径 矢 r' = r/R, 并 在 本 节 此 后 的 讨论 中 仍然 用 不 带 撤 号 的 字母 vw 和 
7 来 表示 它们 . 于 是 , 精确 的 运动 方程 ( 见 消去 压强 项 的 形式 (15.10)) 可 写 为 


Re rot(v x rot v)+ Arotv = 0. (20.20) 


我 们 在 被 绕 流 球体 以 外 的 空间 中 划分 出 两 个 区 域 : 近 场 区 和 远 场 区 , 它们 
分 别 由 条 件 7 < 1/Re 和 7 > 1 确定. 这 两 个 区 域 共同 覆盖 了 全 部 空间 , 并 且 
它们 有 重 登 的 部 分 , 即 “ 过 渡 区 ” 


亏 >r>1. (20.21) 


在 应 用 逐 级 摄 动 理论 时 , 近 场 区 中 的 初始 近似 就 是 斯 托 克 斯 近似 一 一 忽 
略 方程 (20.20) 中 含 因子 Re 的 项 所 得 到 的 方程 Arotv = 0 的 解 . 这 个 解 由 公 
式 (20.10) 给 出 , 它 在 无 量 岗 变量 下 的 形式 为 


3 1 3 1 1 
(人 过 二 = (和 a 
Ux ( De 十 2 eos 0, v (4 本 )sn 0, r< Re (20.22) 


(上 标 (1) 表示 一 级 近似 ). 
远 场 区 中 的 一 级 近似 是 没有 受到 扰动 的 均匀 来 流 所 对 应 的 常 速度 v(D 了 =v 
(v 是 流动 方向 上 的 单位 矢量 ). 把 = +v2) 代入 (20.20), 对 ul2) 得 到 奥 森 
方程 
Re rot(v x rot v2)) + Arot v2) = 0. (20.23) 


解 应 当 满 足 速度 w62) 在 无 穷 远 处 为 零 的 条 件 和 在 过 渡 区 与 解 (20.22) 相 匹 配 
的 条 件 . 后 一 个 条 件 的 作用 是 , 例如 , 它 排除 了 在 7 减 小 时 过 快 增长 的 解 @. 这 


@ 可 在 以 下 专著 中 找到 计算 细节 : Van Dyke M. Perturbation Methods in Fluid Mechanics. New 
York: Acad. Press, 1964， 那 里 没有 用 速度 v(r) 进行 计算 , 计算 是 通过 流 函 数 在 更 简洁 的 形式 下 完成 
的 , 尽管 这 样 不 太 直观 ， 对 于 轴 对 称 流 (球体 绕 流 属于 这 种 流动 ), 可 以 按照 定义 

1 Ov 1 8v 
Tisin0 80 "9™ rsind Or’ 
引入 球面 坐标 下 的 流 函 数 w%(r，6)， 这 时 , 连续 性 方程 (15.22) 恒 成 立 . 

@ 为 了 确定 解 中 的 系数 值 ,还 应 考虑 通过 把 被 绕 流 球体 包含 在 内 的 任何 封闭 曲面 的 总 流量 皆 为 

零 的 条 件 . 


Vr 二 ve = 一 0 


8 20 低 雷 诺 数 流 .73 ， 





样 的 解 是 : 
vt0) 十 of2) = cosb 十 5 {- [ 十 ra + cosg) 0) 

(20.24) 
vA 十 wb) = 一 Sinpg 十 也 singe-rRe(l-coeb)/2， 7 六 1， 


我 们 指出 , 对 远 场 区 而 言 , 自然 的 变量 不 是 径 向 坐标 > 本 身 , 而 是 乘积 p = rRe. 
在 引入 这 个 变量 时 , 方程 (20.20) 不 再 包含 数 Re, 因为 在 > 之 1/Re 时 方程 中 
的 黏 性 项 和 惯性 项 在 量 级 上 相当 . 这 时 , 数 Re 只 能 通过 与 近 场 区 中 的 解 相 匹 
配 的 边界 条 件 才 出 现在 解 中 . 所 以 , 函数 v(r) 在 远 场 区 中 的 展开 式 是 当 乘 积 
Pp 二 7Re 取 给 定 值 时 关于 Re 的 赛 级 数 . 其 实 , (20.24) 中 的 第 二 项 包含 p, 从 而 
也 就 包含 因子 Re. 

为 了 检验 (20.22) 与 (20.24) 这 两 个 解 是 否 正确 地 互相 匹配 , 我 们 注意 到 ， 
在 过 渡 区 (20.21) 内 rRe < 和 1, 于 是 可 以 按 这 个 变量 展开 表达 式 (20.24). 精确 
到 展开 式 中 的 前 两 项 (均匀 流 项 之 后 ), 我 们 得 到 


vr = ( 一 去 ) os+ 于 了 了 64 一 cosb0)(1 十 3cos0)， 


(20.25) 


3\. 3Re . 
vg 二 一 @ 一 2) sin0— 有 sb 一 cosb). 


另 一 方面 , 在 该 区 域内 ” 交 1 所 以 在 (20.22) 中 可 以 忽略 量 级 为 1/73 的 项 , 而 
余 者 确实 与 (20.25) 中 前 面 的 项 一 致 ((20.25) 中 后 面 那些 项 在 下 面 另 有 用 处 ). 

为 了 获得 下 一 级 近似 , 在 近 场 区 内 写 出 v = v0) + uv(2), 然后 从 (20.20) 得 
到 二 级 修正 项 方程 : 


Arotv?) = ~ Re rot(v() x rot vn)). (20.26) 


这 个 方程 的 解 应 当 满 足 在 球面 处 为 零 的 条 件 和 与 远 场 区 中 的 解 相 匹配 的 条 件 . 
后 一 个 条 件 表明 , 函数 v3(r) 在 > 六 1 时 的 主 项 应 当 等 于 (20.25) 中 的 第 二 项 . 
这 样 的 解 为 


3Re 3Re 1 1 
v= (1D) + 全 
32 (- :) (2+i 十 吉 )4- 3 cos? 0), 


(2) _ se 3Re f1_ 二 二 二 了 a 
vg 十 一 一 32 1 4+ 二 十 证 二 高 sin § cosb, "< Re 


在 过 渡 区 内 , 在 这 些 表达 式 中 只 剩 下 不 含 因子 1/r 的 项 , 这 些 项 确实 与 (20.25) 
中 的 第 二 项 一 致 . 

按照 速度 分 布 (20.27) 可 以 计算 斯 托 克 斯 阻力 公式 中 的 修正 项 . 因为 对 角 
度 的 相应 依赖 关系 ，(20.27) 中 的 第 二 项 对 阻力 没有 贡献 ;第 一 项 恰好 给 出 含 


(20.27) 
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3Re/8 的 修正 项 , 这 一 项 已 经 在 (20.18) 中 列 出 , 根据 上 述 讨论 , 球体 附近 的 正 
确 的 速度 分 布 (在 所 研究 的 近似 下 ) 给 出 与 奥 森 方程 的 解 相符 的 阻力 公式 . 

继续 重复 上 述 过 程 , 即 可 得 到 下 一 级 近似 . 这 时 , 在 速度 分 布 中 出 现 对 数 
项 , 而 在 阻力 表达 式 (20.18) 中 应 把 括号 中 的 那些 项 改 为 @ 


3 | 
(+ 和 Re- 区 Re hn 起) 


(并 且 假 设 对 数 In(1/Re) 很 大 )@. 


习 题 


1. 设 半径 为 Ri, Ra (Ra > RR1) 的 两 个 同心 球面 之 闻 充 满 流 体 ,球面 分 别 以 角 过 度 人 21 
和 822 绕 不 同 的 直径 匀速 旋转 , 求 流体 的 运动 (雷诺 数 人 21LR2/v, 122F2/v 远 小 于 1). 

解 ; 因为 方程 是 线性 的 , 所 以 两 个 旋转 球面 之 间 的 运动 可 以 视 为 两 个 运动 的 重 加 , 它 
们 分 别 对 应 一 个 球面 静止 而 另 一 个 球面 旋转 的 情况 ,首先 令 822 = 0, 即 只 让 内 球面 旋转 ， 
自然 可 以 预料 , 每 一 点 的 流体 速度 都 指向 圆心 位 于 旋转 轴 的 一 个 圆 的 切线 方向 , 该 辆 所 在 
平面 垂直 于 旋转 轴 . 但 根据 相对 于 旋转 轴 的 对 称 性 , 洛 这 个 方向 的 压强 梯度 为 零 . 所 以 , 运 
动 方程 (20.1) 化 为 

An = 0. 


角速度 失重 821 是 轴 和 失重 ， 进行 像 正 文 那样 的 讨论 ， 结果 表明 , 可 以 寻求 以 下 形式 的 
速度 : 
v= rot[f(7)] = Vf x 921. 
于 是 , 运动 方程 给 出 grad Af x 21 = 0. 因为 失 量 grad Af 指向 径 拓 方向 , 并 且 对 于 
给 定 的 21 和 任意 的 ?和 失 量 积 7 x 821 不 可 能 等 于 零 , 所 以 应 有 grad Af = 0, 从 而 


Ay = const. 


积分 后 得 


@ 见 : Proudman I., Pearson J.R. J. Fluid Mech., 1957, 2: 237. 

@ 理论 上 , 上 述 阻力 公式 仅 在 Re < 1 时 成 立 ， 实 验 表 明 , 斯 托 克 斯 公式 (20.14) 直到 Re = 1 时 
仍 有 不 错 的 表现 ， 奥 森 公 式 (20.18) 的 适用 范围 更 大 一 些 , 但 上 面 提 到 的 下 一 级 近似 公式 反而 不 如 前 
者 ,值得 指出 的 是 , 廖 世 俊 利用 由 他 提出 的 同 伦 分 析 方 法 成 功 解决 了 球体 定常 绕 流 问题 (不 局 限于 低 
雷诺 数 情 况 ), 所 得 10 级 近似 阻力 公式 直到 Re = 15 时 仍 符合 实验 结果 . 参阅 : Liao S.J. Int. J. Non- 
Linear Mech., 2002, 37: 1; Liao S.J. Beyond Perturbation: Introduction to the Homotopy Analysis 
Method. Boca Raton: Chapman & Hall/CRC, 2003 ( 摩 世 俊 超越 摄 动 : 同 伦 分 析 方 法 导论 . 陈晨 , 徐 
航 译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 2006)， 一 一 译 者 
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常量 a 和 由 以 下 条 件 确定 ; 当 7+ 二 有 时 v= 二 0, 当 7 二 Ri 时 9 二 其 中 取 = 1 xy 
是 旋转 球面 各 点 的 速度 . 结果 得 | 


流体 中 的 压强 是 常量 (p = po). 当 外 球面 旋转 而 内 球面 静止 时 (f21 = 0), 类 似 地 得 到 


RR /1 1 
"= 商 吕 (高 -十 )oaxr 


在 两 个 球面 都 旋转 的 一 般 情况 下 , 我 们 有 


R3R3 1 1 1 1 
"一 请 向 (三 - 育 )mx"+( 高 -去 )%*"| 
如 果 根 本 没有 外 球面 (Ra = co, 824 = 0), 即 如 果 只 有 一 个 半径 为 RR 的 球体 在 无 界 流 
体 区 域 中 旋转 , 则 


EE 
他 


我 们 来 计算 这 种 情况 下 作用 于 球体 的 摩擦 力矩 . 取 球面 坐标 , 其 极 轴 沿 12, 则 


3 








ur 一 126 一 0， Wo 三 4 三 7 sin 8. 
作用 于 单位 面积 球面 的 摩擦 力 等 于 
/ Ov , 
Ore 二 (家 加 2) a 一 一 3712sin 0， 
作用 于 球体 的 总 摩擦 力矩 是 


A 
M= / ofoRsing.2rR2singdb， 
9 


于 是 
M = —8rmR0. 
如 果 没 有 内 球面 , 则 9 二 92 x 7, 即 流体 只 是 作为 一 个 整体 与 包围 着 它 的 球面 一 起 
旋转 ， 
2. 求 黏 度 为 9 的 球形 液 滴 在 重力 作用 下 在 黏度 为 9 的 流体 中 的 运动 速度 (W. 鲁 布 
钦 斯 基 , 1911). 
解 : 我 们 使 用 使 液 滴 静止 的 坐标 系 . 对 于 液 滴 外 面 的 流体 ,我们 仍然 寻求 方程 (20.5) 
的 形 如 (20.6) 的 解 , 于 是 速度 的 形式 为 (20.7). 在 液 滴 内 部 , 应 当 寻 求 在 一 0 处 没有 奇 
点 的 解 (并 且 用 于 确定 速度 的 有 的 二 阶 导 数 在 此 处 也 应 当 是 有 限 的 )， 这 样 的 通 解 是 
= hr? 十 如 r 
相应 速度 为 
由 一 一 4 十 Br2[m(z nm) 一 2u]， 
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在 球面 上 @ 应 当成 立 以 下 条 件 . 液 滴 外 的 速度 w(e) 和 液 滴 内 的 达 度 vQ) 的 法 向 分 量 应 当 等 
于 地 : 
v=) =0; 

切 向 速度 分 量 应 当 连 续 : 

ou 
应 力 张 量 的 分 量 ore 也 应 当 连 续 : 

= 
(可 以 不 写 出 应 力 张 量 的 分 量 orr 彼此 相等 的 条 件 一 一 虽然 由 此 可 以 确定 所 求 的 速度 岂 但 
采用 下 面 给 出 的 方法 求 以 更 为 简单 )、 从 上 述 四 个 条 件 得 到 关于 常量 a b, A, B 的 四 个 方 
程 , 它们 的 解 给 出 


_» 27+37 过 Ld A=_BR=-. 7 
= Rat ?my + 
对 于 阻力 , 根据 (20.14a) 得 到 
2n + 37 
F =2runR i 


当 允 一 eco 时 (对 应 于 固体 球 ), 此 公式 化 为 斯 托 克 斯 公式 . 在 一 0 (气泡 ) 的 极限 情况 
下 得 到 
F = 47unR, 

即 阻力 是 固体 球 所 受阻 力 的 2/3. 

让 已 等 于 作用 在 液 滴 上 的 重力 4rR3(p 一 p')g/3 咏 ,我 们 求 出 

w= RIP- PM+T) 
3n(2n + 37) 

3， 两 个 平行 的 平面 圆 盘 (直径 为 忆 ) 相距 很 近 , 一 个 位 于 另 一 个 上 方 , 其 间 充 满 流体 . 
两 盘 以 恒定 的 相对 速度 以 互相 靠近 , 从 而 排 开 流体 , 求 轩 盘 所 受 的 阻力 (O. Reynolds). 

解 : 取 柱 面 坐标 , 原点 位 于 下 查 中 心 ( 设 下 盘 话 止 不 动 ). 流动 是 轴 对 称 的 , 又 因为 流体 
层 很 薄 ,， 所 以 流动 主要 沿 径 向 进行 (Uuz 鲜 v7), 并 且 Bur/Or 家 Bvr/8z. 于 是 , 运动 方程 化 
为 以 下 形式 : 


Ov op Pp_ 

755 Br B= (9 
1 O(rvr) ，Du: 

0 (2) 


@ 可 以 不 考虑 运动 过 程 中 液 滴 形 状 的 变化 , 因为 这 种 变化 是 更 高 阶 小 量 所 引起 的 效应 , 但 为 使 运 
动 液 滴 事实 上 是 球形 的 , 液 滴 边 界 上 的 表面 张力 必须 超过 压强 不 均匀 分 布 所 引起 的 力 ， 后 者 倾向 于 破 
坏 液 滴 的 球形 形状 . 这 意味 着 , 应 有 mu/R 之 a/R (a 是 表面 张力 系数 )、 把 uw ~ R?gp/n 代入 , 得 到 


a 
R<v/ 3 
@ 这 一 项 通常 称 为 表 观 重力 , 其 中 考虑 了 浮力 的 影响 . 一 一 译 者 
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而 边界 条 件 为 


在 z=0 处 : 一 Vz 一 0， 
在 z= 二 处 ;vr = 二 0， vs 二 一 u， 
在 r= 民 R 处 : p==po 


(六 是 园 盘 之 间 的 距离 , po 是 外 界 压强 )， 从 方程 (1) 求 出 
vr = 去 实 z(z — 上 hh). 


把 方程 (2) 对 z 积分 , 得 


1d /* ha/dp 
“了 站 人 rdz=- 志 7 芋 (" 蛙 )， 





从 而 
p=po+- 认 (R 一 r). 
一 个 国 盘 所 受 的 总 阻力 等 于 
二 370uR4 
”21 
§ 21 层 流 尾 迹 


在 黏 性 流体 绕 固 体 的 定常 流动 中 , 物体 后 面 较 远 处 的 流动 具有 一 些 特征 ， 
并 且 可 以 在 一 般 形式 下 研究 这 些 特征 , 而 不 涉及 物体 的 形状 . 

我 们 用 UU 表示 恒定 的 来 流速 度 ( 取 UD 方向 为 z 轴 , 原点 位 于 被 绕 流 物体 
内 部 某 处 ), 并 把 每 一 点 的 实际 流速 写 为 +v 的 形式 , v 在 无 穷 远 处 等 于 零 ， 

可 以 发 现 , 在 物体 后 面 较 远 处 , v 仅 在 z 轴 附 近 相 对 较 窗 的 范围 内 才 显 著 
不 等 于 零 . 这 个 区 域 称 为 展 流 尾 迹 @, 流入 此 区 域 的 流体 点 所 在 的 流 线 均 从 距 
离 物体 相对 不 远 的 地 方 绕 过 . 于 是 , 尾 迹 中 的 流动 有 很 大 的 涡 量 , 其 实 , 在 黏 性 
流体 绕 固 体 的 流动 中 , 涡 量 恰恰 来 自 固 体 表 面 @. 这 是 很 容易 理解 的 , 因为 在 
理想 流体 的 有 势 绕 流 中 , 在 物体 表面 上 只 有 流体 的 法 向 速度 等 于 零 , 而 切 向 速 
度 w 不 等 于 零 . 与 此 同时 , 真实 流体 在 边界 上 的 黏附 条 件 要 求 w 也 等 于 零 . 
假如 保持 有 势 绕 流 的 流动 方式 , 这 就 会 导致 ve 的 有 限 突 跃 一 一 出 现 涡 面 . 在 
黏 性 的 影响 下 , 突 跃 消失 , 而 涡 量 进入 流体 内 部 , 并 通过 对 流 输 运 到 尾 迹 区 . 

对 于 距离 物体 足够 远 的 那些 流 线 , 黏 性 的 影响 在 整 条 流 线 上 都 很 微弱 , 所 
以 速度 的 旋 度 在 这 些 流 线 上 始终 基本 为 零 (因为 在 无 穷 远 的 来 流 中 速度 的 旋 


@ 以 便 区 别 于 满 流 尾 迹 , 见 §37. 
@ 在 89 中 已 经 指出 , 关于 沿 固体 表面 上 的 流 线 成 立 等 式 rotv = 0 的 结论 并 不 成 立 . 
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度 为 零 ), 就 像 在 理想 流体 中 那样 . 因此 , 在 尾 迹 之 外 远离 物体 的 地 方 , 可 以 认 
为 处 处 都 是 势 流 . 
我 们 来 推导 一 些 公式 ， 以 便 把 尾 迹 中 的 流动 性 质 与 被 绕 流 物 体 上 的 作用 
力 联系 起 来 
通过 包围 被 绕 流 物体 的 任何 一 个 封闭 曲面 的 流体 总 动量 流 ,等 于 动量 流 
密度 张 量 沿 该 曲面 的 积分 : 
4 I df 


张 量 分 量 Ji 等 于 
lik = pbik + p(Ui + vi) (UE + vk). 


把 压强 写 为 P=po +p 的 形式 ， po 是 无 穷 远 处 的 压强 . 常数 项 Podik 十 PDT 
的 积分 为 零 , 因为 封闭 曲面 上 的 矢量 积分 $df = 0. 积分 了 pvp df 也 为 零 ， 
为 所 讨论 区 域 中 的 流体 总 量 保持 不 变 , 通过 其 表面 的 总 流量 应 为 零 . 最 后 , 远 
离 物 体 处 的 速度 v 远 小 于 U. 因此 , 如 果 所 讨论 的 曲面 离 物体 足够 远 , 则 与 
pUkw 相 比 , 在 曲面 上 可 以 忽略 IZix 中 的 项 puiwk. 于 是 , 总 动量 流 等 于 积分 


fein + pUrvi) dfr. 


现在 , 我 们 取 两 个 无 穷 大 平面 x = const 之 间 的 流动 区 域 作为 所 讨论 的 区 
域 , 这 两 个 平面 分 别 位 于 远离 物体 的 前 方 和 后 方 . 在 计算 总 动量 流 时 , 无 穷 远 
处 “侧面 " 上 的 积分 为 零 (因为 在 无 穷 远 处 m = 0, v = 0), 所 以 只 要 取 两 个 横 
向 平面 上 的 积分 即 可 . 这 样 求 出 的 动量 流 显然 是 从 前 方 平面 流入 的 总 动量 流 
与 从 后 方 平面 流出 的 总 动量 流 之 差 ， 而 这 个 差 值 就 是 单位 时 间 内 从 流体 传递 
给 物体 的 动量 , 即 作 用 在 被 绕 流 物体 上 的 力 F. 

因此 , 力 F 的 分 量 等 于 下 列 差 值 : 


| / / )w + p00w) es 


Z 一 Z2 ZX=Z1 


m= ( / - /jmsnmn 


站 一 03 T=T1 
Fz = ( / 一 / jpwaoan 
T= 二 ZX2 I=T1 


积分 域 是 无 穷 大 平面 x = zl (在 物体 后 方 很 远 处 ) 和 x = z2 (在 物体 前 方 很 远 
处 ). 我 们 先 来 研究 第 一 个 分 量 . 


8$21 展 流 尾 迹 和 


尾 迹 以 外 是 势 流 , 所 以 伯 努 利 方程 成 立 : 
p+ SU+v) =const 三 po 二 全 2， 
或 者 , 忽略 远 小 于 pU mv 的 项 pv2/2， 
p’ = —pUvz. 


我 们 看 到 , 在 这 样 的 近似 下 , Fs 中 的 被 积 表 达 式 在 尾 迹 以 外 处 处 为 零 . 换言之 ， 
平面 > = z2 ( 它 位 于 物体 前 方 且 根 本 不 与 尾 迹 相交 ) 上 的 积分 为 零 , 而 物体 后 
方 平 面 z = zi 上 的 积分 只 要 在 相应 尾 迹 横 截面 上 进行 即 可 . 但 在 尾 迹 之 内 , 压 
强 变化 w 的 量 级 为 pv?, 这 远 小 于 pUvw. 于 是 , 我 们 得 到 最 后 的 结果 : 物体 在 
绕 流 方向 上 所 受 的 阻力 等 于 


Fe = -or | dy dz. (21.1) 


积分 域 是 物体 后 方 远 处 尾 迹 的 横 截 面 . 尾 迹 内 的 速度 w 显然 是 负 的 , 因为 这 
里 的 流动 慢 于 不 存在 物体 时 的 流动 . 我 们 注意 到 , (21.1) 中 的 积分 给 出 了 通过 
尾 迹 横 截面 的 流量 , 而 它 小 于 不 存在 物体 时 的 相应 流量 . 

现在 研究 能 够 让 物体 作 横向 运动 的 力 (分 量 为 , Fz). 这 个 力 称 为 升力 . 
对 于 尾 迹 以 外 的 势 流 , 可 以 写 出 v, = 9p/8y, vs = 0p/9z. 平面 > = za 位 于 尾 
迹 之 外 , 该 平面 上 的 积分 为 零 : 


[was= fF dydz =0, /有 Fwas=0, 


因为 在 无 穷 远 处 yp = 0. 这 样 就 得 到 升力 的 表达 式 
= -or fo dydz, zz 一 -o0 | dy dz. (21.2) 


在 这 些 公式 中 , 实际 上 也 是 只 在 尾 迹 横 截面 上 取 积分 即 可 . 如 果 被 绕 流 物体 有 
一 条 对 称 轴 (不 必 完 全 轴 对 称 ), 且 流动 是 沿 这 条 轴 的 方向 进行 的 , 则 绕 物 体 的 
流动 也 有 对 称 轴 . 在 这 种 情况 下 , 升力 显然 为 零 . 

我 们 再 来 研究 尾 迹 中 的 流动 . 对 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 中 各 项 量 级 的 估计 表 
明 , 在 距离 物体 为 处 , 只 要 满足 条 件 rU/v > 1 一 般 而 言 就 可 以 忽略 vAw 这 
一 项 (对 比 条 件 (20.16) 的 推导 ). 这 就 是 可 以 把 ( 尾 迹 以 外 的 ) 流动 当做 势 流 
的 距离 . 但 在 尾 迹 内 部 , 即使 在 这 样 的 距离 上 也 不 能 忽略 此 项 , 因为 横向 导数 
62v/8y?，02v/9z? 远大 于 纵向 导数 62v/8x?. 

设 了 是 尾 迹 宽度 的 量 级 , 即 速度 v 显著 减 小 处 到 > 轴 的 距离 的 量 级 , 于 
是 , 对 于 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 中 各 项 的 量 级 , 我 们 有 

(v- vv~U 洁 ~ 之 ， Do 


Oy ”TY2- 
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对 比 这 些 量 , 得 到 
ZZNL/2 
Y= ( 字 ) | (21.3) 

根据 Uz/v > 1 的 假设 , 这 个 量 确实 远 小 于 >. 因此 , 层 流 尾 迹 的 宽度 正比 于 到 
物体 距离 的 平方 根 . 

为 了 确定 尾 迹 中 速度 下 降 的 规律 , 我 们 回 到 公式 (21.1). 在 此 公式 中 , 积 
分 域 面 积 的 量 级 为 Y2, 所 以 对 该 积分 的 估计 给 出 有 ~ pVUvY?. 再 利用 关系 式 
(21.3), 即 得 所 求 规律 : 


F 


既然 层 流 尾 迹 在 远离 被 绕 流 物体 处 的 定性 特性 已 经 解释 清楚 ， 我 们 来 推 
导 一 些 定量 公式 , 以 便 描述 尾 迹 内 外 的 流动 图 像 ， 
尾 迹 以 内 的 流动 . 在 远离 物体 的 地 方 , 在 定常 流 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 


(o.V)o = 了 +vAv (21.5) 


中 应 用 奥 森 近似 一 一 把 (v .Vy)v 这 一 项 替换 为 (U .V)z (对 比 (20.17)). 此 外 ， 
在 尾 迹 以 内 , Av 中 对 纵向 坐标 x 的 导数 与 对 横向 坐标 的 导数 相 比 可 以 忽略 不 
计 . 于 是 , 我 们 将 从 方程 








pw Fw 82 
U 字 = +v (过 生 各) (21.6) 
出 发 来 研究 问题 
我 们 来 寻求 形 如 vw = vi + v2 的 解 , 其 中 v1 是 方程 
Ov 02 02 
U3 = | 证 5 ) (21.7) 


的 解 . 量 va 与 原 方 程 中 -V(p/p) 这 一 项 有 关 , 于 是 可 以 用 某 个 标量 的 梯度 
V5 的 形式 来 求 它 9. 因为 在 远离 物体 处 , 对 > 的 导数 远 小 于 对 y 和 z 的 导数 ， 
所 以 在 同样 的 近似 下 应 当 忽 略 项 66/6z, 即 应 当 认 为 ve = wz. 因此 , 对 于 ww， 
我 们 有 方程 


于 =Y (21.8) 


这 个 方程 在 形式 上 与 二 维 热传导 方程 相同 , 并 且 z/U 起 时 间 的 作用 , 运 
动 黏 度 v 起 温 导 率 的 作用 . 如 果 要 求 方程 的 解 随 y 和 z 的 增 大 而 减 小 ( 当 z 


Du Rs O2vr D2u- 
"你 - 光 厂 + 


@ 本 节 此 后 均 用 8 表示 速度 势 , 以 便 区 别 于 球面 坐标 系 中 的 方位 角 vp. 


§ 21 展 流 尾 迹 81 ， 
给 定时 ), 并 且 当 z 一 0 时 能 够 让 尾 迹 的 宽度 无 穷 小 (在 所 用 近似 下 , 认为 物体 
尺寸 量 级 的 距离 是 小 量 ), 则 这 样 的 解 为 (对 比 851) 


hh Uy + 22) 2)] 
wT are P oo|- 4 (21.9) 





公式 中 的 系数 已 经 利用 公式 (21.1) 通过 阻力 表示 出 来 , 并 且 由 于 (21.1) 中 的 积 
分 迅速 收敛, 积分 域 可 以 扩展 至 整个 yz 平面 . 如 果 引 入 以 z 轴 为 极 轴 的 球面 
坐标 7, 9, p 来 取代 笛 卡 儿 坐 标 , 则 极 角 值 9 < 1 对 应 尾 迹 区 域 (V 妇 十 22 冬 z). 
公式 (21.9) 在 这 些 坐 标 下 具有 以 下 形式 : 


于 Urg? 
Va 二 FF exp (- rh ) , (21.10) 


被 我 们 忽略 的 项 66/6zx (6 由 下 面 的 公式 (21.12) 给 出 ) 在 v 中 应 给 出 9 量 级 
的 小 附加 项 . 

viy 和 wz 也 应 当 具 有 与 (21.9) 相同 的 形式 (但 系数 不 同 ). 取 升力 方向 为 
y 轴 方 向 (于 是 F = 0), 并 注意 到 在 无 穷 远 处 6 = 0, 则 根据 (21.2) 有 


fw f (wt) = [rover= -DS 














fu" dydz = 0. 
所 以 , 在 (21.9) 中 把 FE 改 为 本 , 显然 就 得 到 v1y, 而 v1s = 0. 于 是 , 我 们 求 出 
vy = -二 exp - A 2 二 入 vs = 元 (21.11) 
为 了 确定 函数 ,我 们 作 以 下 运算 ,在 连续 性 方程 中 忽 路 纵向 导数 Bw /Bx: 


对 z 求 导 并 利用 wy 的 方程 (21.7), 我 们 得 到 
8 PN 9/% v/ Fm 
(Ww 四 天) 实 3 计 )= oo) on 
5 vvy 
Or Uy 
最 后 , 把 wy 的 表达 式 ((21.11) 中 的 第 一 式 ) 代入 此 式 , 并 对 z 积分 , 最 终 求 出 
__b _y 了 [ee | - |- 中 (21.12) 


ZrpU y+ 22 4vz 


从 而 
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(积分 常数 已 经 这 样 选择 , 使 5 在 y= z= 0 时 保持 有 限 值 ). 在 球面 坐标 下 ( 方 
位 角 yp 从 zy 平面 算 起 ) 


F, cosy Urg? 
二 一 一 一 一 一 一 工 | . 21.1 
27pU 70 [ow ( dv 人 


由 (21.11) 一 (21.13) 可 见 , w 和 wv 不 同 于 we 的 地 方 是 , 它们 不 但 含有 随 着 9 
的 增加 而 按 指数 规律 减 小 的 项 ( 当 r 给 定时 ), 而 且 含有 随 着 到 尾 迹 的 轴 的 距 
离 增 加 而 以 慢 得 多 的 速度 减 小 的 项 (如 同 1/62)， 

如 果 没 有 升力 , 尾 迹 中 的 流动 就 是 轴 对 称 的 , 并 且 瑟 三 0@. 

尾 迹 以 外 的 流动 . 可 以 认为 尾 迹 以 外 的 流动 是 势 流 . 我 们 只 关心 速度 势 5 
中 在 远 处 随 距离 的 增加 而 减 小 得 最 慢 的 那些 项 , 所 以 对 于 拉 普 拉 斯 方程 


1 0 DO65 1 90/. 05 1 5 
A = 元 声 (= 党 ) 十 reno (sino 狗 ) + rein 0 Dp = 0, 








寻求 具有 以 下 两 项 之 和 形式 的 解 即 可 : 

B= 人 + 一 “1(0)， (21.14) 
这 里 的 第 一 项 具有 球 对 称 性 并 且 与 力 有关, 而 第 二 项 关于 zy 平面 对 称 并 
且 与 力 态 有 关 . 


对 于 函数 f(9), 我 们 得 到 方程 


这 个 方程 在 0 一 x 时 有 界 的 解 是 
0 


了 一 bcot pw (21.15) 
利用 与 尾 迹 以 内 的 解 相 匹配 的 条 件 即 可 确定 系数 b. 其 实 , 公式 (21.13) 适用 
于 区 域 9 < 1, 解 (21.14) 适用 于 区 域 9 交 (v/Ur)W/2. 在 这 些 区 域 的 重 登 部 分 
(v/Ur)W2 & 0 和 1, (21.13) 化 为 

_ FE, cosyp 

人 于 27 70 ” 
而 (21.14) 中 的 第 二 项 化 为 20cosw/r6. 对 比 这 两 个 表达 式 , 我 们 求 出 , 应 取 
b= A 
~ 4rpU 








@ 例如 , 被 绕 流 球体 之 后 的 尾 迹 是 轴 对 称 的 ， 因 此 我 们 指出 , 所 得 公式 (以 及 下 面 的 公式 (21.16)) 
与 低 雷 诺 数 绕 流 的 速度 分 布 (20.24) 一 致 . 在 这 种 情况 下 , 所 有 上 述 流动 图 像 都 会 移动 非常 大 的 距离 
r 光 LW/R (I 是 物体 的 尺寸 ). 
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为 了 确定 (21.14) 中 的 系数 我 们 注意 到 , 通过 半径 > 很 大 的 球面 5 (以 及 
通过 任何 封闭 曲面 ) 的 总 流量 应 当 等 于 零 . 但 通过 该 球面 与 尾 迹 相交 部 分 So 


流入 的 流量 是 
一 vz dy dz = f= 
人 pU 


所 以 通过 球面 其 余部 分 流出 的 流量 应 当 与 此 相同 , 即 应 有 


Fs, 
v'df = —. 
ee f pU 


由 于 So 远 小 于 8, 所 以 可 以 把 这 个 条 件 改 为 


人 二 [ Ti = (21.16) 


tr 
pT 
从 而 求 出 h, 

4rpU 


于 是 , 把 上 述 所 有 结果 综合 在 一 起 , 我 们 得 到 速度 势 的 以 下 公式 : 


二 mr ( - 叫 十 机 coswcot 2 (21.17) 
由 此 即 可 确定 远离 物体 处 尾 迹 以 外 整个 区 域 中 的 流动 . 随 着 距离 7 的 增加 , 速 
度 势 按 1/r 减 小 . 相应 地 , 速度 按 1/r2 减 小 . 如 果 没 有 升力 , 则 尾 迹 以 外 的 流 
动 具 有 轴 对 称 性 . 
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对 于 基 浮 着 大 量 微小 固体 颗粒 的 流体 ( 蕊 浮 流体 ), 如 果 我 们 所 研究 的 现 
象 具 有 远大 于 悬浮 颗粒 尺寸 的 特征 长 度 , 就 可 以 把 这 样 的 流体 看 做 均匀 介质 . 
这 种 介质 的 有 效 黏度 ” 不 同 于 原来 流体 的 黏度 m0. 在 巷 浮 颗粒 浓度 很 小 的 情 
形 下 ( 即 如 果 假 设 所 有 颗粒 总 体积 远 小 于 全 部 流体 体积 ), 可 以 计算 出 这 个 有 
效 黏度 . 对 球形 颗粒 情形 的 计算 相对 简单 (A. 爱 因 斯 坦 , 1906). 

作为 一 个 辅助 问题 ， 必须 首先 研究 漫 在 流体 中 的 一 个 固体 小 球 对 流动 的 
影响 , 该 流动 的 速度 梯度 是 常量 ， 设 未 受 小 球 扰动 的 流动 由 线性 速度 分 布 

v0" = QikTk (22.1) 

描述 , 其 中 osx 是 常 对 称 张 量 . 流体 中 的 压强 此 时 处 处 相同 : p(0) = const. 我 们 

在 下 面 认为 压强 表示 对 此 常 值 的 偏离 , 因为 流体 是 不 可 压缩 的 (divu(o) = 0)， 
所 以 张 量 oi 的 迹 应 为 零 : 

as = 0. (22.2) 


现在 设 一 个 半径 为 R 的 小 球 位 于 坐标 原点 . 这 导致 流动 发 生变 化 , 相应 
速度 表示 为 v = v0 + u(0. 在 无 穷 远 处 , vt 应 当 为 零 , 但 在 小 球 附近 , vt 与 
v(0) 相 比 根本 不 是 小 量 . 由 流动 的 对 称 性 显然 可 知 , 小 球 保持 静止 , 于 是 边界 
条 件 是 : 在 >= 尽 处 吕 = 0， 

如 果 注 意 到 运动 方程 (20.1), (20.2) 的 解 对 坐标 的 导数 也 是 解 ， 就 可 以 利 
用 在 820 中 已 经 求 出 的 解 (20.4) (函数 f 由 (20.6) 给 出 ) 直接 得 到 待 求 的 解 . 
在 当前 情况 下 , 待 求 的 解 以 张 量 分 量 ai 作为 参数 (而 不 像 820 中 那样 以 矢量 
4 作为 参数 ). 这 样 的 一 个 解 是 

O02A 
v=rotrot(g.: Vf),，p= now 
其 中 a.Vf 表示 以 asp 8f/9z4 为 分 量 的 矢量 . 展开 这 些 表 达 式 , 并 适当 选取 
函数 /= ar 十 br 中 的 常量 a 和 6b, 以 便 满足 小 球 表面 的 边界 条 件 , 我 们 得 到 
速度 和 压强 的 以 下 公式 : 


5 3 5 
vl 二 了 (六 = 和气 ) QkININENL 一 wen (22.3) 
Rs 
了 一 一 570 Ts Oak (22.4) 
(n 是 指向 径 矢 方向 的 单位 矢量 ). 


现在 回 到 确定 悬浮 流体 有 效 符 度 的 问题 本 身 ， 我 们 来 计算 动量 流 密度 张 
量 I (对 整个 体积 ) 的 平均 值 . 在 关于 速度 的 线性 近似 下 , 张 量 Tikx 等 于 应 力 


张 量 一 aak: 
Tik = y / Ci dV. 


这 里 可 以 在 半径 很 大 的 球形 区 域 V 上 取 积分 , 然后 让 半径 趋 于 无 穷 大 . 
首先 , 我 们 写 出 恒等式 


Oui Ov Dui Du 
um ( 吕 + 吾 ) -pine+ 志 /本 -we( 芝 + 中)+pialar (225) 


在 这 里 的 积分 中 , 被 积 函数 仅 在 固体 小 球 内 部 才 不 等 于 零 . 根据 悬浮 流体 浓度 
很 小 的 假设 , 可 以 先 对 只 有 单独 一 个 小 球 而 其 余 小 球 完全 不 存在 的 情形 计算 
这 个 积分 , 计算 结果 应 当 再 乘 以 悬浮 流体 浓度 N@ (单位 体积 内 的 小 球 数目 ). 
假如 直接 计算 这 个 积分 , 就 需要 研究 小 球 中 的 内 应 力 . 不 过 , 只 要 把 体积 分 变 
换 为 完全 位 于 流体 中 的 无 穷 大 球面 上 的 面积 分 , 即 可 回避 这 个 困难 . 为 此 , 我 


加 原文 用 字母 n 表示 悬浮 流体 浓度 . 一 一 译 者 
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们 注意 到 , 根据 运动 方程 0/8z1 = 0 成 立 恒等式 
二 (oan) 
所 以 , 把 体积 分 变换 为 面积 分 , 结果 为 
Fi = % (于 + 中) +N ¢ es 


我 们 已 经 略 去 含 互 的 项 , 因为 平均 压强 必定 为 零 (其 实 , 这 是 一 个 标量 , 它 应 当 
由 张 量 分 量 aax 的 线性 组 合 给 出 , 而 唯一 的 这 样 的 标量 是 ui = 0). 

在 计算 半径 很 大 的 球面 上 的 积分 时 , 在 速度 表达 式 (22.3) 中 自然 只 须 保 
留 1/r? 量 级 的 项 即 可 . 对 于 这 个 积分 , 简单 的 计算 给 出 


No :207.R3(5omTaneninm 一 um), 


其 中 的 模 线 表示 对 各 个 方向 的 单位 矢量 n 取 平 均值 . 计算 这 样 的 平均 值 @, 我 


们 最 后 得 到 而 -” 本 人 
Fik = Mo ( ge 十 二 一 Ee < + 570aaik 3 (22.6) 


把 wo) 的 表达 式 (22.1) 代入 (22.6) 中 的 第 一 项 , 它 给 出 27oaak, 这 一 项 中 
的 一 阶 小 量 在 对 各 个 方向 的 n 取 平 均值 后 恒 等 于 零 (理应 如 此 , 因为 整个 效 
应 已 经 包含 在 (22.5) 的 积分 中 ). 所 以 , 悬浮 流体 有 效 黏度 7 的 待 求 的 相对 修 
正 量 由 (22.6) 中 第 二 项 与 第 一 项 之 比 给 出 . 于 是 , 我 们 得 到 

3 
n= ( + 3o)， p= SN, (22.7) 

其 中 p 是 所 有 小 球 的 总 体积 与 悬浮 流体 总 体积 之 比 , 它 是 一 个 小 量 . 

对 于 带 有 椭 球 形 颗 粒 的 悬浮 流体 ,类 似 的 计算 和 最 后 的 公式 已 经 变 得 极 
其 繁琐 @. 为 了 具体 说 明 , 对 于 某 些 比值 a/6 (a 和 5 = e 是 椭 球 半 轴 ), 我 们 列 
出 公式 














4rab? 
7=N(l+ Ayp), v= 3 六 





@ 单位 矢量 分 量 乘积 的 待 求 平均 值 是 对 称 张 最 , 它们 只 能 由 单位 张 量 6ik 组 成 ， 注 意 到 这 一 点 ， 
容易 求 出 


1 1 
TFT = Bik Ninikninim = 5 (Sikbim + 916km + dim 6k1)-. 


@ 在 带 有 非 球形 固体 颗粒 的 悬浮 流体 中 ， 速 度 梯 度 的 存在 对 固体 颗粒 有 定向 作用 ， 在 起 定向 作 
用 的 流体 动力 学 作用 力 和 不 定向 的 旋转 布朗 运动 的 共同 影响 下 , 固体 颗粒 在 空间 中 的 取向 分 布 是 各 向 
异性 的 . 然而 , 在 计算 黏度 " 的 修正 量 时 不 必 考 虑 这 个 效应 : 取向 分 布 的 各 向 异性 本 身 与 速度 梯度 有 
关 (这 种 依赖 关系 在 一 级 近似 下 是 线性 的 ), 而 考虑 该 效应 则 会 导致 在 应 力 张 量 中 出 现 速度 梯度 的 非 线 
性 项 . 
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中 的 修正 系数 4 的 相应 数值 : 


a/b=0.1 02 0.5 10 2 5 10, 
A=8.04 4.71 2.85 2.5 2.91 5.81 13.6. 


从 球形 颗粒 的 比值 a/6 = 1 开始 , 无 论 该 比值 增 大 还 是 减 小 , 修正 系数 都 越 来 
越 大 . 


8$ 23 黏 性 流体 运动 方程 的 精确 解 


如 果 条 性 流体 运动 方程 的 非 线 性 项 不 恒 为 零 ， 求解 这 些 方程 就 会 有 很 大 
困难 , 仅 在 为 数 不 多 的 情况 下 才能 得 到 精确 解 . 这 些 精确 解 有 重要 意义 一 一 即 
使 并非 总 有 物理 意义 (因为 当 雷 诺 数 足够 大 时 实际 上 都 会 出 现 湛 流 ) 它们 天 
论 如 何 也 有 方法 论 上 的 意义 . nt 

下 面 给 出 到 性 流体 运动 方程 精 确 解 的 一 些 例子 

旋转 圆 盘 所 引起 的 流动 . 设 一 个 无 穷 大 平面 圆 各 
自身 轴线 匀速 旋转 , 需要 确定 贺 
作为 柱 面 坐标 系 中 的 平面 z = 0: 
一 侧 的 无 界 流体 . 边界 条 件 具 有 | 










当 z -oo 时, 轴 向 速度 we 不 为 零 , 它 趋 于 一 个 由 运动 方程 本身 确定 的 负 常 值 
其 实 , 流体 有 离开 旋转 轴 的 径 向 运动 , 特别 是 在 圆 盘 附 近 . 因此 , 为 了 保证 流体 
的 连续 性 , 必定 存在 来 自 无 筋 远 处 且 与 盘面 垂直 的 匀速 流动 . 我 们 寻求 运动 方 
程 以 下 形式 的 解 : 


Vr 一 71OF(z1)， ve 一 "82G(2)， vz = VvOH(z1), 
/0 
Dp= -pzPDP(z)， 其 中 zi = J 


在 这 样 的 速度 分 布 中 , 径 向 速度 和 周 向 速度 正比 于 到 圆 盘旋 转轴 的 距离 ， 
而 竖 直 速度 v 在 每 一 个 水 平平 面 上 保持 不 变 . 

代入 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 和 连续 性 方程 , 即 得 到 函数 FF, G, 互 , PP 的 以 下 
方程 : 


(23.1) 


G+FH=F", 2FG+GH=G", 


站 (23.2) 
=P+H’”, 2F+H'’=0 
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( 扳 号 表示 对 zi 的 导数 ). 边界 条 件 是 
在 zi1=0 处 ，F=0,，G=1,，H=0; 
在 z=o0 处 ，F=0，G=0. 
于 是 , 我 们 把 问题 化 为 求解 单 自 变量 常 微分 方程 组 , 该 问题 可 用 数值 方法 求解 . 
7 给 出 由 此 得 到 的 函数 已 G, - 瓦 的 图 像 . 当 一 oo 时 , 互 的 极限 值 为 
一 0.886. 换言之 , 从 无 穷 远 处 流向 圆 
盘 的 流体 具有 速度 
vz(00) = —0.886Vv 1. 
作用 于 单位 面积 盘面 且 垂 直 于 
径 向 的 摩擦 力 为 op=n6vp/8z|,_。. 
如 果 忽 略 边 缘 效 应 ,就 可 以 把 半径 
怀 很 大 但 取 有 限 值 的 圆 盘 上 的 摩擦 
力矩 写 为 


R 
M=2 人 27r2o:o dr 
0 
一 和 RipVzH23 G'(0) 了 


(积分 号 前 面 之 所 以 有 因子 2, 是 因为 圆 盘 的 两 面 都 接触 流体 ). 数值 计算 给 出 
函数 G 的 公式 


(23.3) 





M = -1.94R4poVzvf123. (23.4) 


扩张 渠道 和 收缩 渠道 内 的 流动 . 设 两 个 平面 壁 按 一 定 角度 相交 (图 8 给 出 
这 两 个 平面 壁 的 横 截面 示意 图 ), 流体 从 二 者 的 交 线 流 
出 或 流入 , 需要 确定 平面 壁 之 闻 的 这 种 定常 流动 (G. 哈 
梅 尔 , 1917). 

取 柱 面 坐 标 系 7, z, yp, 其 z 轴 沿 两 个 平面 的 交 线 
(图 8 中 的 点 O), 而 角 2 按 图 8 所 示 方 式 确定 . 沿 z 轴 
的 流动 是 均匀 的 , 并且 自 然 可 以 假设 流动 是 纯 径 向 的 ， 
即 we = vz = 0, vr = v(r，0). 方程 (15.18) 给 出 图 8 





Ov 1 Op Du 16v 1p6o ov 
"or (过 方 请 +7 避 -号 0) 
10np 2vOv 
i (23.6) 
O(rv) _ 


Dr 
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从 最 后 一 个 方程 可 见 , ro 仅仅 是 yp 的 函数 . 引入 函数 





u(yp) = 站 ru (23.7) 
从 (23.6) 得 到 
19p_ 12 du 
pop 7r2 dyp’ 
所 以 
2 up) + f(r). 
把 这 个 表达 式 代 入 (23.5), 我 们 得 到 方程 


d2wu 


z+ + 6w? = a Pr) 
由 此 可 见 , 方程 左边 只 依赖 于 y, 而 右边 只 依赖 于 7, 所 以 两 边 均 为 常量 , 我 们 
把 这 个 常量 记 为 201, 于 是 


Jr) =127C4 汪 ， 
从 而 


6201 
r2 





fn) =- 


十 const, 


最 终 对 于 压强 则 有 
6v 


2 
(2% — OC1) 十 const . (23.8) 


卫 
p 


对 于 w(y), 我 们 有 方程 
Wu’ + du 十 6u2 = 201. 


方程 两 端 乘 以 w 并 积分 一 次 , 有 


uu? 
= 242 + 2u3 一 2C 一 2C2 = 0. 


由 此 得 到 
vu 
wt Gt a 


此 即 速 度 对 yp 的 待 求 依赖 关系 . 函数 wp) 可 由 此 通过 椭圆 函数 表示 出 来 . 三 
个 常量 C1， Co2， C3 可 由 边界 条 件 


u( 土 $F)=0 (23.10) 
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和 等 流量 条 件 确定 , 后 者 要 求 单 位 时 间 内 通过 任何 横 截 面 = const 的 流量 @ 
相同 : 2 
Q= of vrdyp = 6vp 人 udp. (23.11) 

流量 Q 可 正 可 负 . 如 果 @ > 0, 则 平面 交 线 处 是 源 , 即 流 体 从 角 顶 流出 (这 种 流 
动 称 为 扩张 渠道 内 的 流动 ). 如 果 Q < 0, 则 交 线 处 是 汇 , 即 流动 向 角 项 汇聚 (这 
种 流动 称 为 收缩 渠道 内 的 流动 ). 无 量 纲 的 比值 |Q|/vp 在 所 讨论 的 流动 中 起 雷 
诺 数 的 作用 . 

首先 考虑 收缩 流 (Q < 0). 为 了 研究 解 (23.9) 一 (23.11), 我 们 作出 将 在 下 面 
得 到 证 实 的 假设 : 流动 关于 平面 p = 0 对 称 ( 即 wp) = w -ee)). 函数 w(p) 处 
处 取 负 值 (速度 处 处 指向 角 顶 ), 它 从 2 = ta/2 处 的 w=0 单调 变化 为 p=0 
处 的 w= 一 wo (wo > 0), 这 样 wo 就 是 |u| 的 最 大 值 . 于 是 , 当 w= -wo 时 应 有 
du/dwp = 0. 我 们 由 此 断定 , u = 一 wo 是 (23.9) 的 被 积 函 数 中 根 号 下 三 次 多 项 式 
的 根 , 从 而 可 以 写 出 


—w3 w+ Ot 02 = (w+ uo) -wu ~ (1 -ov 二 gl， 


其 中 g 是 新 的 常量 . 因此 , 我 们 有 


人 du 
Ey ee (23.12 
-uo V(t uo)[—W2 ~ (1 — vo)u tq] ) 


并 且 常 量 wo 和 由 条 件 


0 du 
Re ud 
6 -wu V(t uo)[—u2 — (1 — wo)ut+ ql 


确定 (其 中 Re = |Q|/vp). 常量 gq 应 为 正 , 否则 这 些 积分 会 成 为 复数 . 可 以 证 
明 , 对 于 任何 Re 和 a < mw 这 两 个 方程 都 有 解 we 和 g. 换言之 , 对 于 任何 顶 
角 a 及 任何 雷诺 数 , 都 可 能 存在 对 称 的 收缩 流 (图 9). 我 们 来 详细 讨论 Re 很 
大 时 的 流动 . 与 很 大 的 Re 相对 应 的 是 wo 也 很 大 . 把 方程 (23.12) (对 于 yp > 0) 
写 为 


(23.13) 


CQ 0 dw 
2(3 ?) 人 V(t uu — (1 — wo ta 
我 们 从 而 看 出 , 只 要 jw| 不 接近 wo, 被 积 函数 在 整个 积分 域 上 就 是 小 量 . 这 表 
明 , 只 有 当 y 接近 ta/2 时 , 即 只 有 在 紧 靠 壁面 处 , |wu| 与 wo 才 会 有 显著 差 
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别 @. 换言之 , 对 于 角 yp 区 间 内 几乎 所 有 的 点 都 有 w s const = 一 uo. 此 外 , 等 
式 (23.13) 表明 , 应 有 wo = Re/6a. 速度 v 本 身 等 于 |Q|/par, 这 对 应 于 无 黏 性 
的 势 流 , 其 速度 与 角度 无 关 , 并 且 按 照 反比 于 r 的 规律 减 小 . 因此 , 在 大 雷诺 数 
下 , 收缩 渠道 中 的 流动 与 理想 流体 的 势 流 相差 无 几 . 黏 性 效应 仅 在 紧 贴 壁面 的 
注 层 内 才 表 现 出 来 , 速度 在 此 薄 层 内 从 势 流 所 对 应 的 值 迅 速 降 为 零 (图 10). 





图 9 图 10 


现在 设 @ > 0, 即 考虑 扩张 流 . 我 们 首先 仍然 假设 流动 相对 于 平面 =0 
对 称 , 并 且 w(p) (现在 ww>0) 从 y= 十 a/2 处 的 w=0 单调 增加 到 wp =0 处 的 
4 二 uo > 0. 取代 (23.13) 的 现在 是 


oh Vr 


udu 
0 全 二 — w+ (1+uo)ut+g] 
如 果 认 为 wo 是 给 定 的 , 则 a 随 g 的 减 小 而 单调 增 大 , 当 g = 0 时 具有 最 大 值 : 


10 


(23.14) 


oa 三 一 一 -一 一 一 -一 . 
ih u(vo — Wu) (ut vuo + 1) 


另 一 方面 , 容易 证 明 , 当 9 给 定时 , a 是 wo 的 单调 减 函 数 . 由 此 可 见 , 当 a 给 
定时 , uo 是 q 的 单调 减 函数 , 其 最 大 值 对 应 于 g = 0 并 由 上 述 方程 给 出 . 最 大 
值 Re = Remsx 也 与 最 大 值 wo 相对 应 . 利用 代 换 


Wo 
k?2 = T+ 2uo’ U= Wo cos2 2 
0 


Q@ 可 能 出 现 的 一 个 问题 是 : 这 个 积分 在 心 -wo 时 究竟 是 如 何 变 大 的 ? 其 实 , 当 wo 很 大 时 , 三 
项 式 一 w? 一 (1 一 uo)u 十 9 的 一 个 根 也 接近 -wo, 所 以 根 号 内 的 整个 表达 式 具 有 几乎 重合 的 两 个 根 , 整 
个 积分 因而 在 w = 一 wo 时 “几乎 发 散 ". 
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可 以 把 Remax 对 a 


Ca 一 a= 
V 2 
1— ein (23.15) 
1—k 1 
Ron = -ad 全 + 1—k gl zdz. 


因此 , 在 具有 给 定 顶 角 的 扩张 渠道 中 , 仅 当 雷诺 数 不 超 过 一 个 确定 值 时 才 
可 能 有 处 处 扩张 的 对 称 流动 (图 11 (a)). 当 a 一 ”时 (对 应 大 一 0)， Remax 一 0; 
当 aw 一 0 时 (对 应 大 一 1/V2), Remax 按 Remsx = 18.8/a 的 规律 趋 于 无 穷 大 . 





图 11 


当 Re > Remax 时 , 在 扩张 渠道 中 存在 处 处 扩张 的 对 称 流 的 假设 是 不 成 立 
的 , 因为 条 件 (23.14) 无 法 得 到 满足 . 函数 v(p) 在 区 间 -a/2 < p< a/2 上 必 
定 有 若干 个 极 大 值 或 极 小 值 , 而 与 此 相应 的 u(y) 值 仍旧 应 当 是 根 号 下 多 项 式 
的 根 . 所 以 很 显然 , 三 项 式 妇 + (1+auo)v+dqg (uo > 0, g >0) 在 该 区 间 上 必定 
有 两 个 负 实 根 , 根 号 下 的 表达 式 因此 可 以 写 为 


(uo — wu) (vu + ud) (+ oy), 


其 中 >0, 妈 >0 轨 >0. 设 好 < 这 .函数 we) 显然 可 在 区 间 wo > 类 一 友 
内 变化 , 并 且 w= wo 对 应 于 wp) 的 正极 大 值 , 而 w = 一 wb 对 应 于 负极 小 值 . 
我 们 不 再 详细 研究 这 样 得 到 的 解 ， 仅仅 指出 , 当 Re > Remax 时 , 首先 会 出 现 
速度 有 一 个 极 大 值 和 一 个 极 小 值 的 解 ， 并 且 流 动 相对 于 平面 p = 0 并 不 对 称 
(图 11(b)). 当 Re 进一步 增 大 时 , 会 出 现 速度 具有 一 个 极 大 值 和 两 个 极 小 值 的 
对 称 解 (图 11(c)), 如 此 等 等 . 因此 , 在 所 有 这 些 解 中 , 既 有 向 外 流动 的 区 域 , 也 
有 向 内 流动 的 区 域 (但 总 流量 8 当然 是 正 的 ). 当 Re 一 co 时 , 交替 出 现 极 小 
值 和 极 大 值 的 数目 无 限 增加 , 所 以 不 存在 确定 的 极限 解 . 因此 我 们 强调 , 扩张 
流 的 解 当 Re 一 co 时 并 不 像 收缩 流 的 解 那样 趋 于 欧 拉 方 程 的 解 , 最 后 我 们 指 
出 , 随 着 Re 的 增 大 , 上 述 类 型 的 定常 扩张 流 在 Re 超过 Rems 后 很 快 就 变 为 
不 稳定 的 , 从 而 出 现 漠 流 . 
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浸没 射流 . 设 一 束 射流 从 细 管 一 端 射 入 充满 同一 种 流体 的 无 穷 大 空间 , 从 
而 形成 人 们 所 说 的 浸没 射流 , 需要 确定 其 中 的 流动 (JI. 朗 道 , 1943). 

取 球 面 坐标 ” 9, w 极 轴 指向 射流 方向 , 坐标 原点 位 于 射流 出 口 点 . 流动 
绕 极 轴 是 对 称 的 , 从 而 vo = 0, 并 且 ve, w 只 是 7, 9 的 函数 . 通过 包围 原点 的 
任何 封闭 曲面 (例如 通过 无 穷 远 处 的 封闭 曲面 ) 的 总 动量 流 (“射流 动量 ") 应 
当 相等 . 为 此 , 速度 应 当 反 比 于 到 坐标 原点 的 距离 x, 即 


vw = TF(0), vo = Lf(0), (23.16) 


其 中 F, f 是 只 依赖 于 9 的 某 些 函 数 . 连续 性 方程 为 
1acr2or) 1 


i 
7r2 Or ”sinb0 00 





ve sin0) = 0. 


由 此 求 出 
F(0) = -等 — cotb. (23.17) 


根据 对 称 性 已 经 可 以 看 出 , 射流 的 动量 流 密度 张 量 的 分 量 Zr。, To 恒 为 
零 . 假设 分 量 Eee 和 Joe 也 为 零 (我 们 这 样 就 得 到 满足 全 部 必要 条 件 的 解 , 从 
而 证 明 该 假设 是 正确 的 ). 利用 张 量 分 量 oi 的 表达 式 (15.20) 和 公式 (23.16)， 
(23.17) 容易 证 明 , 射流 的 动量 流 密度 张 量 的 分 量 Dee, Fe 和 三。 之 间 的 关 
系 为 

Tg sin?0 = 也 (De — Toe) sin?20]. 

所 以 ,由 Top = 0 和 11o6 =0 可知 Treo = 0. 于 是 , 在 全 部 分 量 Dik 中 只 有 玖 ， 
不 为 零 , 它 像 ”2 那样 随 7 变化 . 容易 看 出 , 运动 方程 91T;/6z = 0 此 时 自动 
满足 . 

然后 , 我 们 写 出 


1 1 
FH ~ Hyp) = “3(f? + 2vf cot0 — 2vf') =0, 


上 d 1 0 
cot 
下 了 下 :一 2 = 0 
这 个 方程 的 解 是 i 
f= -A (23.18) 
于 是 从 (23.17) 就 得 到 F: 
42 一 1 
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从 方程 
F100 = 3 EE (f+2vc0th) =0 


确定 压强 分 布 , 得 
4pzv2(4cosg 一 1 


P PT Ta (A — cos0)2 320) 


(po 是 无 穷 远 处 的 压强 ). 
可 以 给 出 常数 4 与 “射流 动量 ” 之 间 的 关系 , 即 它 与 射流 中 的 总 动量 流 之 
间 的 关系 . 后 者 等 于 球面 上 的 积分 


nT 
P= feos0at =27 r211,r cos 0 sin 0 d0. 
0 


量 Br 等 于 


入 > 二 4p72 「 (42 一 1)? 4 
法 (A—cos0)s 4 一 cosb6| 


计算 上 述 积分 , 结果 为 


P- 16m2p4|1+ sa -$m 


304 -1) 2™A-1 C5320 


公式 (23.16) 一 (23.21) 给 出 了 这 个 问题 的 解 ， 当 常数 4 从 1 变化 到 oc 时 , 射流 
动量 PP 的 值 从 oa 变化 到 0. 
流 线 由 方程 dr/ur = rdb/us 确定 , 积分 后 给 出 


rsin20 
A—cos0 


流 线 形状 的 特征 如 图 12 所 示 . 流动 是 从 坐标 原点 射出 并 把 周围 流体 也 带动 起 
来 的 一 股 射流 . 如 果 约 定 射 流 边 界 是 流 线 上 到 轴线 距离 (rsin9) 最 小 的 点 所 
组 成 的 曲面 , 则 该 边界 是 项 角 为 26 的 圆锥 面 ， 


其 中 cos bo = 1/4. 一 一 一 
在 弱 射 流 极限 下 (P 很 小 , 4 相应 地 很 大 )， -一 
从 (23.21) 有 一 
16mrzv2p -一 一 ”一 

P= i 


对 于 速度 , 此 时 得 到 图 12 





= const. (23.22) 











(23.23) 
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相反 , 在 强 射流 极限 下 (P 很 大 , 这 对 应 着 4 一 1)9, 我 们 有 





2 
4=1+ 风 ， = 2 
对 于 大 角度 情形 (9 ~ 1), 速度 分 布 由 公式 
vy = - cot 4， yr 二 - 沁 (23.24) 
给 出 , 但 对 于 小 角度 情形 (8 ~ 80) 则 有 
4v0 8v02 
CE ee 


对 于 来 自 点 源 的 射流 , 这 里 得 到 的 解 是 精确 的 ,如 果 考 虚 管 口 的 有 限 尺 
寸 , 这 个 解 就 是 按 管 口 尺 寸 与 到 管 口 距离 7 的 比值 展开 的 帘 级 数 的 第 一 项 . 与 
此 相关 的 一 个 结果 是 , 如 果 根据 所 得 的 解 来 计算 通过 包围 原点 的 封闭 曲面 的 
总 流量 , 则 该 流量 为 零 . 如 果 在 按 上 述 比 值 的 展开 式 中 考虑 高 阶 项 , 就 会 得 到 
不 为 零 的 流量 @. 
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如 果 漫 没 在 黏 性 流体 中 的 固体 发 生 振动 , 流体 也 会 随 之 运动 , 这 样 的 流动 
具有 许多 特性 . 为 了 研究 这 些 特性 ， 从 一 个 简单 而 典型 的 例子 开始 较为 适宜 
(G.G. 斯 托 克 斯 , 1851). 设 不 可 压缩 流体 以 一 个 无 穷 大 固体 平板 为 边界 , 该 平 
板 (在 自身 所 在 平面 内 ) 以 频率 w 作 简 谐振 动 , 需要 确定 由 此 引起 的 流动 . 取 
平板 为 yz 平面 , 流体 所 在 区 域 对 应 z > 0, 而 y 轴 方 向 与 平板 振动 方向 一 致 . 
平板 的 振动 速度 是 时 间 的 函数 , 其 形式 为 Acos(wt + a), 把 这 样 的 函数 写 为 
复 变量 的 实 部 较为 方便 : v = Re(uoei) (常数 uo = 4erie 一 般 而 言 是 复数 ; 
适当 选择 时 间 的 起 点 , 总 可 以 使 它 成 为 实数 ). 

我 们 的 计算 直到 现在 仅仅 涉及 速度 w 的 线性 运算 , 于 是 可 以 省 略 实 部 符 
号 并 把 w% 当做 复数 进行 运算 , 最 后 取 结 果 的 实 部 即 可 . 因此 , 我 们 写 出 


Wy = LV = Uoet, (24.1) 


@ 然而 ,在 充分 强 的 射流 中 , 流动 其 实 会 变 为 潮流 (5 36)， 我 们 指出 , 对 于 所 研究 的 射流 ， 起 雷 
诺 数 作用 的 是 无 量 纲 参数 (P/ev2)12. 

回 见 : Pymep IO, B. IIpuxn. MaT. mex. 1952, 16: 255. 

I.T. 洛 强 斯 基 研 究 了 浸没 层 流 旋转 射流 (对 管 轴 的 动量 矩 不 为 零 )， 见 ; Jlommauexmi JI. TT. IIpzkar 
Mar, Mex. 1953, 17: 3, 

我 们 还 记得 , 对 于 不 可 压缩 黏 性 流体 的 任何 定常 轴 对 称 运动 , 如 果 速 度 随 距 离 按照 1/r 的 规律 减 
小 , 则 流体 动力 学 方程 可 以 化 为 一 个 二 阶 线性 常 微分 方程 ， 见 : Creakma H. A. yu. 3an. MTY. 1934, 2; 
TIpnxn. Mart. Mex. 1954, 18: 764. 
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流体 速度 应 当 满 足 z = 0 处 的 边界 条 件 v = ww, 即 
Vr 一 Vz 一 0， UV 一 从， 


由 对 称 性 显然 可 知 , 所 有 的 量 只 依赖 于 坐标 z (和 时 间 ). 因此 , 从 连续 性 
方程 divv = 0 得 到 


因而 vs = const, 而 根据 边界 条 件 , 该 常量 应 为 零 , 即 wz = 0. 又 因为 所 有 的 量 
均 与 坐标 y, z 无 关 , 所 以 有 恒等式 (v .Yjv = 0. 运动 方程 (15.7) 的 形式 变 为 
Ov 1 


dA 4 4. 
页 2 gradp+ vAYv (24.2) 


此 方程 是 线性 的 , 其 x 分 量 给 出 8p/8z = 0, 即 p = const. 
由 对 称 性 显然 还 可 以 看 出 , 速度 v 的 方向 处 处 都 与 y 轴 方 向 一 致 . 对 于 
vy 二 v9, 我 们 有 方程 


误 一 Vv gz2 (24.3) 
(其 类 型 与 一 维 导热 方程 相同 ). 我 们 来 寻求 关于 z 和 的 以 下 形式 的 周期 解 : 
v= uo ei(kz—wt) 


并 且 要 求 它 在 z = 0 处 满足 条 件 v = w. 代入 方程 , 得 到 


A k= s=Y, (24.4) 


从 而 得 到 速度 


v= uoe™ /Ss eis/6—wt) (24.5) 


(在 (24.4) 中 应 这 样 选取 平方 根 Vi 的 符号 , 使 速度 随 流体 深度 增加 而 衰减 ). 
因此 , 在 黏 性 流体 中 能 够 存在 横 波 : 速度 w = v 垂直 于 波 的 传播 方向 . 然 
而 , 这 种 波 在 远离 导致 波动 出 现 的 振动 平板 时 迅速 衰减 , 振幅 的 衰减 按照 指数 
规律 进行 , 穿 透 深度 为 6 @. 穿 透 深 度 随 着 频率 的 增 大 而 减 小 , 随 着 流体 黏度 
的 增 大 而 增 大 . 
作用 于 固体 平板 的 摩擦 力 显然 沿 y 轴 方 向 . 单位 面积 上 的 摩擦 力 等 于 


ou 
azy = Fe = -人 (i ~ 1)w. (24.6) 


T=0 





@ 在 深度 为 5 处 , 振幅 减 小 到 原来 的 1/e, 而 在 一 个 波长 的 深度 上 , 振幅 减 小 到 1/e?" > 1/540. 
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假设 wo 是 实数 并 分 离 (24.6) 的 实 部 , 我 们 得 到 


Ooy = —VWNP UO COS (wt 十 工 ) 


而 振动 平板 的 速度 是 w = wo coswt, 所 以 在 速度 与 摩擦 力 之 间 存 在 相位 差 @. 
还 容易 计算 上 述 流动 中 的 能 量 耗 散 的 (时 间 ) 平均 值 . 可 以 按照 一 般 公式 

(16.3) 计算 , 但 此 时 直接 计算 摩擦 力 的 功 从 而 得 到 所 求 耗 散 值 更 为 简单 . 其 实 ， 

单位 面积 振动 平板 上 的 能 量 耗 散 率 等 于 力 owy 与 速度 wy = 4% 的 乘积 的 平均 值 : 


一 元 一 人 (24.7) 
它 与 振动 频率 的 平方 根 及 流体 黏度 的 平方 根 成 正比 . 
在 一 般 问题 中 , 平板 按照 任意 规律 w = w(t) (在 自身 平面 内 ) 运动 , 对 于 由 
此 导致 的 流动 也 可 以 给 出 显 式 的 解 . 我 们 不 打算 在 这 里 给 出 相应 的 计算 , 因为 
方程 (24.3) 的 这 种 解 与 热传导 理论 中 类 似 问题 的 解 在 形式 上 是 相同 的 , 而 后 者 
将 在 $52 中 研究 (其 解 由 公式 (52.15) 给 出 ). 特别 地 , (单位 面积 ) 平板 所 受 的 
摩擦 力 可 按照 以 下 公式 计算 (对 比 (52.14)): 


t 
_ fnp du(T) dr 
WYN r/o dr Vi C0 


现在 研究 振动 物体 具有 任意 形状 的 一 般 情况 . 在 上 述 振动 平板 的 情况 下 ， 
流体 运动 方程 中 的 (v .Vy)v 这 一 项 恒 等 于 零 . 对 于 任意 形状 的 固体 当然 并 非 
如 此 , 但 我 们 将 假设 这 一 项 远 小 于 其 余 各 项 , 从 而 仍 可 忽略 . 能 够 作 此 假设 的 
必要 条 件 将 在 后 面 曾 述 . 

因此 , 我 们 仍 将 像 前 面 一 样 从 线性 方程 (24.2) 出 发 . 在 该 方程 两 边 取 旋 度 ， 
因为 rot gradp 恒 等 于 零 , 所 以 得 到 


rotv = vA rot v, (24.9) 


即 rotv 满足 热传导 方程 类 型 的 方程 . 
但 是 , 我 们 在 前 面 已 经 看 到 , 这 类 方程 所 描述 的 量 是 按照 指数 规律 衰减 的 . 
所 以 我 们 能 够 断定 , 涡 量 随 着 深度 增加 而 衰减 , 换言之 , 由 物体 振动 所 引起 的 


@ 当 半 无 穷 大 平板 振动 时 (振动 方向 平行 于 其 边缘 ), 会 出 现 与 边缘 效应 有 关 的 附加 摩擦 力 、 关 
于 半 无 穷 大 平板 振动 时 黏 性 流体 运动 的 问题 (以 及 更 一 般 的 关于 任意 角度 栅 振 动 的 问题 ), 都 可 以 借 
助 于 方程 Af + bp = 0 的 一 类 解 来 求解 ， 这 类 解 曾 被 用 于 攀 的 衍射 理论 . 我 们 在 这 里 仅仅 指出 以 下 
结果 : 半 无 穷 大 平板 上 由 于 边缘 效应 而 增加 的 摩擦 力 , 可 以 描述 为 由 于 平板 边缘 移动 了 距离 5/2 而 使 
其 面积 增 大 的 结果 , 其 中 5 由 (24.4) 给 出 ( 工 . 蕊 . 朗 道 , 1947). 
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流 运 在 物体 周围 某 一 层 内 是 有 旋 流 , 而 经 过 较 大 距离 后 就 迅速 变 为 势 流 . 有 旋 
流 穿 透 深 度 的 量 级 为 6. 

因此 , 可 能 有 两 个 重要 的 极限 情况 . 量 6 可 能 远大 于 或 远 小 于 流体 中 的 振 
动物 体 的 尺寸 . 设 1 是 该 尺寸 的 量 级 . 首先 考虑 5 六 ! 的 情况 , 这 意味 着 , 应 当 
成 立 条 件 Bw < ” 除 此 之 外 , 我 们 还 假设 雷诺 数 很 小 . 如 果 a 是 物体 的 振幅 ， 
则 其 速度 的 量 级 为 aw, 所 以 这 种 流动 的 雷诺 数 是 wolfv. 因此 , 我 们 假设 成 立 
条 件 


lw < wv, “0 <1. (24.10) 


这 是 低频 振动 情况 . 但 是 低频 又 意味 着 速度 随时 间 缓 慢 地 变化 , 所 以 在 一 般 的 
运动 方程 
2 
ot 
中 可 以 忽略 导数 8w/8t. 还 可 以 忽略 项 (v .了 )v, 因为 雷诺 数 很 小 . 
在 运动 方程 中 没有 项 6v/6t, 这 意味 着 定常 流动 . 因此 , 当 6 > 1 时, 流动 
在 每 个 给 定时 刻 都 可 看 做 是 定常 的 . 这 表明 , 每 个 给 定时 刻 的 流动 就 相当 于 物 
体 以 该 时 刻 的 速度 作 匀速 运动 所 引起 的 流动 . 例如 , 如 果 讨 论 一 个 漫 没 在 流体 
中 的 球体 , 其 振动 频率 满足 不 等 式 (24.10) (现在 ! 是 球体 半径 ), 就 可 以 下 结 
论说 , 球体 所 受阻 力 可 由 低 雷 诺 数 下 球体 匀速 运动 时 的 斯 托 克 斯 公式 (20.14) 
给 出 . 
现在 研究 相反 的 情况 , 即 1 > 5 的 情况 . 为 了 仍然 可 以 忽略 项 (v.V)v, 这 
时 还 必须 成 立 一 个 条 件 : 物体 的 振幅 远 小 于 其 尺寸 , 即 


+ (Vv.VY)v = -vp+ vAv 


lw >v a<!l (24.11) 


(注意 雷诺 数 此 时 根本 不 必 很 小 ). 其 实 , 我 们 来 估计 (w.V)o. 算 子 (o.V) 表 
示 沿 速度 方向 的 一 种 微分 运算 . 但 在 物体 表面 附近 , 速度 方向 与 切线 方向 基本 
一 致 , 而 在 这 个 方向 上 , 速度 仅 在 物体 尺寸 量 级 的 距离 上 才 有 显著 变化 , 所 以 
(vy)v ~ v2/1 ~ azw2/1 (速度 v 本 身 的 量 级 为 aw). 导数 Bw /Bt ~ vw ~ aw?. 
对 比 这 两 个 表达 式 , 我 们 看 出 , 在 a 冬 ! 时 确实 有 (wu.V)o < 86v/8t. 还 容易 确 
认 , 项 9w/6: 和 vAw 此 时 具有 相同 的 量 级 . 

现在 讨论 当 条 件 (24.11) 成 立时 振动 物体 周围 流动 的 性 质 . 在 紧 贴 物体 表 
面 的 薄 雇 内 , 流动 是 有 旋 的 , 而 对 于 薄 层 之 外 的 流体 , 流动 是 有 势 的 DO， 所 以 ， 


@ 在 平板 振动 的 情况 下 , 经 过 距离 5 后 不 仅 rotw 会 衰减 , 速度 v 本 身 也 会 衰减 ， 这 是 因为 , 平 
板 在 振动 时 并 不 会 排 开 流体 , 于 是 距离 平板 较 远 的 流体 仍然 保持 静止 . 在 其 他 形状 物体 振动 的 情况 下 ， 
物体 会 排 开 流体 , 流体 因而 运动 起 来 , 其 速度 仅 在 与 物体 尺寸 相当 的 距离 上 才 有 显著 衰减 . 
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除了 紧 贴 物体 的 薄 层 , 各 处 的 流动 都 可 由 以 下 方程 描述 : 
rotv 一 0， divy = 0. (24.12) 


由 此 可 知 , 还 有 Av = 0, 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 于 是 化 为 欧 拉 方程 , 因此, 除了 紧 
贴 物体 的 薄 层 , 流体 处 处 都 像 理 想 流体 那样 运动 ， 

因为 紧 贴 物体 的 这 一 层 很 薄 ， 所 以 在 为 了 确定 其 余部 分 流体 的 运动 而 求 
解 方程 (24.12) 时 , 本 来 应 当 把 物体 表面 上 必须 满足 的 条 件 一 一 即 流体 速度 等 
于 物体 速度 的 条 件 一 一 作为 边界 条 件 . 然而 , 理想 流体 运动 方程 的 解 无 法 满足 
这 些 条 件 , 只 能 要 求 垂直 于 物体 表面 的 流体 速度 分 量 满足 这 样 的 条 件 . 

虽然 方程 (24.12) 不 适用 于 紧 贴 物体 表面 的 流体 层 , 但 因为 从 这 两 个 方程 
解 出 的 速度 分 布 已 经 满足 了 法 向 速度 分 量 所 必须 满足 的 边界 条 件 ， 所 以 该 分 
量 在 物体 表面 附近 的 实际 变化 过 程 并 不 重要 . 至 于 切 向 分 量 , 则 通过 求解 方程 
(24.12), 我 们 得 到 该 分 量 的 某 个 值 , 它 不 等 于 物体 速度 的 相应 分 量 , 但 这 两 个 
速度 分 量 应 当 相 等 , 所 以 , 在 紧 贴 物 体 的 薄 层 内 , 切 向 速度 分 量 必定 发 生 迅速 
的 变化 . 

容易 确定 这 种 变化 的 过 程 . 考虑 物体 表面 的 任何 一 部 分 , 其 尺寸 远大 于 6 
却 远 小 于 物体 尺寸 . 这 部 分 表面 可 以 近似 视 为 平面 , 从 而 可 以 对 它 使 用 关于 平 
面 情况 的 上 述 结果 . 设 z 轴 指 向 所 讨论 的 这 部 分 表面 的 法 向 , 而 y 轴 指 向 其 切 
向 , 并 且 该 方向 与 这 部 分 表面 的 切 向 速度 方向 一 致 , 用 w 表示 流体 相对 于 物 
体 的 速度 的 切 向 分 量 . 在 物体 表面 上 , w 应 为 零 . 最 后 , 设 woeri 是 通过 求解 
方程 (24.12) 而 得 到 的 w 值 . 根据 本 节 最 初 所 得 结果 可 以 下 结论 说 , 在 紧 贴 物 
体 表面 的 薄 层 中 , 量 w 在 不 断 接近 物体 表面 时 将 按照 以 下 规律 减 小 @: 


vw = vee [1 -eC Ve/ |. (24.13) 
最 后 , 总 的 能 量 耗 散 率 等 于 振动 物体 全 部 表面 上 的 积分 


万 ,= -1 | or ¢ jvol2af. (24.14) 


本 节 习 题 计算 了 在 黏 性 流体 中 振动 的 各 种 物体 所 受 的 阻力 ， 这 里 对 这 些 
力作 出 以 下 一 般 说 明 . 我 们 把 物体 的 运动 速度 写 为 复数 形式 , w = woe-wt, 由 
此 得 到 的 阻力 下 正比 于 速度 %, 并 且 也 具有 复数 形式 = pw, 其 中 B= +igs 
是 复 常 数 . 该 表达 式 可 以 写 为 分 别 正比 于 速度 mw 和 加 速度 的 两 项 之 和 : 


F=(P +ib2)u = Bu 一 a (24.15) 


速度 分 布 (24.13) 是 在 使 物体 静止 (在 z = 0 处 v, = 0) 的 参考 系 中 写 出 的 .所 以 , 应 取 静 止 
物体 有 势 绕 流 问 题 的 解 作为 vo. 
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其 中 的 系数 是 实数 . 
能 量 耗 散 率 的 (时间 ) 平均 值 可 以 通过 阻力 与 速度 乘积 的 平均 值 来 计算 . 
当然 , 此 时 首先 应 当 取 上 述 表达 式 的 实 部 , 即 


v 一 二 (wo eiwt 十 uteiet), FF= 于 (wop eiwt 下 ws OB*eiot), 
注意 到 et2wt 的 平均 值 等 于 零 , 我 们 得 到 


一 = 1 
Erin= Fu= (B+P")lvol = Fhluol. (24.16) 


我 们 由 此 看 出 , 能 量 耗 散 只 与 量 8 的 实 部 有 关 , 阻力 (24.15) 的 相应 部 分 ( 正 
比 于 速度 的 部 分 ) 可 以 称 为 耗 散 部 分 , 阻力 的 另 一 部 分 (由 6 的 虚 部 确定 的 部 
分 ) 正比 于 加 速度 且 不 涉及 能 量 耗 散 ,可 以 称 为 惯性 部 分 . 

采用 类 似 方 法 可 以 给 出 在 黏 性 流体 中 作 旋 转 振动 的 物体 所 受 的 力矩 . 


习 题 


1. 设 两 个 平行 平板 之 间 有 一 层 黏 性 流体 ,其 中 一 个 平板 在 自身 平面 内 振动 , 求 作用 于 
每 个 平板 的 摩擦 力 . 
解 : 我 们 寻求 方程 (24.3) 的 以 下 形式 的 解 O: 


v= (Asinkz+ Becoskzr)ee!, 
并 从 以 下 条 件 确定 A 和 B: 
在 T= 二 0 处 v=w 二 Woe-i2t， 在 z=h 处 v=0 


(hh 是 平面 之 间 的 距离 ). 结果 得 到 
_ sink(h— 7) 
i 
运动 平板 单位 面积 上 的 摩擦 力 等 于 


Py = = —nku cot kh, 
z=0 


加 
了 Dr 
而 固定 平板 单位 面积 上 的 摩擦 力 等 于 





Pa, = 





本 
7 Bz 





r=h 


(相应 表达 式 均 理解 为 取 其 实 部 ). 


@ 在 本 节 所 有 习题 中 , & 和 6 均 由 (24.4) 给 出 . 
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2. 设 一 个 在 自身 平面 内 振动 的 平面 上 斤 盖 有 一 层 液体 (厚度 为 hh), 液体 的 上 表面 是 
自由 面 , 求 作用 于 平板 的 摩擦 力 . 
解 : 平板 和 自由 面 上 的 边界 条 件 分 别 为 : 


在 T= 二 0 处 v= 在 z= 有 处 coy 一 92 一 0. 


革 诬 罗 _ Cosk(h— Zz) 
cos kh 
摩擦 力 为 
B=n 元 ; = nku tan kh. 


3. 设 一 个 直径 羽 很 大 的 平面 圆 盘 绕 其 轴 在 流体 中 作 小 振幅 旋转 振动 ,并且 转动 角 
9 二 00coswt,，0o < 女 1 求 作用 于 圆 盘 的 摩 氛 力 矩 ， 

解 : 对 于 小 振幅 振动 , 无 论 频率 w 如 何 , 运动 方程 中 的 项 (v.V)v 总 是 远 小 于 9v/8t. 
如 果 民 污 5, 则 在 计算 速度 分 布 时 可 以 认为 圆 盘 是 无 穷 大 的 取 柱 面 坐标 系 , 其 zx 轴 与 旋转 
轴 重 合 , 并 导 求 形式 为 w = vz 二 0, vp 二 二 7 人 2(z, 日 的 解 , 对 于 流体 的 角速度 2(z， 胃 ， 
我 们 得 到 方程 


让 此 方程 的 解 在 z= 二 0 处 等 于 一 wbosinwt, 在 zx= oo 处 等 于 零 ， 则 
1 = —wboe™*/s sin (ot 一 子 ) 
作用 于 圆 盘 两 面 的 摩擦 力矩 等 于 
R 
M= 2/ 7 27777 | ar 一 wOor Vwpn Re cos (ot— 工 ) 


4. 设 两 个 平行 平板 之 间 的 流体 中 存在 压强 梯度 ,并 且 压 强 梯度 随时 间 按 照 简 谐 规律 
变化 , 求 流体 的 运动 . 

解 : 在 两 个 平板 之 间 正 中 央 取 zz 平面 , 设 w 轴 沿 压强 梯度 方向 ,并 把 该 梯度 写 为 以 
下 形式 : 


1 Op 一 jiwt 
pp 一 Qe 
速度 处 处 沿 z 方向 , 可 由 方程 
如 过 ot 


确定 ， 让 此 方程 的 解 满足 条 件 : 在 y= 二 土 h/2 处 二 0, 则 


Po ia -iwt | Cos ky | 


亲 1 soa(kR/D | 
迷 度 (在 横 截面 上 ) 的 平均 值 等 于 


oe 
WwW 
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当 hh/6 < 1 时 ,此 表达 式 变 为 
iwt he 


Tae 
12v° 


这 与 (17.5) 一 致 . 当 hh/6 交工 时 可 以 得 到 
2 ia —iwt 


[7 e 
WwW 


与 此 相应 的 是 , 速度 在 截面 上 必定 近乎 处 处 相同 , 仅 在 紧 贴 平 板 的 薄 层 内 才 有 显著 变化 . 
5. 设 一 个 球体 (半径 为 RR) 在 流体 中 作 平 移 振动 , 求 作用 在 球体 上 的 阻力 . 
解 : 球体 速度 4 = uoe““*. 类 似 于 $20 中 的 做 法 , 我 们 寻求 以 下 形式 的 流体 速度 : 


—iwt 


v=e " rotrot(fuo) 


其 中 了 仅 是 7 的 函数 (坐标 原点 取 在 球 心 的 瞬时 位 置 ). 代入 (24.9) 并 进行 与 820 中 的 变 
换 相 类 似 的 变换 , 我 们 得 到 方程 


A?f+ Af =0 
(代替 820 中 的 方程 A2f = 0). 所 以 有 
e kr 
Af = const - i 
所 选择 的 解 随 7 按 指 数 规律 衣 减 , 而 非 按 指 数 规律 增加 ， 积 分 后 得 到 
ikr 


(可 以 不 写 出 函数 了 本 身 ,因为 在 速度 中 只 出 现 导 数 P 和 f”). 在 r= 二 忆 处 v= wu, 由 此 
条 件 确定 常量 a 和 bb, 结果 为 
_ 8R wR ,，__R 3 3 
co=- 吕 oo- 全 (人 -总 -二 ) O) 
我 们 指出 , 在 高 频 情况 下 ( 尽 交 8),a 一 0,8 一 一 Ra/2, 这 对 应 着 势 流 (810 习题 2), 并 且 
与 824 中 的 结论 一 致 . 
阻力 可 按 公式 (20.13) 计算 , 积分 域 是 球面 ,结果 为 


三 £ 2 / 2p 2R\ du 
P=6mR(1+g)utarR 让 (+ 器 ) 人 (3) 


当 w 二 0 时 , 此 公式 化 为 斯 托 克 斯 公式 , 而 在 高 频 情 况 下 可 得 

F= 芝 p 形 他 + 6rR?V2npw wu. 
在 这 个 表达 式 中 , 第 一 项 对 应 于 绕 球 势 流 中 的 惯性 力 ( 见 811 习题 1), 而 第 二 项 给 出 耗 散 
力 的 极限 表达 式 . 也 可 以 按照 公式 (24.14) 计算 能 量 耗 散 , 从 而 求 出 这 里 的 第 二 项 (对 比 下 
一 道 习 题 )， 
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6. 设 一 个 无 穷 长 圆柱 体 (半径 为 RR) 在 流体 中 振动 , 振动 方向 重 直 于 园 柱 轴 , 求 回 柱 
体 所 受阻 力 (在 高 频 情 况 下 , 即 当 5 < R 时) 的 极限 表达 式 . 
解 : 静止 圆柱 体 横 向 绕 流 的 速度 分 布 由 公式 
v= Eon(u.n) ~—u—u 
给 出 ( 见 $10 习题 3), 由 此 求 出 国 柱 体 表面 上 的 切 向 速度 : 
vo 一 一 24 Sin 
(7, p 是 横 鹤 面 上 的 极 坐 标 , 极 角 gp 从 以 的 方向 算 起 ). 按照 (24.14) 求 出 (单位 长 度 圆柱 
体 的 ) 能 量 耗 散 率 : 
Brin 一 TW RV2pnN. 
与 公式 (24.15), (24.16) 进行 对 比 , 得 到 所 求 的 阻力 : 
Faiss = 27 Ruy 2pnw. 
7, 求 在 流体 中 任意 运动 的 球体 (其 速度 是 时 间 的 给 定 函 数 色 二 wu()) 所 受 的 阻力 ， 
解 : 把 w(t) 展开 为 传 里 叶 积 分 : 
u(t) = 元 / Uwe “tdw, vw = 人 人 u(T)eird7， 
因为 方程 是 线性 的 , 所 以 总 阻力 可 以 写 为 当 速 度 等 于 各 傅 里 叶 分 重 wwe-i 时 所 得 阻力 的 
积分 的 形式 . 这 些 阻力 可 由 习题 5 公式 (3) 给 出 , 它们 等 于 


_iwt| 6 2i : 
rpR uwe ot Es 一 也 十 wo 一 va 





注意 到 (du/dt)。 = 一 iwuw, 把 此 式 改写 为 


mpRFReri [ 徊 w + 230.+ E(w. 0 中 








在 积分 时 , 第 一 项 和 第 二 项 分 别 给 出 u(t) 入 (t). 为 了 计算 第 三 项 的 积分 , 我 们 首先 指出 ， 
对 于 负 的 w, 应 当 把 这 一 项 写 为 复 共 配 形式 , 即 用 (1 一 i)/ Viw| 代替 (1 十)/Vw (这 是 因为 
习题 5 中 的 公式 (3) 是 在 w > 0 的 条 件 下 对 速度 忆 =Uoe-iwt 得 到 的 ; 对 于 速度 wo ei 
理应 得 到 其 复 共 辐 形 式 )， 所 以 ,可 以 把 w 从 一 00 到 +oo 的 原 积 分 域 改 为 从 0 到 +oo, 并 
取 积 分 实 部 的 二 售 : 


me [a+ Ma 
= 工 Re ar 三 广 2 dwar] 


| 


-ae[ 广 r+ 广 2 ar | V2/ -ar 


824 黏 性 流体 的 振动 流动 。 103 . 


于 是 , 最 后 得 到 阻力 表达 式 
P=2rpR (3 时 + 旷 二 已 yf 里 一 =): (4) 


8. 设 一 个 球体 从 时 刻 上 = 0 开始 按照 以 二 at 的 规律 在 流体 中 作为 加 速 运动 , 求 作用 
在 球体 上 的 阻力 . 

解 : 在 习题 7 公式 (4) 中 取 : 当 t<0 时 尽 =0, 当 上 >0 时 尺 =ot 我 们 得 到 (在 
t> 0 时) 





3vt tv 
F = 2rpRo (3 十 厌 十 = Ye) 
9. 设 流体 中 的 一 个 球体 在 一 瞬间 Pn 求 其 阻力 . 
解 ; 我 们 有 : 当 +<0 时 =0, 当 +>0 时 以 =wo. 导数 du/dt 在 t 隆 0 时 一 直 为 
零 ， 而 在 二 = 0 时 等 于 无 穷 大 , 并 且 dwu/dt 对 时 间 的 积分 是 有 限 的 , 其 值 为 wo， 因此 得 到 ， 
对 于 > 0 的 所 有 时 刻 ， 





Rh 2rp 有 Rs 
F = 6rpvRuo ( 十 起) 十 3 vo6(t), 


其 中 6(t) 是 6 函数. 当 上 一 co 时 , 这 个 表达 式 渐 近 地 趋 于 斯 托 克 斯 公式 所 给 的 值 . 在 包括 
时 刻 友 二 0 在 内 的 无 穷 小 时 间 间 陪 内 ,球体 所 受阻 力 冲 量 可 以 通过 下 中 最 后 一 项 的 积分 求 
出 , 它 等 于 2xpR3wo/3. 

10. 设 一 个 球体 绕 其 直径 在 黏 性 流体 中 作 旋 转 振 动 , 求 作用 在 球体 上 的 力矩 

解 : 按照 与 820 习题 1 中 相同 的 理由 , 在 运动 方程 中 可 以 不 写 压 强 梯度 项 , 所 以 有 


Ov 
吉 =vAo, 


我 们 寻求 形 如 
v=rot(f0) 
的 解 , 其 中 侣 二 foe™iw* 是 球体 旋转 的 瞬时 角速度 . 对 于 f， 所 得 方程 不 是 Ap = conat， 
而 是 
Af + hk?f = const. 
在 这 个 方程 的 解 中 略 去 无 关 紧 要 的 常数 项 ,我 们 有 f= 二 aeikr/r ( 取 无 穷 远 处 为 零 的 解 ) 从 
球面 上 v= 2 xr 的 边界 条 件 确 定常 数 a, 结果 得 到 


A FR ik(r—R) ee 1— ikr eik(r—R) 
f= 7 , -xn 人 (2) } 


1—ikR 
(已 是 球 的 半径 ). 类 似 于 820 习题 1 中 的 计算 , 由 此 给 出 流体 对 球体 的 力 乱 的 以 下 表达 式 : 
a 3+6R/6+6(R/0)? + 2(R/6)3 — 2i(R/6)(1 + R/S) 
M= -mn T+HaR/+2RI 


当 马 一 0 ( 即 6 一 oo) 时 可 得 表达 式 M = 一 8rmR30, 这 对 应 于 球体 的 均匀 旋转 ( 见 
820 习题 1). 在 相反 的 极限 下 , 当 RJ6 泌 1 时 可 得 


M = A RVnpo(li— 1)0. 
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也 可 以 用 以 下 方法 直接 得 到 这 个 表达 式 ， 当 6 安民 时 , 每 一 个 球面 微 元 都 可 以 视 为 平面 ， 
于 是 只 要 把 速度 以 二 PRsing 代入 公式 (24.6), 即 可 按照 此 公式 来 计算 该 球面 微 元 上 的 作 
用 力 . 

11. 设 一 个 装 满 籍 性 流体 的 球 壳 绕 其 直径 作 旋转 振动 , 求 作 用 在 球 壳 上 的 力矩. 

解 : 我 们 寻求 与 上 题 中 形式 相同 的 速度 表达 式 . 对 于 用 我 们 选取 在 球 壳 内 (包括 球 
心 ) 处 处 有 限 的 解 : f 二 asinkr/r. 从 边界 条 件 确定 a, 从 而 得 到 

R\ krcoskr 一 sin kr 
ng. (2) RRcoskhR — sinkR’ 

计算 摩擦 力矩 , 得 到 表达 式 


k2R? sin kR + 3kRcoskR— 3sinkR 
ERcoskR— sinkR 


当 R/6 污 1 时 , 极限 表达 式 自然 与 上 题 的 相应 结果 相同 . 如 果 R/6 饼 1, 则 


M = SmRn 


这 个 公式 中 的 第 一 项 对 应 于 全 部 流体 作为 一 个 整体 旋转 时 所 出 现 的 惯性 力 . 
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关于 液体 自由 面 附近 的 速度 分 布 , 可 以 进行 与 上 述 内 容 类 似 的 讨论 . 考虑 
液体 在 自由 面 附近 的 振动 (例如 重力 波 ). 假设 条 件 (24.11) 成 立 , 现在 波长 和 

起 长 度 ! 的 作用 : 
Nur aA (25.1) 


(a 是 波 的 振幅 , w 是 波 的 频率 ). 这 时 可 以 断言 , 流动 仅 在 自由 面 薄 层 内 才 是 有 
旋 流 , 而 在 液体 其 余 各 处 则 为 势 流 , 就 像 理 想 流体 的 情况 一 样 . 

在 自由 面 上 , 黏 性 液体 的 运动 应 当 满 足 边界 条 件 (15.16), 这 要 求 速度 对 坐 
标的 导数 的 一 些 确 定 组 合 为 零 . 然而 , 求解 理想 流体 动力 学 方程 所 得 到 的 流动 
并 不 满足 这 些 条 件 . 类 似 于 上 节 对 让 的 讨论 , 我 们 可 以 下 结论 说 , 相应 的 速度 
导数 在 液体 自由 面 薄 层 内 迅速 减 小 . 值得 重点 指出 的 是 , 此 处 的 速度 梯度 不 会 
像 在 固体 表面 附近 那样 大 . 

我 们 来 计算 重力 波 中 的 能 量 耗 散 . 这 里 必须 考虑 的 不 仅仅 是 动能 耗 散 , 而 
是 包括 动能 和 重力 势能 在 内 的 机 械 能 wecn 的 耗 散 . 但 是 , 重力 场 存在 与 否 ， 
显然 并 不 会 影响 流体 内 摩擦 过 程 所 引起 的 耗 散 . 所 以 , 访 c。 可 由 同样 的 公式 


(16.3) 给 出 : 
9 oe 了 Ov Ovk 
so 
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对 于 重力 波 , 在 计算 这 个 积分 时 必须 注意 , 因为 有 旋 流 所 在 自由 面 薄 层 的 体积 
很 小 , 而 这 里 的 速度 梯度 又 不 是 非常 大 , 所 以 可 以 忽略 这 个 薄 层 所 导致 的 效应 ， 
这 不 同 于 固体 表面 振动 的 情形 . 换言之 , 积分 域 应 是 全 部 液体 所 占 区 域 , 并 且 
正如 我 们 已 经 知道 的 那样 , 此 时 全 部 液体 都 像 理 想 流体 一 样 运动 . 

不 过 , 我 们 已 经 在 $12 中 研究 过 理想 流体 中 的 重力 波 . 这 种 流动 是 势 流 ， 











所 以 
wu _ Op _ bw 
Daok 加 OrrOr: 加 Omi 
于 是 i 
a OA, 
Frmech 三 27 / ( Be 大 -) dV. 
速度 势 p 的 形式 为 


p = po cos(kz — wt + oa)er. 


我 们 关心 的 当然 不 是 能 量 耗 散 率 的 瞬时 值 , 而 是 对 时 间 的 平均 值 . 注意 到 正弦 
平方 的 平均 值 等 于 余弦 平方 的 平均 值 , 我 们 得 到 


Bsoch — —8nk4 / Fdy. (25.2) 


至 于 重力 波 的 机 械 能 本 身 , 则 可 以 利用 力学 中 的 一 个 已 知 结论 来 计算 : 在 
任何 一 个 作 小 振动 (小 振幅 振动 ) 的 系统 中 , 平均 动能 与 平均 势能 相等 . 据 此 
可 以 简单 地 把 万 wecn 写 为 平均 动能 的 两 倍 : 


RS 
Enea =p [Wav =of (说 ) dV, 
入 


因而 
Eech = 2pk? / pidV. (25.3) 
采用 阻尼 系数 ?7 来 表征 波 的 衰减 是 很 方便 的 , 它 定 义 为 以 下 比值 : 
ce [Boch 
Es 2 再 (25.4) 


波 的 能 量 随 着 时 间 按 照 规律 woch = const . e-27t 减 小 . 至 于 波 的 振幅 , 则 因 
为 能 量 正比 于 振幅 的 平方 , 所 以 振幅 随 着 时 间 而 减 小 的 规律 由 因子 e-7t 给 出 . 
利用 (25.2), (25.3) 求 出 
7 = 2vk?. (25.5) 
把 (12.7) 代入 此 式 , 就 得 到 重力 波 的 阻尼 系数 
_ 2vw4 
i: 





(25.6) 
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习 是 
1. 求 在 等 截面 渠道 中 传播 的 长 重力 波 的 阻尼 系数 ,假设 其 频率 很 高 ,以致 于 Vv/w 和 远 
小 于 渠道 中 的 液体 深度 和 渠道 宽度 ， 
解 : 能 量 耗 散 主要 发 生 在 紧 靠 壁面 的 一 层 液 体内 ， 这 里 的 还 度 由 壁面 本 身 的 零 值 变 为 
重力 波 里 的 值 一 voe "按照 (24.14)，( 单 位 长 度 渠 道中 的 ) 平均 能 量 耗 向 率 等 于 


lwo 
‘> Va VPw, 
其 中 了 是 渠道 横 截 面 的 边界 在 液体 自由 面 之 下 部 分 的 长 度 . (单位 长 度 渠 道中 的 ) 液体 平均 
能 量 等 于 Spv? = Splvo|?/2 (8 是 渠道 中 液体 的 横 截面 积 ). 阻尼 系数 等 于 
1 
UM 
这 样 , 对 于 矩形 截面 渠道 (宽度 为 a, 流体 深度 为 及)， 


2 十 Q 
2 a A 
2. 求 高 黏度 液体 表面 的 重力 波 中 的 流动 (v 之 w 和 ?2). 
解 : 正文 中 对 阻尼 系数 的 计算 仅 适用 于 该 系数 很 小 的 情况 (7 安 w), 这 时 可 以 在 一 阶 
近似 下 把 流动 看 做 理想 流体 的 运动 对 于 任意 黏度 的 液体 , 我 们 寻求 运动 方程 
au _ (人 53) 1 Op 

















Bt Ox? O22 p Or 
Ov _ 了 O02v: D2v。 _ 10p 有 
Ot Nar2 0z2 pOz 中 
oo OV: _ 
Ero- 


的 解 , 使 它 对 和 x 的 依赖 关系 由 ei* 二 hx 给 出 , 并且 在 深入 液体 内 部 (z < 0) 时 发 生 衷 
减 .我 们 得 到 
Wo 二 e ottike (A ek 十 Be™”), 
vz 一 el SS 14 kz _ 这 
mm 
2 
p 
其 中 m= 二 VY 如 一 iw/v. 液体 表面 上 (z = 处 ) 的 边界 条 件 是 


Gu。 (pu po _ 
cz 一 一 2 十 2 =0, =[( 尝 十 2)=0 


在 第 二 个 条 件 中 , 可 以 直接 用 z = 0 代替 z 二 C. 对 于 第 一 个 条 件 , 可 以 先 对 七 求 导 , 并 用 
guz 代替 gOC/Bt, 然后 再 令 z = 0. 这 样 得 到 关于 A 和 吾 的 两 个 齐 次 方程 , 而 从 它们 的 相 


容 性 条 件 就 得 到 
iw | 过 
(2- 六 ) + A A vk2 (1) 


Be™), 


| Ww 
一 e iwt+ikw 4 Gekz 一 gz， 
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这 个 方程 给 出 w 对 波 数 大 的 依赖 关系 , 并且 w 是 复数 , 它 的 实 部 给 出 振动 频率 , 而 虚 部 给 
出 阻尼 系数 . 在 方程 (1) 的 解 中 , 有 物理 意义 的 是 虚 部 为 负数 的 解 (这 对 应 于 波 的 表 减 ). 
方程 (1) 只 有 两 个 根 满足 这 个 要 求 . 如 果 vk? 全 V9k (条 件 (25.1))， 则 阻尼 系数 较 小 ， 
且 方 程 (1) 近似 地 给 出 w = 二 土 Vg% 一 i2vk?, 这 是 我 们 已 经 知道 的 结果 . 在 相反 的 极限 下 
vk? 交 Vgk, 方程 (1) 有 两 个 纯 虚 数 根 , 它们 对 应 着 衰减 的 非 周 期 流 . 一 个 根 是 


ig 
~ 2vk’ 
而 另 一 个 根 大 得 多 (vk? 量 级 ). 因此, 我 们 对 后 者 不 感 兴趣 (相应 流动 很 快 表 减 ). 


WwW 二 


8 26 定常 流 的 稳定 性 


对 于 条 性 流体 在 给 定 的 定常 条 件 下 运动 的 任何 问题 , 流体 动力 学 方程 在 
原则 上 都 有 一 个 精确 的 定常 解 . 这 些 解 在 形式 上 对 任何 雷诺 数 都 是 存在 的 . 然 
而 , 并 非 运动 方程 的 每 一 个 解 都 能 在 自然 界 中 真正 出 现 , 即使 精确 解 也 不 例外 . 
在 自然 界 中 出 现 的 流动 不 仅 必 须 满足 流体 动力 学 方程 , 还 必须 是 稳定 的 : 小 扰 
动 一 旦 出 现 , 就 应 当 随时 间 而 衰减 . 反之 , 如 果 在 流动 中 必然 会 出 现 的 任意 小 
扰动 随时 间 而 趋 于 增 大 , 流动 就 是 不 稳定 的 , 这 样 的 流动 实际 上 不 可 能 存在 @. 

在 数学 上 研究 流动 对 无 穷 小 扰动 的 稳定 性 应 当 按 照 以 下 流程 进行 在 所 
讨论 的 定常 解 (速度 分 布 , 设 为 vo(7)) 上 又 加 一 个 非 定常 小 扰动 v1(7, t), 使 

合 运动 v = vo 十 v1 满足 运动 方程 
> 二 +(v-V)v = -Vp+ vAv, divv = 0. (26.1) 
把 速度 和 压强 
人 一 V0 十 V1，2D 一 Do 十 和 (26.2) 


代入 运动 方程 , 即 可 得 到 用 来 确定 vi 的 方程 , 并 且 已 知 的 函数 wo 和 po 满足 
方程 
(vo:V)vo = -Vp 十 ZAvo， divvo = 0. (26.3) 


@ 我 们 以 前 曾经 把 对 任意 小 扰动 的 不 稳定 性 称 为 绝对 不 稳定 性 .现在 , 我 们 在 这 种 情形 下 略 去 
形容 词 “ 绝 对 ”, 仅仅 为 了 与 对 流 不 稳定 性 的 概念 (8 28) 相对 照 才 把 它 保留 下 来 (这 与 现代 文献 中 更 党 
采用 的 术语 一 致 ). 
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忽略 小 量 w 的 高 阶 项 , 我 们 得 到 
Ov1 
ot 

边界 条 件 为 : 在 静止 壁面 上 vi 为 零 . 

因此 , vi 满足 齐 次 线性 微分 方程 组 , 其 中 的 系数 只 是 坐标 的 函数 , 与 时 间 
无 关 . 这 些 方程 的 通 解 可 以 表示 为 一 些 特 解 之 和 , 并 且 v1 对 时 间 的 依赖 关系 
由 形 如 eriwt 的 因子 给 出 . 扰动 频率 w 本 身 不 是 任意 的 , 要 在 相应 边界 条 件 下 
求解 方程 (26.4) 才能 确定 . 这 些 频率 一 般 而 言 是 复数 . 如 果 w 的 虚 部 是 正 数 ， 
则 e-~iwt 将 随时 间 而 无 限 增 大 . 换言之 , 这 样 的 扰动 一 旦 出 现 , 就 会 不 断 增 长 ， 
即 流动 对 该 扰动 是 不 稳定 的 . 对 于 稳定 的 流动 , 所 有 可 能 频率 w 的 虚 部 必须 
都 是 负数 . 这 时 出 现 的 扰动 将 随时 间 按 指数 规律 衰减 . 

然而 , 关于 稳定 性 的 这 种 数学 研究 是 极其 复杂 的 有限 尺 寸 物体 定常 绕 
流 的 稳定 性 问题 , 至 今 仍 未 在 理论 上 解决 . 当 和 雷诺 数 足 够 小 时 , 定常 绕 流 无 疑 
是 稳定 的 . 实验 资料 表明 : 当 Re 增加 时 , 最 终 都 会 达到 一 个 确定 的 值 (Rec。， 
称 为 临界 雷诺 数 )， 流 动 由 此 开始 变 为 不 稳定 的 . 于 是 , 在 足够 大 的 雷诺 数 下 
(Re > Reer), 固体 的 定常 绕 流 是 根本 不 可 能 的 .当然 , 临界 雷诺 数 不 是 普 适 的 ， 
每 一 种 类 型 的 流动 都 有 自己 的 Recr. 看 来 , 这 些 值 的 量 级 为 几 十 (例如 , 对 于 
圆柱 体 的 横向 绕 流 , 在 R= wd/v ~ 30 时 就 已 经 观测 到 不 衰减 的 非 定常 流 , 这 
里 4 是 圆柱 体 的 直径 ). 

我 们 来 研究 因为 高 雷诺 数 定常 流 不 稳定 而 由 此 演化 出 来 的 非 定常 流 的 特 
性 (JI. 工 . 朗 道 , 1944). 

我 们 从 Re 仅 略 大 于 Recr 的 情况 开始 研究 这 种 流动 的 性 质 . 当 Re < Recr 
时 , 对 于 所 有 可 能 的 小 扰动 , 其 复 频 率 w = wi 十 iy, 的 虚 部 都 是 负数 (7; < 0). 
当 Re = Recr 时, 出 现 一 个 虚 部 为 零 的 频率 . 当 Re > Rec 时 , 对 此 频率 有 mi > 0， 
并 且 对 于 接近 临界 值 的 Re 有 六 冬 wi@. 与 此 频率 相应 的 函数 v1 具有 以 下 
形式 : 


1 a 
十 (vo . V)v1 十 (v1 ， V)vo = = +vAv1, divvi=0. (26.4) 


V1 二 A(t) f(z, 2 2), (26.5) 
其 中 了 是 坐标 的 某 个 复 函 数 , 而 复 振幅 @ 
A(t) = const .eteiot, (26.6) 


@ 对 于 给 定 类 型 的 流动 , 由 所 有 可 能 频率 组 成 的 频谱 既 包括 一 些 离散 值 (离散 谱 ), 也 包括 连续 充 
满 某 些 区 间 的 值 (连续 谱 ). 可 以 认为 , 对 于 绕 有 限 尺寸 物体 的 流动 , y, > 0 的 频率 只 出 现在 离散 谱 中 . 
其 实 , 连续 谱 中 的 频率 所 对 应 的 扰动 一 般 而 言 不 会 在 无 穷 远 处 消失 ， 而 与 此 同时 ,基本 流 在 无 穷 远 处 
显然 是 稳定 的 平面 均匀 流 . 

@ 照例 要 取 (26.6) 的 实 部 . 
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A(t) 的 这 个 表达 式 其 实 仅 在 定常 流动 方式 被 破坏 后 的 短 时 间 内 才 是 成 立 的 : 
因子 emt 随时 间 而 迅速 增加 , 而 用 来 确定 v1 并 给 出 (26.5) 和 (25.6) 这 类 表 
达 式 的 上 述 方法 仅 适用 于 vi 足够 小 的 情况 . 其 实 , 非 定常 流 的 振幅 的 模 |4| 
当然 不 会 无 限 增加 , 它 趋 于 某 个 有 限 的 极限 值 . 当 Re 接近 Recr 时 , 这 个 有 限 
的 极限 值 仍然 很 小 , 并 且 可 以 用 以 下 方法 来 确定 这 个 值 . 

我 们 来 确定 振幅 平方 |4| 对 时 间 的 导数 . 对 于 很 小 的 时 间 , 当 (26.6) 仍 
然 成 立时 , 我 们 有 ， 

和 ,ap 
这 个 表达 式 其 实 只 是 对 4 和 4* 的 备 级 数 展开 式 中 的 第 一 项 . 当 模 |4| 增加 (但 
仍 为 小 量 ) 时 , 就 应 当 考虑 该 展开 式 中 后 面 的 项 . 接 下 来 的 一 项 为 4 的 三 阶 项 . 
不 过 , 我 们 所 关注 的 不 是 上 述 导数 的 精确 值 , 而 是 它 对 时 间 的 平均 值 , 并 且 用 
来 取 平 均值 的 时 间 间 隔 远 大 于 周期 因子 e-imt 的 周期 2r/wl (我 们 知道 , 因为 
ww 光 1 所 以 该 周期 远 小 于 振幅 之 模 |4| 发 生 显著 变化 所 需 的 时 间 1/7), 但 
是 三 阶 项 必定 包含 周期 因子 , 其 平均 值 为 零 @. 四 阶 项 包含 正比 于 424*? =|A|4 
的 一 项 , 它 在 取 平 均值 时 不 为 零 . 于 是 , 精确 到 四 阶 项 , 我 们 有 
dF 
dt 

其 中 a 是 正 或 负 的 常量 ( 朗 道 常量 ). 

让 我 们 感 兴趣 的 情形 是 , 无 论 扰 动 有 多 小 , 它 在 Re > Recr 时 都 是 不 稳定 
的 (以 基本 流 为 背景 ). 与 此 对 应 的 是 a > 0, 我 们 来 研究 这 种 情形 . 

我 们 在 (26.7) 中 没有 写 出 |4|? 和 |4|* 上 的 平均 值 符号 , 因为 仅 在 远 小 于 
1/m 的 时 间 闻 隔 内 取 平均 值 . 根据 同样 的 理由 , 在 求解 这 个 方程 时 , 我 们 也 不 
写 出 方程 左 侧 导 数 上 的 平均 值 符号 . 方程 (26.7) 的 解 具 有 以 下 形式 : 


14 = 二 十 const .e 一 271t. 
1 


=2%14P 一 al4l4， (26.7) 


由 此 可 见 , |4|? 渐 近 地 趋 于 有 限 的 极限 值 
|Almax = 了. (26.8) 


量 ?1 依赖 于 Re, 函数 Re) 在 Recr 附近 可 以 展开 为 Re — Recr 的 帘 级 
数 . 但 是 , 根据 临界 雷诺 数 的 定义 本 身 , y1(Recr) = 0, 所 以 近似 地 有 


7 = const . (Re — Reor). (26.9) 


@ 严格 地 说 , 在 取 平 均值 时 , 三 阶 项 给 出 的 不 是 零 , 而 是 四 阶 的 量 ， 我 们 假设 这 些 量 被 包含 在 展 
开 式 的 四 阶 项 中 . 
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把 这 个 表达 式 代 入 (26.8), 我 们 求 出 上 述 扰动 振幅 对 “ 超 临 界 程度 ” 的 以 下 依 
赖 关 系 : 
|4|max ~ (R— Recr)/?. (26.10) 
再 简单 讨论 方程 (26.7) 中 a < 0 的 情形 . 为 了 确定 扰动 振幅 的 极限 值 , 展 
开 式 (26.7) 中 的 两 项 现在 已 经 不 够 , 所 以 应 当 考 虑 带 有 负 号 的 高 阶 项 . 设 此 项 
为 -Bl4l6e, 其 中 6 > 0. 于 是 


2 1/2 

|4|2... = 各 土 ( 率 + 他 ?| (26.11) 

其 中 由 (26.9) 给 出 . 这 个 依赖 关系 由 图 13(b) 表示 (图 13 (a) 对 应 a > 0 的 

情况 , 即 公式 (26.10)). 当 Re > Recr 时 , 定常 流 根本 不 可 能 存在 ; 当 Re = Recr 

时 , 扰动 振幅 以 突 跃 形式 增加 到 

有 限 值 (当然 , 仍 假设 振幅 足够 “|L4|m 

小 , 使 这 里 所 用 的 对 |4j? 的 窘 级 

数 展开 式 仍 然 成 立 )@. 在 区 间 

Re' < Re < Rec 内 ， 基 本 流 是 

亚 稳 定 的 , 即 对 无 穷 小 扰动 稳定 

( 实 线 ), 但 对 有 限 振幅 扰动 不 稳 和 

定 (虚线 分 支 不 稳定 )-. 9 
现在 回 到 前 面 的 讨论 , 考虑 图 13 

当 Re > Recr 时 因为 流动 对 小 扰 

动 的 不 稳定 性 而 出 现 的 非 定常 流 . 当 Re 接近 Recr 时 , 这 种 流动 可 以 表示 为 定 

常 流 vo(7) 与 周期 流 v1(7, t) 合 加 的 形式 , 后 者 的 振幅 很 小 但 有 限 , 并 且 当 Re 

增加 时 按照 规律 (26.10) 增加 . 周期 流 中 的 速度 分 布 具 有 以 下 形式 : 


v1 = f(r)e-iotth) (26.12) 


其 中 7 是 坐标 的 复 函 数 , 8， 是 某 个 初 相 . 当 差 值 Re - Recr 很 大 时 , 速度 分 为 
vo 和 v1 两 部 分 已 经 没有 意义 . 这 时 , 我 们 只 要 考虑 某 个 频率 为 wx 的 周期 流 . 
如 果 用 相位 pi = wit+ Bi 代替 时 间作 为 自 变 量 , 就 可 以 说 , 函数 v(mr,，y1) 是 
%l 的 周期 函数 , 周期 为 2r. 不 过 , 这 个 函数 现在 不 再 是 简单 的 三 角 函 数 , 其 全 
里 叶 级 数 展开 式 





?一 》， 4p(r)eripip (26.13) 


@ 在 力学 中 , 这 样 的 系统 称 为 刚性 自 激 系统 , 以 区 别 于 对 无 穷 小 扰动 不 稳定 的 柔性 自 激 系统 . 
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(对 所 有 正 、 负 整数 p 求 和 ) 不 仅 包括 带 有 基本 频率 wi 的 项 , 而 且 包括 带 有 频 
率 为 wi 的 整数 倍 的 项 . 

方程 (26.7) 只 确定 了 时 间 因 子 4(#) 的 模 , 但 没有 确定 其 相位 pi. 后 者 其 
实 仍 是 不 确定 的 , 它 取 决 于 随机 的 初始 条 件 . 根据 这 些 条 件 , 初 相 P, 可 以 取 任 
何 值 . 因此 , 所 研究 的 周期 流 并 不 是 由 与 之 相应 的 给 定 的 定常 外 部 条 件 唯 一 确 
定 的 . 有 一 个 量 一 一 速度 的 初 相 一 一 仍然 是 任意 的 . 可 以 说 , 该 流动 有 一 个 自 
由 度 , 而 由 外 部 条 件 完全 确定 的 定常 流 就 根本 没有 自由 度 . 


习 题 
推导 基本 流 与 便 加 于 其 上 的 扰动 流 之 间 的 能 量 守恒 方程 , 不 假设 后 者 很 弱 . 
解 : 把 (26.2) 代入 方程 (26.1), 但 不 忽略 v1 的 二 阶 项 , 我 们 有 
2 + (vo Voi + (v1: V)vo + (V1: V)vs = -Vpi+Re-iAoi (1) 


(假设 所 有 量 都 化 为 无 量 纲 形式 , 详 见 819). 用 v1 来 此 方程 , 并 用 等 式 divvo = divv1 二 0 
进行 变换 , 得 到 
on Ovos Re-! Ov1s Ov1s 0 


2 
OD Cl 区 -1 
Bi ViVik Ba Br Bre 十 5 | 2 (wok 十 Wik) 一 PIVK + Re wv 











| 
Dzk | 
根据 流动 区 域 边界 上 的 固 壁 条 件 或 无 穷 远 条 件 vo = v1 = 0, 方程 右 侧 最 后 一 项 在 对 全 部 
流动 区 域 积 分 后 消失 , 从 而 得 到 所 求 关系 式 : 





b=T— Re-!D, (2) 
式 中 
2 2 
= | 冯 三 二 wr Oot ~/ /ow 
Ei= / dy T= f wr Barr dv, D= / ( 织 :) dV. (3) 


泛 函 了 描述 基本 流 与 扰动 之 间 的 能 量 交换 , 它 可 以 具有 两 种 符号 . 泛 函 DD 是 能 量 耗 散 率 ， 
恒 有 D > 0. 我 们 注意 到 , (1) 中 关于 v1 的 非 线性 项 对 关系 式 (2) 没有 贡献 . 

利用 关系 式 (2) 能 够 求 出 临界 雷诺 数 Recr 的 下 方 估 值 (DO. 雷诺, 1894; W. 奥 尔 , 1907): 
如 果 Re < Rep, 其 中 


a (#¥) (4) 


并 且 泛 函 的 极 小 值 是 对 满足 边界 条 件 和 方程 divul = 0 的 函数 v1 取 的 , 则 导数 dB1 /dt 
必定 为 负 , 即 扰动 随时 间 而 衰减 . 有 限 极 小 值 的 存在 性 在 数学 上 与 泛 函 人 和 万 的 同 次 (二 
次 ) 齐 次 性 有 关 . 这 样 就 证 明了 (关于 Re 的 ) 亚 稳定 性 下 界 是 存在 的 . 在 此 下 界 之 下 , 基 
本 流 对 任何 扰动 都 是 稳定 的 . 然而 , 由 式 (4) 给 出 的 估 值 (人 们 称 之 为 能 量 估 值 ) 在 大 多 数 
情况 下 是 严重 低估 的 . 
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为 了 研究 两 个 旋转 圆柱 面 之 间 的 定常 流 (818) 在 高 雷诺 数 极限 下 的 稳定 
性 , 可 以 采用 一 种 简单 的 方法 , 它 类 似 于 84 中 用 来 得 到 静止 流体 在 重力 场 中 
的 力学 稳定 性 条 件 的 方法 ( 瑞 利 , 1916). 这 种 方法 的 原理 是 , 考虑 任意 一 个 流 
体 微 元 , 并 假设 该 微 元 偏离 了 它 在 所 研究 的 流动 中 的 运动 轨迹 . 这 时 , 发 生 偏 
离 的 流体 微 元 会 受到 力 的 作用 . 为 了 让 原 有 流动 是 稳定 的 , 这 些 力 必须 迫使 发 
生 偏 离 的 流体 微 元 返回 其 原 有 轨迹 上 的 相应 位 置 . 

在 无 扰动 的 流动 中 , 每 一 个 流体 微 元 都 绕 圆柱 面 轴线 沿 圆周 + = const 运 
动 . 设 m 为 流体 微 元 的 质量 , nr) = ?nr292 为 其 动量 矩 (2 是 角速度 ). 它 受到 
的 离心 力 等 于 p23/mr3, 此 力 与 旋转 流体 中 出 现 的 相应 径 向 压强 梯度 平衡 . 现 
在 , 假设 离 轴线 距离 为 ro 的 流体 微 元 稍微 偏离 了 它 自己 的 轨迹 并 移动 到 了 高 
轴线 距离 为 > > ro 的 地 方 . 此 时 , 流体 微 元 的 动量 矩 保持 不 变 , 仍 等 于 原来 的 
值 jo = Aro). 相应 地 , 在 新 位 置 上 作用 于 流体 微 元 的 离心 力 等 于 p68/mm3. 为 
了 使 流体 微 元 返回 原 有 轨迹 , 该 离心 力 应 当 小 于 其 平衡 值 3/mr3, 这 个 值 与 距 
离 为 ” 处 的 压强 梯度 相 平衡 . 因此 , 稳定 的 必要 条 件 是 J2 一 p83 >0. 把 Ar) 展 
开 为 正 差 值 "一 ro 的 震级 数 , 我 们 把 这 个 条 件 写 为 以 下 形式 : 


p 尘 >0. (27.1) 


根据 公式 (18.3), 运动 流体 微 元 的 角速度 作为 
Se (22. R2 一 OPR2 (f21 一 (22) R? R3 1 
a 
我 们 通过 mr2g 来 计算 p, 并 略 去 所 有 肯定 为 正 的 因子 , 从 而 把 条 件 (27.1) 写 


为 以 下 形式 : 
(PR2 一 DR2)2 > 0. (27.2) 


角速度 少 随 ”单调 变化 , 它 从 内 圆柱 面 上 的 82, 变化 到 外 圆柱 面 上 的 192. 
如 果 两 个 圆柱 面 的 旋转 方向 相反 , 即 2 和 f2。 有 相反 的 符号 , 则 函数 92 在 两 
个 圆柱 面 之 间 会 改变 符号 , 它 与 常量 0 到 -VBRY 的 乘积 就 不 可 能 处 处 为 正 . 
因此 , 这 时 (27.2) 在 流体 所 占 全 部 区 域内 并 不 成 立 , 流动 是 不 稳定 的 . 

现在 设 两 个 圆柱 面 同 向 转动 . 取 该 转动 方向 为 正方 向 , 则 有 fa > 0, f22 > 0. 
于 是 , 2 处 处 为 正 , 而 为 了 满足 条 件 (27.2), 必须 有 


f2.R2 > 1.R2. (27.3) 


如 果 f228 小 于 R21 到 ,流动 就 是 不 稳定 的 . 这 样 , 如 果 外 圆柱 面 静止 (22 = 0)， 
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仅 内 圆柱 面 旋转 , 流动 就 是 不 稳定 的 . 反之 , 如 果 内 圆柱 面 静止 (f21 = 0), 则 流 
动 稳定 . 

我 们 强调 , 在 上 述 讨 论 中 完全 没有 考虑 黏 性 力 在 流体 微 元 移动 时 的 影响 . 
所 以 , 这 种 方法 仅 用 于 夭 性 足够 小 的 情形 , 即 雷 诺 数 足够 大 的 情形 . 

为 了 研究 Re 取 任意 值 时 的 流动 稳定 性 , 应 当 采 用 基于 方程 组 (26.4) 的 一 
般 方 法 . 对 于 两 个 旋转 圆柱 面 之 间 的 流动 ,最 早 的 研究 是 由 泰勒 完成 的 (G.I. 泰 
勒 , 1924). 

在 该 情形 下 , 未 受 扰动 的 速度 分 布 vo。 只 依赖 于 柱 面 坐标 7, 而 与 角 和 wp 和 
轴 向 坐标 z 无 关 . 于 是 , 可 以 寻求 方程 组 (26.4) 的 形 如 


vi(r, p, 2) = ei("P+ks wt) f(r) (27.4) 


的 一 组 互相 独立 的 完备 的 解 , 其 中 矢量 f(r) 的 方向 是 任意 的 . 波 数 的 值 组 
成 一 个 连续 区 间 , 它 确定 扰动 沿 z 轴 的 周期 性 . 数 n 仅 取 整数 值 1, 2, …, 这 
得 自 函 数 对 变量 p 的 单 值 性 条 件 ; 值 n = 0 对 应 轴 对 称 扰动 , 只 要 让 方程 组 的 
解 满足 平面 z = const 上 的 适当 边界 条 件 (在 += 和 r= Rs 时 wi = 0), 即 
可 得 到 可 能 的 频率 值 w. 这 样 提出 的 问题 在 n 和 的 值 给 定时 一 般 而 言 确定 
了 一 组 离散 的 本 征 频 率 w = w 外 (k), 其 中 j 是 函数 wn(k) 的 不 同 分 支 的 编号 . 
这 些 频率 一 般 是 复数 . 

在 这 种 情况 下 , 当 确 定 “运动 类 型 的 比值 RL/R2 和 0Q1/f2s 已 经 给 定时 ， 
f21R3/v 或 2。R2/v 起 雷诺 数 的 作用 , 我 们 来 观察 雷诺 数 逐 渐 增 加 时 某 个 本 征 
频率 w = wi( 的 变化 . 使 函数 y(k) = Imw 对 某 个 值 首先 变 为 零 的 Re 值 ， 
确定 了 (相对 于 给 定 类 型 扰动 的 ) 不 稳定 性 开始 出 现 的 时 刻 . 当 Re < Recr 时 ， 
函数 y(k) 总 是 负 的 , 但 当 Re > Recr 时 , 它 对 于 某 个 范围 内 的 值 是 正 的 . 设 
kcr 是 ( 当 Re = Recr 时 ) 使 函数 y(k) 为 零 的 上 值 . 相应 的 函数 (27.4) 给 出 了 失 
去 稳定 性 时 ( 登 加 在 原 有 流动 上 的 ) 流动 的 特性 . 该 流动 沿 圆 柱 面 轴 向 是 周期 
性 的 , 周期 为 2r/jker. 这 时 , 实际 的 稳定 性 边界 当然 取决 于 给 出 最 小 的 Recr 值 
的 扰动 类 型 (函数 w6)(e))， 而 我 们 在 这 里 正 是 关心 这 些 “最 危险 的 ” 扰动. 通 
常 ( 见 下 文 ), 轴 对 称 扰动 就 是 这 样 的 扰动 . 因为 问题 很 复杂 , 仅 在 圆柱 面 之 间 
间隔 很 小 (h = Ra 一 Ri R= (Ra +Ra)/2) 的 情况 下 才 对 这 些 扰动 完成 了 足 
够 全 面 的 研究 , 结果 如 下 @. 


@ 在 以 下 书 中 可 以 找到 详细 论述 Kounn H.E., Ka6evm UH. A., Pose H. B. Teopernueckan ranpo- 
MexaHuka. 可 . 2. MockBa: DnaumaTru3, 1963 (Kochin N. E., Kibel 1. A., Roze N.V. Theoretical Hydrody- 
namics. Vol. 2. New York: Wiley, 1964); Chandrasekhar S. Hydrodynamic and Hydromagnetic Stabili- 
ty. Oxford: Clarendon, 1961; Drazin P. G., Reid W. H. Hydrodynamic Stability. Cambridge: Cambridge 
Univ. Press, 1981 (2nd ed., 2004; 第 一 版 中 译本 : P.G. 德 拉 津 , w.H. 雷 德 、 流体 动力 稳定 性 ， 周 祖 锋 ， 
蜂 德 炜 译 . 北京 : 宇航 出 版 社 , 1990). 
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我 们 发 现 ， 纯 虚 数 函数 w(k) 所 对 应 的 解 给 出 最 小 的 Recr. 所 以 ， 当 k = ker 
时 不 仅 有 Imw = 0, 而 且 根本 上 还 有 w = 0. 这 意味 着 , 旋转 圆柱 面 之 间 定 常 流 


的 首次 失 稳 会 导致 另 一 种 定常 流 的 出 现 @. 后 者 是 沿 圆柱 
轴 规 则 排列 的 环形 涡 (它们 称 为 泰勒 涡 ). 对 于 两 个 圆柱 面 
同 向 旋转 的 情况 , 图 14 给 出 这 些 涡 的 流 线 在 圆柱 子午 截 
面 上 投影 的 示意 图 (速度 vi 其 实 还 有 角 向 分 量 ). 在 每 个 
周期 2x/ker 的 长 度 上 有 旋转 方向 不 同 的 两 个 涡 . 

当 Re 稍 大 于 Recr 时 , 使 Inw> 0 的 上 值 已 经 不 是 
一 个 , 它们 组 成 整整 一 个 区 间 . 然而 , 不 应 认为 这 时 出 现 的 
流动 是 各 种 周期 流 同 时 县 加 在 一 起 的 结果 . 其 实 , 在 每 一 个 
Re 值 下 都 会 出 现 一 种 具有 完全 确定 周期 的 流动 , 它 使 整个 
流动 稳定 下 来 . 只 不 过 , 用 线性 化 方程 (26.4) 已 经 不 能 确定 
这 个 周期 . 

当 比 值 /Ro 给 定时 , 图 15 给 出 稳定 区 域 与 不 稳定 区 
域 (阴影 区 域 ) 之 间 分 界线 的 大 致 形状 . 分 界线 的 右 半 段 对 
应 于 两 圆柱 面 同 向 旋转 的 情况 , 直线 Do 形 = 021R? 是 渐 近 
线 (这 个 性 质 其 实 具 有 一 般 性 , 与 h 是 否 很 小 无 关 ). 对 于 给 
定 类 型 的 流动 , 雷诺 数 的 增加 对 应 于 沿 通过 原点 且 021/f2。 
取 给 定 值 的 直线 向 上 移动 . 在 这 个 图 的 右 半 部 分 , 满足 条 件 
f22R2/021R? > 1 的 所 有 上 述 直 线 都 不 与 不 稳定 区 域 边界 线 
相交 ， 相 反 ,， 当 涯 诺 数 足够 大 时 ， 满 
足 条 件 822R3/821R? < 1 的 所 有 上 述 
直线 都 要 进入 不 稳定 区 域 , 这 与 条 件 
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(27.3) 一 致 . 在 图 的 左 半 部 分 (2 和 [和 

Vs 具有 相反 的 符号 ), 任何 通过 原点 帮 

的 直线 都 与 阴影 区 域 的 边界 线 相交 ， WA 

即 当 雷诺 数 足够 大 时 ,定常 流 对 于 4 0, 
任何 比值 |22/01| 最 终 都 会 失 稳 , 这 

依然 与 上 述 结果 一 致 . 当 fa = 0 时 


(只 有 内 圆柱 面 旋转 ), 失 稳 是 从 以 下 雷诺 数 (定义 为 Re = h21Ri/v) 开始 的 : 


Recr = 41.34/ hh 


(27.5) 


@ 在 这 些 情况 下 , 我 们 说 发 生 了 稳定 性 更 车 . 大 量 实验 结果 以 及 数值 结果 让 我 们 有 理由 认为 , 这 


种 性 质 对 于 所 研究 的 流动 具有 一 般 性 , 并 且 与 h 是 否 很 小 无 关 . 
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我 们 指出 , 黏 性 对 所 研究 的 流动 起 维护 稳定 性 的 作用 : 在 > = 0 时 稳定 的 
流动 , 在 考虑 黏 性 时 仍然 稳定 ; 在 v = 0 时 不 稳定 的 流动 , 对 于 黏 性 流体 则 可 
能 变 得 稳定 . 

旋转 圆柱 面 之 间 流 动 的 非 轴 对 称 扰动 并 未 得 到 系统 性 研究 . 对 一 些 特殊 
情况 的 计算 结果 使 我 们 有 理由 认为 , 在 图 15 的 右 半 部 分 中 , 轴 对 称 扰动 仍然 
总 是 最 危险 的 . 相反 , 在 左 半 部 分 中 , 当 比 值 |f22/f21| 足够 大 时 , 考虑 非 轴 对 称 
扰动 看 来 会 略微 改变 边界 线 的 形状 . 此 时 , 扰动 频率 的 实 部 不 为 零 , 所 以 会 出 
现 非 定常 运动 , 这 使 得 失 稳 方式 发 生 重要 变化 . 

两 个 作 相 对 运动 的 平行 平板 之 间 的 流动 ( 见 $17) 是 旋转 圆柱 面 之 间 流 动 
( 当 瑚 一 0 时 ) 的 极限 情形 . 对 于 任何 雷诺 数 Re = hw/v (w 是 两 平板 的 相对 速 
度 ), 这 种 流动 对 无 穷 小 扰动 都 是 稳定 的 . 
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管道 中 的 定常 流 ( 见 817) 具有 完全 特殊 的 失 稳 方式 . 
因为 流动 沿 x 轴 ( 管 长 方向 ) 是 均匀 的 , 所 以 未 受 扰动 的 速度 分 布 we 与 
坐标 z 无 关 . 于 是 , 仿照 前 一 节 中 的 方法 , 我 们 可 以 寻求 方程 组 (26.4) 的 如 下 
yi 形式 的 解 : 
a v1 = eh? -ot) f(y, z). (28.1) 
下 这 里 也 存在 一 个 这 样 的 值 Re = Re 使 Y=Imw 在 
k 取 某 值 时 首先 为 零 . 不 过 , 重要 的 是 , 函数 w(k) 的 实 
R=R。 ”部 现在 已 经 根本 不 等 于 零 . 
当 Re 的 值 仅 略 大 于 Rec: 时 , 使 y(k)>0 的 
值 区 间 很 小 , 该 区 间 位 于 使 y(k) 达到 最 大 值 的 点 的 附 
图 16 近 , 即 满足 dy/dk = 0 的 点 的 附近 (由 图 16 显然 可 见 ). 
设 在 某 一 部 分 流动 中 出 现 微小 扰动 , 这 是 由 一 系列 形 
如 (28.1) 的 分 量 登 加 而 成 的 波 包 , 其 中 y(k) > 0 的 分 量 将 随时 间 而 增强 , 其 余 
分 量 将 衰减 . 这 样 形 成 的 加 强 波 包 同时 还 将 以 波 包 的 群 速 dw/dk (867) 向 下 
游 移动 . 因为 现在 所 研究 的 波 数 属于 满足 dy/dk = 0 的 点 附近 的 微小 区 间 , 所 
以 量 
oe 入 二 Rew (28.2) 
是 实数 , 它 其 实 就 是 波 包 的 实际 传播 速度 . 
扰动 向 下 游 移动 在 这 里 极其 重要 , 它 使 整个 失 稳 现象 变 得 完全 不 同 于 $27 
中 所 描述 的 情形 . 
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因为 Imw 大 于 零 的 性 质 本 身 现 在 仅仅 表示 向 下 游 移 动 的 扰动 不 断 加 强 ， 
所 以 存在 两 种 可 能 性 .在 一 种 情况 下 ， 尽 管 波 包 是 移动 的 ， 扰 动 在 流动 中 任 
何 一 个 固定 的 空间 点 都 会 无 限 增加 ， 这 种 对 任何 小 扰动 都 不 稳定 的 性 质 称 为 
绝对 不 稳定 性 . 在 另 一 种 情况 下 , 波 包 的 移动 速度 很 快 , 以 至 于 空间 中 每 一 个 
固定 点 的 扰动 在 t 一 co 时 都 趋 于 零 . 这 样 的 不 稳定 性 称 为 对 流 不 稳定 性 @. 对 
于 泊 肃 叶 流 , 看 来 会 出 现 第 二 种 情况 ( 见 下 文 118 页 的 脚注 ). 

应 当 指 出 , 两 种 情况 之 间 的 区 别 取 决 于 如 何 选取 用 来 研究 不 稳定 性 的 参 
考 系 , 该 区 别 在 这 种 意义 下 是 相对 的 : 某 参 考 系 下 的 对 流 不 稳定 性 在 “与 波 包 
一 起 运动 ” 的 参考 系 下 变 为 绝对 不 稳定 性 , 而 绝对 不 稳定 性 在 足够 快速 “远离 " 
波 包 的 参考 系 下 变 为 对 流 不 稳定 性 . 不 过 , 在 这 里 所 研究 的 情况 下 , 这 种 区 别 
具有 确定 的 物理 意义 , 因为 存在 一 个 特定 的 参考 系 一 一 使 管 壁 静止 的 参考 系 ， 
我 们 恰恰 应 当 在 这 个 参考 系 中 研究 不 稳定 性 . 此 外 , 因为 真实 管道 的 长 度 无 论 
多 大 也 总 是 限 的 , 所 以 在 任何 位 置 出 现 的 扰动 原则 上 都 能 够 在 它 真 正 导 致 层 
流 状态 破坏 之 前 移动 到 管道 之 外 . 

因为 坐标 > 是 沿 流动 方向 取 的 , 并 且 扰 动 沿 流动 方向 增强 , 但 在 空间 中 的 
给 定点 不 随时 间 而 增强 , 所 以 在 研究 这 种 类 型 的 不 稳定 性 时 , 用 下 述 方法 提出 
问题 是 合理 的 . 假设 在 空间 中 的 给 定位 置 上 有 特定 频率 w 的 扰动 连续 地 施加 
在 流动 上 , 研究 这 种 扰动 向 下 游 移动 时 如 何 变 化 . 求 出 函数 w(k) 的 反 函 数 , 我 
们 得 到 与 给 定 的 (实数 ) 频率 相应 的 波 数 k. 如 果 Im(k) < 0, 则 因子 et 随 z 
的 增加 而 增加 , 即 扰动 增强 . 在 w, Re 平面 上 , 由 方程 Imk(w，Re) = 0 确定 的 
曲线 ( 称 为 中 性 稳定 性 曲线 , 或 简称 为 中 性 曲线 ) 给 出 稳定 区 域 的 边界 , 该 曲线 
对 于 每 一 个 Re 都 划分 出 扰动 频率 值 向 下 游 增强 或 衰减 的 区 域 . 

实际 的 计算 过 程 极其 复杂 , 用 解析 方法 仅 对 平面 泊 肃 叶 流 一 一 两 个 平行 
平板 之 间 的 流动 进行 了 全 面 的 研究 (林家 灯 ，1945). 这 里 指出 该 研究 的 一 些 
结果 @， 

平行 平板 之 间 (未 受 扰动 ) 的 流动 不 仅 在 其 速度 方向 上 (z 轴 ) 是 齐 次 的 ， 
在 整个 zz 平面 上 (y 轴 垂 直 于 平板 ) 也 是 齐 次 的 . 于 是 可 以 寻求 方程 (26.4) 的 
形 如 

ol1 = ei(Ke*thsz—wt) f(y) (28.3) 


的 解 , 其 中 波 矢 k& 指向 zz 平面 中 的 任意 方向 . 然而 , 我 们 所 关心 的 只 是 ( 当 Re 


加 在 本 教程 另 一 卷 中 描述 了 能 够 用 来 确定 不 稳定 性 类 型 的 一 般 方法 ( 见 第 十 卷 862). 

@ 见 专著 : Lin C. C. The Theory of Hydrodynamic Stability，Cambridge: Cambridge Univ. Press， 
1955， 关 于 对 该 问题 的 这 些 研究 以 及 更 晚 一 些 的 研究 ,在 德 拉 津 和 雷 德 的 书 ( 见 第 114 页 的 脚注 ) 中 
也 有 叙述 . 
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增加 时 ) 最 先 出 现 的 增强 扰动 , 正 是 它们 决定 了 稳定 区 域 的 边界 , 可 以 证 明 , 对 
于 大 小 给 定 的 波 矢 &, 扰动 当天 指向 z 轴 时 最 先 增强 , 并 且 户 = 0. 因此 , 只 
要 研究 zy 平面 上 的 二 维 扰动 即 可 (未 受 扰动 的 流动 同样 也 是 二 维 的 ), 这 种 扰 
动 与 坐标 z 无 关 @. 

图 17 给 出 平板 之 间 流 动 的 中 性 曲线 示意 图 . 曲线 内 部 的 阴影 区 域 是 不 稳 
定 区 域 @. 我 们 发 现 , 出 现 不 衰减 扰动 的 最 小 雷诺 数值 为 Recr = 5772 (根据 近 

来 更 精确 的 计算 , S.A. 欧 尔 萨 格 , 1971), 这 里 的 雷诺 数 

多 被 定义 为 





Umaxh 
Re = 7 ， 
其 中 UVuax 是 最 大 流速 , h/2 是 平板 之 间距 离 的 一 半 ， 
即 速 度 从 零 增 加 到 最 大 值 时 所 对 应 的 距离 @. 扰动 的 
临界 波 数 kor = 2.04/ 有 对 应 临界 雷诺 数 Re = Recr. 当 
Re 2 Re ”oo 时 , 中 性 曲线 的 上 下 两 支 分 别 按照 规律 

图 17 wh A Re-3/1! 和 和- ~ Re-3/7 


Umax max 

渐 近 地 趋向 横 坐 标 轴 . 在 这 两 支 上 , w 和 之 间 的 关系 这 时 具有 wh/U ~ (kh)3 
的 形式 . 

因此 , 对 于 不 超过 一 个 确定 最 大 值 (~ U/h) 的 任何 非 零 频率 w, 都 存在 Re 
的 一 个 有 限 范围 , 该 范围 内 的 Re 所 对 应 的 扰动 是 增强 的 @. 有 趣 的 是 , 与 严格 
的 理想 流体 相 比 , 流体 的 小 而 有 限 的 黏 性 这 时 在 已 知 意义 上 起 破坏 稳定 性 的 
作用 @. 其 实 , 当 Re 一 co 时 , 任何 有 限 频 率 的 扰动 都 会 衰减 . 当 引 入 有 限 的 
黏 性 时 , 我 们 终 将 进入 不 稳定 区 域 , 并 且 当 黏 性 进一步 增加 (Re 降低 ) 时 又 会 
离开 不 稳定 区 域 . 


(28.4) 


@ 我 们 来 证 明 这 个 结论 (H.B. 斯 寺 尔 , 1933). 方程 组 (26.4) 对 于 形 如 (26.2) 的 扰动 可 以 化 为 与 
二 维 扰动 方程 一 致 的 形式 , 只 要 把 Re 代 换 为 Recosyp 即 可 , 其 中 wp 是 与 vo 之 间 的 夹 角 (在 wz 平 
面 上 ). 所 以 , 对 于 (具有 给 定 波 矢 的 ) 三 维 扰动 , 临界 雷诺 数 Bee = Recr/ cosp > Fec-, 其 中 Reor 是 
对 二 维 扰动 计算 的 . 

四 平面 k, Re 上 的 中 性 曲线 具有 类 似 的 形状 . 因为 w 和 在 中 性 曲线 上 都 是 实数 , 所 以 这 两 个 
平面 上 的 这 两 条 中 性 曲线 是 通过 不 同 变 量 表示 出 来 的 同一 种 函数 关系 . 

@ 对 于 平面 泊 肃 叶 流 , 在 文献 中 也 使 用 Re 的 其 他 定义 : 比值 hD/v, 其 中 本 是 ( 横 截 面 上 的 ) 平 
均 流速 . 因为 成 立 等 式 本 = 2Umax/3, 所 以 有 hU/v = 4Re/3, 其 中 Re 由 (28.4) 定义 . 

四 在 以 下 论文 中 证 明了 平面 泊 肃 叶 流 的 对 流 不 稳定 性 Hopnanscrn$ CO 〇 . B.，KymaxkoBcxa 益 A.T. 
证 ypH. 9xcrep，Teop. 中 x3， 1965，49(4): 1326 (Iardanskii S.V., Kulikovskii A.G. Sov. Phys. JETP. 
1966, 22(4): 915)， 但 是 , 该 证 明 仅 适用 于 Re 极 高 的 区 域 , 此 处 中 性 曲线 的 两 支 都 离 横 坐 标 轴 很 近 , 即 
在 这 两 支 上 kh < 1， 对 于 使 中 性 曲线 上 kh ~ 1 的 雷诺 数 Re, 问题 尚未 解决 . 

@ 这 个 性 质 最 早 是 由 海 森 伯 发 现 的 (W. 海 森 伯 , 1924). 
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关于 圆 管 内 流动 的 稳定 性 还 没有 完整 的 理论 研究 , 但 已 有 结果 使 我 们 有 
坚实 的 理由 假设 ,这 种 流动 在 任何 雷诺 数 下 对 无 穷 小 扰动 都 是 稳定 的 (既是 
绝对 稳定 的 , 也 是 对 流 稳定 的 ). 根据 原始 流动 的 轴 对 称 性 , 可 以 寻求 形 如 ( 同 
(27.4) 一 样 ) 

v1 = emptkz—wt) f(r) (28.5) 


的 扰动 . 可 以 认为 轴 对 称 扰动 (n = 0) 必定 衰减 是 已 经 证 明 的 事实 , 并 且 在 已 
经 研究 过 的 非 轴 对 称 振动 中 (认为 n 值 是 确定 的 , 雷诺 数 在 确定 的 范围 内 ) 也 
没有 发 现 不 衰减 的 振动 . 如 果 非 常 小 心地 避免 管道 入 口 处 的 扰动 , 就 可 以 在 极 
高 的 雷诺 数 Re 下 维持 层 流 状态 (实际 上 已 经 观察 到 雷诺 数 达到 Re ~ 105 的 
层 流 , 式 中 

二 (28.6) 


d 是 圆 管 的 直径 ，Umax 是 管 轴 上 的 流速 ). 这 个 事实 也 表明 了 圆 管内 流动 的 稳 
定性 . 

平板 之 间 的 流动 和 圆 管内 的 流动 可 以 看 做 环形 截面 管道 内 的 流动 的 极限 
情况 , 即 两 个 同 轴 圆 柱 面 (半径 为 Rl 和 Rs, Ra > Ri) 之 间 的 流动 的 极限 情况 . 
当 Ri = 0 时 , 我 们 回 到 圆 管 的 情况 @, 而 在 Ri 一 Ro 的 极限 下 得 到 平板 之 间 
的 流动 . 看 来 , 对 于 所 有 不 为 零 的 比值 Ri/Rs < 1 都 存在 临界 雷诺 数 Recr, 而 
当 RRi/Rz 一 0 时 Rec. 赵 于 无 穷 大 @， 

对 于 所 有 这 些 泊 肃 叶 流 , 还 存在 一 个 临界 雷诺 数 Re',, 它 确定 对 有 限 强 度 
扰动 的 稳定 性 边界 . 当 Re < Res, 时 , 在 管道 中 根本 不 能 存在 不 衰减 的 非 定常 
流 . 如 果 在 管道 中 的 任何 一 段 上 出 现 淇 流 , 则 当 Re < Re 时 , 满 流 区 将 向 下 
游 移动 , 同时 不 断 缩小 , 直至 完全 消失 . 反之 , 当 Re > Re', 时 , 满 流 区 将 随时 
间 而 扩张 并 占据 越 来 越 多 的 流动 区 域 , 如 果 扰 动 不 断 从 管道 入 口 进 入 管内 并 
影响 流动 , 则 当 Re < Re'. 时 , 扰动 无 论 最 初 有 多 强 , 都 必 将 在 进入 管道 某 距 
离 后 完全 衰减 . 反之 , 当 Re > Re', 时 , 整个 管道 中 的 流动 都 会 变 成 测 流 , 而 且 
Re 越 大 , 为 此 所 需 的 扰动 就 越 弱 . 在 Re'。 与 Recr 之 间 的 区 间 上 , 层 流 流动 是 
亚 稳 的 . 对 于 圆 管 , 在 Re = 1800 时 已 经 观察 到 不 衰减 的 测 流 ; 对 于 平行 平板 
之 间 的 流动 , 从 Re = 1000 开始 即 可 观察 到 滑 流 , 

管道 内 的 层 流 流动 “必然 ” 遭 到 破坏 , 与 之 相伴 的 是 阻力 的 间断 式 变化 . 对 
于 管道 内 的 流动 , 当 Re > Re 时 在 本 质 上 存在 两 种 不 同 的 阻力 定律 (阻力 对 





@ 对 速度 场 而 言 , R1 一 0 的 情况 与 Ri = 0 的 情况 其 实 不 同 , 这 涉及 相应 边界 之 有 无 . 一 一 译 者 
@ 参见 文献 ， Heaton C.J. Linear instability of annular Poiseuilie flow. J. Fluid Mech., 2008, 
610: 391. 一 一 译 者 
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Re 的 依赖 关系 ): 一 种 用 于 层 流 , 另 一 种 用 于 渤 流 ( 见 下 面 的 843)， 从 一 种 类 
型 的 流动 过 渡 到 另 一 种 类 型 的 流动 无 论 是 在 多 大 的 雷诺 数 Re 下 发 生 的 , 阻力 
都 会 发 生 间断 . 

在 本 节 最 后 , 我 们 再 作出 以 下 说 明 . 对 无 穷 长 管道 内 的 流动 得 到 的 稳定 性 
边界 (中 性 曲线 ) 还 有 另 一 种 意义 . 考虑 (与 直径 相 比 ) 长 度 很 大 但 有 限 的 管道 
中 的 流动 , 设 管道 每 一 端 都 有 确定 的 边界 条 件 一 一 速度 剖面 是 给 定 的 (例如 ， 
可 以 认为 管道 两 端 被 多 孔 介 质 壁面 覆盖 ,使 这 里 有 均匀 的 速度 ). 除了 管道 两 
端 附近 , 处 处 都 可 以 认为 (未 受 扰 动 的 ) 速度 剖面 与 > 无 关 并 与 泊 肃 叶 流 相应 . 
对 于 这 样 给 出 的 有 限 系 统 , 可 以 提出 对 无 穷 小 扰动 的 稳定 性 问题 (这 样 的 稳定 
性 称 为 整体 稳定 性 , 在 第 十 卷 $65 中 描述 了 建立 其 判 据 的 一 般 方法 ). 可 以 证 
明 , 无 穷 长 管道 的 上 述 中 性 曲线 同时 也 是 有 限 长 管道 情况 下 的 整体 稳定 性 边 
界 , 并 且 这 与 管道 两 端的 具体 边界 条 件 无 关 @. 
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如 果 两 层 不 可 压缩 理想 流体 彼此 之 间 的 相对 运动 是 一 层 流 体 在 另 一 层 流 
体 上 “滑动 ”, 则 这 种 流动 是 不 稳定 的 . 这 两 层 流体 的 分 界面 是 切 向 间断 面 , 即 
流体 的 切 向 速度 发 生 突 路 的 曲面 (H. 亦 姆 土 效 , 1868; W. 开尔文 , 1871). 我 们 
在 以 后 将 看 到 这 种 不 稳定 性 会 实际 导致 何 种 流动 图 像 (§35), 这 里 先 证 明 上 述 
结论 . 

考虑 不 大 的 一 部 分 间断 面 及 其 附近 的 流动 ,我们 可 以 认为 这 部 分 间 斯 面 
是 平 的 , 并 且 它 两 边 的 流体 速度 v! 和 va 是 常量 . 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 其 中 
一 个 速度 为 零 . 通过 适当 选取 坐标 系 总 是 可 以 做 到 这 一 点 . 设 va = 0, 并 把 vw 
直接 记 为 v. 取 wv 的 方向 为 > 轴 的 方向 , 让 z 轴 指 向 间断 面 的 法 向 . 

设 间 断面 受到 微弱 扰动 , 并 且 所 有 的 量 一 一 间断 面 本 身 的 点 的 坐标 、 流体 
的 压强 和 速度 一 一 都 是 正比 于 ei(**~%t) 的 周期 函数 . 我 们 来 研究 速度 为 。 的 
这 一 侧 流 体 , 并 用 ww 表示 发 生 扰动 后 速度 的 微小 变化 . 根据 方程 (26.4) (其 中 
vo 二 9 为 常量 , vy = 0), 对 扰动 w 有 以 下 方程 组 : 

Vp 


divv’ = 0, ~ + (v.77)v' = Re 
因为 v 指向 z 轴 方向 , 所 以 第 二 个 方程 可 改写 为 


ov -2 
ot Or pi 





(29.1) 


© 见 : Kynruroncxni A.T. IIpagn, var. a Mex. 1968, 32(1): 112 (Kulikovskii A. G. J, Appl. Math. 
Mech, 1968, 32(1): 100). 
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如 果 在 此 方程 两 边 取 散 度 , 则 根据 第 一 个 方程 可 知 左边 为 零 , 于 是 mW 应 当 满 
足 拉 普 拉 斯 方程 
Ap' = 0. (29.2) 
设 56=(《(cz, 为 是 发 生 扰动 后 间断 面 上 的 点 沿 > 轴 的 位 移 . 导数 86/8t 是 
间断 面 坐标 ¢ 在 坐标 z 给 定时 的 变化 率 . 因为 流体 速度 在 间断 面 法 向 的 分 量 
等 于 间断 面 本 身 的 移动 速度 , 所 以 在 所 需 近 似 下 有 
A 
a ” Or 
(对 于 刀 , 当然 应 当 取 它 在 间断 面 本 身上 的 值 ). 
我 们 寻求 形 如 


(29.3) 


p = jz)ei(kz 一 ob 
的 解 . 把 它 代 入 (29.2), 得 到 f(z) 的 方程 
a 
dz2 9 


所 以 f= const -etx. 在 间断 面 的 两 侧 中 , 设 所 研究 的 这 一 侧 ( 侧 1) 对 应 z 的 
正 值 , 于 是 我 们 应 取 f= const . e-**, 所 以 


人 一 const . ei(kz 一 cb) e 一 kz . (29.4) 
把 这 个 表达 式 代 入 方程 (29.1) 的 z 分 量 方程 , 求 出 @ 
/jl 


我 们 用 同样 的 形式 寻求 位 移 “, 它 也 正比 于 同一 个 指数 因子 ez-w), 于 
是 从 (29.3) 得 到 
v = (kv — w). 
这 与 (29.5) 一 起 给 出 5 
P=. (29.6) 
用 这 样 的 公式 也 可 以 表示 间断 面 另 一 侧 的 压强 ps, 只 不 过 现在 应 取 v = 0, 此 
外 还 应 改变 符号 (因为 在 这 个 区 域 中 z < 0, 所 有 的 量 应 正比 于 ekz 而 非 e-~tz). 
因此 ， 
太 = (2 (29.7) 


@ 虽然 kv = w 的 情形 在 原则 上 是 可 能 的 , 但 我 们 对 此 不 感 兴趣 , 因为 不 稳定 性 只 可 能 源 自 复 频 
率 w, 而 不 可 能 源 自 实 频率 . 
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我 们 之 所 以 在 这 里 写 出 不 同 的 密度 p, 和 pz, 是 为 了 把 分 界面 两 边 是 互 不 混合 
的 两 种 不 同 流体 的 情形 也 包括 在 内 . 
最 后 , 根据 压强 pi 和 ps 在 间断 面 上 相等 的 条 件 , 我 们 得 到 


pi(kv — w)? = 一 paw2， 


由 此 求 出 待 求 的 w 与 上 之 间 的 关系 : 
局 锯 主 :VPapa (29.8) 

pit+ po 

我 们 看 到 , w 是 复数 , 并 且 总 是 存在 虚 部 为 正 的 w. 因此 , 切 向 间断 面 即使 
对 无 限 小 扰动 也 是 不 稳定 的 @., 在 这 种 形式 下 , 这 个 结论 对 于 黏 性 任意 小 的 流 
体 同 样 成 立 . 这 时 , 区 别 对 流 不 稳定 性 与 绝对 不 稳定 性 是 没有 意义 的 , 因为 当 
k 增加 时 , w 的 虚 部 无 限 增加 , 而 这 导致 扰动 的 放大 系数 在 其 移动 过 程 中 能 够 
变 为 无 穷 大 . 

在 考虑 有 限 的 黏 性 时 , 切 向 间断 面 会 丧失 其 不 连续 性 , 速度 会 在 有 限 厚 度 
的 一 层 流 体 中 从 一 个 值 变 为 另 一 个 值 . 这 种 流动 的 稳定 性 问题 , 在 数学 上 完全 
类 似 于 层 流 边 界 层 中 速度 剖面 具有 拐点 时 的 流动 稳定 性 问题 (§ 41). 实验 结果 
和 数值 计算 表明 , 不 稳定 性 在 这 种 情况 下 很 快 就 会 出 现 , 甚至 总 是 会 出 现 @. 


LU 一 
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在 下 面 几 节 中 ($30 一 $ 32), 使 用 一 些 特定 的 几何 方法 进行 论述 将 是 方便 
的 . 为 此 , 我 们 引入 一 个 数学 概念 一 一 流体 的 状态 空间 , 该 空间 的 每 个 点 对 应 
流体 中 确定 的 速度 分 布 (速度 场 )， 相距 较 近 的 点 这 时 对 应 流体 在 相隔 较 短 的 
时 刻 的 状态 @， 

在 状态 空间 中 , 一 个 点 对 应 一 种 定常 流 , 而 一 条 封闭 曲线 (封闭 轨道 ) 对 
应 一 种 周期 流 , 它们 分 别称 为 极限 点 和 极限 环 . 如 果 这 些 流动 是 稳定 的 , 这 就 


@ 如 果 (在 zy 平面 上 ) 波 矢 k& 的 方向 与 v 的 方向 不 一 致 , 它们 之 间 的 夹 角 为 p, 则 在 (29.8) 中 
应 把 v 将 换 为 vcosw， 其 原因 明显 在 于 , 在 原始 的 线性 化 欧 拉 方程 中 , 未 受 扰动 的 速度 仅 出 现 于 组 合 
(w…V) 中 ， 显然, 这样 的 扰动 也 是 不 稳定 的 . 

加 设 平面 流动 中 的 速度 在 十 wo 之 间 变 化 , 并 且 速 度 剖面 满足 诸如 v = vo tanh(z/h) 的 某 种 规律 ， 
则 关于 这 种 流动 的 稳定 性 已 有 一 些 数 值 计 算 (这 时 Re = voh/v 起 雷诺 数 的 作用 )， 在 平面 k, Re 上 ， 
中 性 曲线 通过 坐标 原点 , 所 以 对 于 每 一 个 Re 值 都 存在 & 值 的 一 个 区 间 ( 随 Re 的 增加 而 增 大 ), 流动 
在 这 个 区 间 上 是 不 稳定 的 . 

加 830 一 § 32 是 与 M.U., 拉 宾 诺 维 奇 共 同 撰写 的 . 

四 在 数学 文献 中 ,该 无 穷 维 泛 函 空间 (或 者 在 某 些 情况 下 可 以 取而代之 的 一 些 有 限 维 泛 函 空间 ， 
见 下 ) 经 常 称 为 相 空 间 ， 我 们 在 这 里 不 使 用 这 个 术语 ， 以免 与 它 在 物理 学 中 通常 更 为 具体 的 含义 发 生 
混淆 
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表明 附近 的 轨道 (在 + 一 oo 时 ) 趋 于 一 个 极限 点 或 极限 环 , 即 这 些 轨 道 描述 向 
一 种 定常 流 或 周期 流转 变 的 过 程 . 

在 状态 空间 中 , 一 个 极限 环 (或 极限 点 ) 有 确定 的 吸引 域 : 从 该 区 域 开 始 的 
轨道 最 终 都 会 进入 极限 环 . 因此 , 极限 环 称 为 吸引 子 @. 我 们 强调 , 对 于 给 定 区 
域 中 具有 确定 边界 条 件 (和 给 定 的 Re 值 ) 的 流动 , 吸引 子 可 能 不 是 唯一 的 . 可 
能 出 现 这 样 的 情形 : 在 状态 空间 中 存在 不 同 的 吸引 子 , 并 且 每 个 吸引 子 都 有 自 
己 的 吸引 域 . 换言之 , 在 Re > Recr 时 可 能 存在 不 止 一 种 稳定 的 流动 方式 , 而 不 
同 流动 方式 的 实现 则 取决 于 Re 达到 给 定 值 的 方法 . 我们 强调 , 这 些 不 同 的 稳 
定 流动 方式 都 是 非 线性 (!) 运动 方程 组 的 解 @. 

设 雷 诺 数 已 经 达到 临界 值 , 并 且 在 8 26 中 讨论 过 的 周期 流 已 经 建立 起 来 ， 
我 们 来 研究 在 此 之 后 雷诺 数 继续 增加 时 出 现 的 现象 . 随 着 Re 的 增加 , 该 周期 
流 最 终 也 会 失 稳 . 研究 这 种 不 稳定 性 的 方法 在 原则 上 应 当 类 似 于 在 826 中 研 
究 初始 定常 流 不 稳定 性 的 方法 . 现在 , (频率 为 wi 的 ) 周期 流 vo(r, 为 是 未 受 
扰动 的 流动 , 于 是 可 以 把 v = wo + wa 代入 运动 方程 , 式 中 vs 是 小 的 修正 项 . 
对 va 又 得 到 线性 方程 , 但 其 系数 现在 不 仅 是 坐标 的 函数 , 还 与 时 间 有 关 , 它们 
对 时 间 而 言 是 周期 为 = 2x/wi 的 周期 函数 . 应 当 按 照 以 下 形式 来 寻求 此 方 
程 的 解 : 

v2 一 11(r, t)e-iet, (30.1) 


其 中 了 (7, 汶 对 时 间 而 言 是 周期 函数 (周期 同样 为 元). 失 稳 仍然 发 生 于 出 现 
频率 w = wz +ins 之 时 , 其 虚 部 为 > 0, 而 实 部 wz 确定 一 个 新 出 现 的 频率 . 

在 一 个 周期 五 内 , 扰动 (30.1) 变 为 = eriom 倍 . 该 因子 称 为 周期 运动 的 
信 增 因子 , 它 是 表征 这 种 流动 的 扰动 增强 或 衰减 的 合适 指标 . 与 连续 介质 ( 流 
体 ) 的 周期 运动 相对 应 的 是 无 穷 多 个 倍增 因子 , 它们 又 对 应 着 无 穷 多 种 可 能 的 
独立 扰动 . 由 此 导致 的 失 稳 是 在 临界 雷诺 数 Recrs 下 发 生 的 , 这 时 一 个 或 多 个 
倍增 因子 的 模 等 于 1, 即 / 的 值 在 复 平 面 上 穿 过 单位 圆 . 对 实 方程 而 言 , 倍增 
因子 穿 过 单位 圆 时 的 取 值 只 能 是 一 对 共 斩 复 数 或 单一 的 实数 ， 而 在 后 一 情况 
下 只 能 是 +1 或 -1. 与 这 种 由 周期 流 导致 的 失 稳 相伴 的 是 , 状态 空间 中 的 轨 
道 性 质 在 已 经 不 稳定 的 极限 环 附近 发 生 确 定 的 定性 重 构 ， 或 者 就 像 通常 所 说 
的 那样 , 与 之 相伴 的 是 局 部 分 岔 . 分 岔 的 特性 在 很 大 程度 上 恰恰 取决 于 倍增 因 
子 在 哪些 点 穿 过 单位 圆 @. 


@ 源 自 英文 单词 attraction, 即 吸引 . 

@ 例如 , 在 库 埃 特 流失 稳 过 程 中 就 会 出 现 这 样 的 情况 , 这 时 建立 起 来 的 新 流动 方式 实际 上 与 导致 
圆柱 面 以 确定 角速度 旋转 的 历史 过 程 有 关 . 

@ 我 们 指出 , 倍增 因子 不 可 能 等 于 零 , 因为 扰动 不 可 能 在 有 限时 间 (一 个 周期 元) 内 变 为 零 . 
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我 们 来 研究 形 如 / = ef2rai 的 一 对 复 共 轿 倍 增 因 子 穿 过 单位 圆 时 形成 的 
分 贫 , 式 中 a 是 无 理 数 . 这 导致 产生 具有 独立 新 频率 wa = awi 的 二 次 流 , 即 某 
种 由 两 个 不 可 公 度 频率 表征 的 准 周期 流 . 借助 于 几何 方法 , 这 种 流动 在 状态 空 
间 中 对 应 二 维 环 面 上 的 不 封闭 线圈 状 轨道 @, 并 且 已 经 失 稳 的 极限 环 是 环 面 的 
母线 ; 频率 wi 对 应 沿 环 面 母线 的 旋转 , 频率 wz 对 应 环 面 上 的 旋转 (图 18). 就 
像 一 种 周期 流 可 使 流动 具有 一 个 自由 度 那 样 , 现在 有 两 个 量 (相位 ) 是 任意 的 ， 
所 以 流动 具有 两 个 自由 度 , 由 周期 流 导致 的 失 稳 
伴随 着 二 维 环 面 的 “产生 ”, 这 样 的 失 稳 在 流体 动 
力学 中 是 典型 的 . 

当 雷 诺 数 Re > Recrz 并 且 继 续 增 加 时 , 这 样 
的 分 今 导 致 流动 变 得 越 来 越 复 杂 , 我 们 来 讨论 这 
种 假想 的 流动 方式 ， 自 然 应 当 假 设 , 新 的 周期 将 
随 着 Re 的 继续 增加 而 陆续 出 现 . 用 几何 语言 来 
说 , 这 表示 二 维 环 面 导致 失 稳 ， 并 在 其 邻 域内 出 
现 三 维 环 面 , 它 又 因为 进一步 分 倪 而 被 四 维 环 面 取代 , 等 等 . 产生 新 频率 所 需 
的 雷诺 数 间 隔 迅 速 减 小 , 而 由 此 出 现 的 流动 也 具有 越 来 越 小 的 尺度 . 因此 , 流 
动 迅 速 变 得 复杂 而 混乱 . 我 们 把 这 样 的 流动 称 为 濡 流 ， 以 区 别 于 规则 的 层 流 ， 
对 于 后 者 , 流动 仿佛 是 分 层 的 , 各 层 流体 都 有 不 同 的 速度 . 

现在 假设 产生 濡 流 的 这 种 途径 (或 者 称 之 为 方案 ) 是 实际 可 能 的 @, 我 们 
来 写 出 函数 v(r, 的 一 般 形 式 , 它 对 时 间 的 依赖 关系 可 由 数目 为 某 个 数 N 的 
一 组 不 同 的 频率 w 确定 . 可 以 把 它 看 做 N 个 不 同 相 位 p; = wit 二 B; (以 及 坐 
标 ) 的 函数 , 并 且 对 每 个 相位 都 是 周期 为 2r 的 周期 函数 . 这 样 的 函数 可 以 表 
示 为 级 数 的 形式 : 


N 
v{r, t) = > (7) exp (- | (30.2) 


1 一 1 





(对 所 有 整数 pl, po,…, pw 求 和 ), 它 是 (26.13) 的 推广 . 由 该 公式 描述 的 流动 
具有 N 个 自由 度 , 因为 其 中 包括 NN 个 任意 的 初始 相位 5;,@. 

从 物理 上 讲 , 相位 相差 2r 的 整数 倍 的 状态 是 完全 相同 的 . 换言之 , 对 于 
每 一 个 相位 , 全 部 具有 本 质 区 别 的 值 都 位 于 区 间 0 < wp, < 2r 上 . 考虑 任何 两 


@ 按照 我 们 在 这 里 使 用 的 数学 术语 , 环 面 是 指 不 包含 由 它 所 围 区 域 的 曲面 . 于 是 , 二 维 环 面 就 是 
三 维 “面包 圈 " 的 二 维 表面 . 

@ 这 是 由 区 .区 . 朗 道 (1944) 提出 的 , 后 来 E. 堆 普 夫 (1948) 也 独立 地 提出 了 这 个 假设 . 

@ 如 果 选 取 相位 w; 作为 坐标 来 描述 N 维 环 面 上 的 轨道 , 则 相应 速度 将 是 常量 : p, = wi， 因 此 ， 
当 我 们 论 及 准 周 期 流 时 , 也 称 之 为 环 面 上 的 常 速 运动 . 
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个 相位 p1 = at 十 6 和 pa = wat 十 Bo. 设 相位 pi 在 某 时 刻 的 值 为 a, 则 该 相 
位 在 下 列 所 有 时 刻 的 值 均 与 a“ 相 同 ”: 


A 


二 三 十 Br 
w1 


式 中 s 是 任何 整数 . 相位 wz 在 这 些 时 刻 的 值 为 
po = pz + PG — B+ 27s). 


但 不 同 的 频率 是 相互 不 可 公 度 的 , 所 以 wa/wi 是 无 理 数 . 从 ps 减 去 2r 的 所 
需 整数 倍 , 总 可 以 让 ps 的 值 属于 从 0 到 2x 的 区 间 . 于 是 , 当 整 数 。 从 0 变化 
到 oo 时 , 我 们 得 到 任意 接近 该 区 间 上 事先 给 定数 的 pz 值 . 换言之 , 经 过 足够 
长 的 时 间 , P; 和 ws 将 同时 任意 接近 任何 事先 给 定 的 两 个 数 . 这 个 结果 对 所 有 
相位 均 成 立 . 因此 , 在 所 研究 的 潮流 模型 中 , 如 果 一 个 事先 给 定 的 状态 是 由 同 
一 时 刻 任何 一 组 可 能 的 相位 值 w 决定 的 , 则 在 足够 长 的 时 间 内 , 流体 会 经 历 
该 事先 给 定 状态 附近 与 之 任意 接近 的 状态 . 但 是 , 返回 时 间 却 随 N 的 增加 而 
迅速 增加 , 最 终 变 得 极 大 , 以 至 于 任何 周期 性 实际 上 都 消失 得 无 影 无 踪 @. 

我 们 现在 强调 , 产生 滞 流 的 上 述 途 径 在 本 质 上 是 以 线性 表述 为 基础 的 . 其 
实 , 我 们 实际 上 已 经 假设 , 在 因为 二 次 失 稳 而 出 现 新 的 周期 解 时 , 已 有 的 周期 
解 不 但 没有 消失 , 而 且 基 本 不 发 生变 化 . 在 这 个 模型 中 , 满 流 运动 恰恰 就 是 大 
量 这 种 不 发 生变 化 的 解 的 又 加 . 但 是 在 一 般 情况 下 , 随 着 雷诺 数 的 增加 , 这 些 
解 的 性 质 以 及 由 它们 导致 的 不 稳定 性 的 特性 都 会 变化 . 各 种 扰动 之 间 发 生 相 
互 作用 , 并 且 这 种 相互 作用 既 可 能 导致 流动 变 得 简单 , 也 可 能 导致 流动 变 得 复 
杂 . 我 们 来 说 明 第 一 种 可 能 性 . 

我 们 只 考虑 最 简单 的 情形 : 假设 扰动 解 只 含有 两 个 独立 的 频率 . 如 前 所 
述 , 这 种 流动 在 几何 上 对 应 二 维 环 面 上 的 线圈 状 不 封闭 曲线 . 设 在 Re = Reea 
时 出 现 频率 为 wi 的 扰动 , 则 自然 可 以 认为 , 该 扰动 在 雷诺 数 Re = Recrz 的 邻 
域 中 变 得 更 加 强烈 (这 时 出 现 频 率 为 wz 的 扰动 ), 从 而 可 以 假设 , 当 和 雷诺 数 Re 
属于 该 邻 域 并 且 相 对 变化 不 大 时 , 频率 为 wi 的 扰动 没有 变化 . 注意 到 这 一 点 ， 
为 了 描述 频率 为 wa 的 扰动 在 频率 为 wi 的 背景 周期 流 中 的 演化 , 我 们 引入 新 
变量 

aa 人 (tj = |az(t)| ei?2t. (30.3) 

模 laz 的 | 是 到 环 面 母线 的 最 短 距 离 (频率 为 wi 的 极限 环 已 经 失 稳 ), 即 二 次 周 
期 流 的 相对 振幅 , 而 pz 是 它 的 相位 . 我 们 来 研究 a2(t) 在 等 于 周期 7 = 27/wi 


@ 在 上 述 满 流 模型 中 , 系统 (流体 ) 位 于 相 空 间 中 给 定点 wk, pz,…, ww 附近 微小 区 域内 的 概 
率 , 可 由 该 区 域 的 体积 (8p)Y 与 总 体积 (2x)* 之 比 给 出 . 因此 可 以 说 , 在 足够 长 的 时 间 内 , 系统 位 于 
给 定点 附近 微小 区 域内 的 时 间 仅 占 该 时 间 的 1Me*w (其 中 x = In(2x/5p)). 
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的 整数 倍 的 那些 离散 时 刻 的 性 质 . 经 过 一 个 周期 , 频率 为 wa 的 扰动 变 为 凡 倍 ， 
这 里 
4= Iu|exp ( 四 2ri<2 ) 

是 倍增 因子 : 经 过 整数 7 个 周期 , 函数 oa 变 为 u7 倍 , 既然 我 们 认为 Re - Recrz 
很 小 (Re 在 临界 值 以 上 ), 则 扰动 的 增长 率 也 很 小 , 相应 地 , |y| - 1 尽管 是 正 的 ， 
却 也 很 小 , 所 以 扰动 oz 的 模 经 过 一 个 周期 下 之 后 变化 甚 微 ; 相位 ps 的 变化 
恰好 正比 于 7. 注意 到 所 有 这 些 结果 , 就 可 以 把 离散 的 变量 r 改 为 连续 的 , 从 
而 利用 对 7 的 微分 方程 来 描述 函数 oz(r) 的 变化 过 程 . 

倍增 因子 的 概念 仅 适 用 于 出 现 不 稳定 性 之 后 极 短 的 一 段 时 间 , 在 这 段 时 
间 内 仍 可 用 线性 方程 来 描述 扰动 . 如 上 所 述 , 函数 aa(r) 在 这 段 时 间 内 像 j 
那样 变化 , 其 导数 人 

2 


7 = mh 02(7), 


并 且 在 雷诺 数 略微 超过 临界 值 时 有 : 
npy=In|p| -2 |p -1-2ri 和 2. (30.4) 
Wl Wl 


这 个 表达 式 是 daz/dr 对 oa 和 由 的 罕 级 数 展开 式 的 第 一 项 , 于 是 当 模 |az| 增 
加 (但 仍然 很 小 ) 时 , 应 当 考 虑 下 一 项 . 含有 相同 振荡 因子 er-ie 的 项 是 三 阶 项 
~ azjaz|2. 因此 , 我 们 得 到 方程 @ 
Se ~ ln p00 一 PooaloapP， (30.5) 
其 中 ps (就 像 jp 那样 ) 是 与 Re 有 关 的 复 参 数 , 并 且 Re B。 > 0 (对 方程 (26.7) 
也 有 类 似 讨论 , 试 进 行 对 比 ) 这 个 方程 的 实 部 立刻 就 确定 了 模 的 定常 值 : 
(0)l2 _ (ll —D) 
[2 | J Re pb, ’ 
而 虚 部 则 给 出 相位 wz(r) 的 方程 . 既然 模 的 定常 值 已 经 确定 , 该 方程 的 形式 就 
化 为 


dp» wo (0) 2 
= + Impy lo. (30.6) 


根据 这 个 方程 , 相位 wa 常 速 旋转 . 然而, 这 个 性 质 仅 在 所 考虑 的 近似 下 
成 立 . 随 着 Re - Recrz 的 增加 , 沿 环 面 的 旋转 速度 不 再 保持 不 变 , 它 本 身 成 为 
9p2 的 函数 . 为 了 考虑 这 一 点 , 我 们 在 方程 (30.6) 的 右 侧 加 上 小 扰动 项 E(wy,). 
因为 在 物理 上 有 区 别 的 所 有 相位 值 px 都 位 于 从 0 到 27 的 一 个 区 间 上 , 所 以 
(wp2) 是 周期 为 2r 的 周期 函数 . 进一步 , 我 们 用 有 理 分 数 来 逼近 无 理 表达 式 


Q@ 方程 (30.5) 称 为 朗 道 方 程 ， 一 一 译 者 
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wz/wi (这 可 用 任意 精度 实现 ): wa/wl = mz/mzi + A/27, 其 中 mi, ms 是 整数 . 
于 是 , 方程 的 形式 化 为 


d mm 2 
Te 2r + A+Imp,:|ag)| + G(p»). (30.7) 


现在 只 考虑 miT 的 整数 倍 时 刻 的 相位 值 , 即 变量 r = ma7 为 整数 时 的 相位 
值 . 方程 (30.7) 右 侧 第 一 项 导致 相位 经 过 时 间 ma 后 变化 2rma, 即 相 位 变化 
为 2x 的 整数 倍 , 而 这 恰恰 可 以 忽略 . 略 去 该 项 之 后 , 方程 右 侧 剩余 各 项 都 是 小 
量 , 这 样 就 能 够 利用 对 连续 变量 F 的 微分 方程 来 描述 函数 wx(F) 的 变化 : 
元 你 =4+Imps -| 多 六 +s(po) (30.8) 
( 当 离 散 变量 了 只 有 一 步 变化 时 , 函数 po /mz 的 变化 不 大 ). 
在 一 般 情况 下 , 方程 (30.8) 有 定常 解 wa = y 刀 ,只 要 让 方程 右 侧 等 于 替 
即 可 得 到 这 个 解 . 然而 , 相位 pw。 在 ma 的 整数 倍 时 刻 保持 不 变 , 这 意味 着 
在 环 面 上 存在 极限 环 一 一 轨道 在 环绕 mi 周 之 后 闭合 . 根据 函数 6(p,) 的 周 
期 性 , 这 样 的 解 成 对 出 现 (在 最 简单 的 情况 下 只 有 一 对 ): 一 个 解 出 现 于 函数 
g(p。) 的 递增 区 间 , 另 一 个 解 出 现 于 递减 区 间 . 在 这 两 个 解 中 , 只 有 后 者 是 稳 
定 的 , 并 且 对 这 个 稳定 解 而 言 , 方程 (30.8) 在 点 ws = yp 附近 具有 以 下 形式 : 


和 一 一 const . (pa 一 p00)) 
(系数 const > 0), 它 确实 具有 趋 于 ws = wp 名 的 解 ; 前 者 不 稳定 (const < 0). 
在 环 面 上 出 现 稳定 极限 环 的 现象 表示 振动 的 锁 频 @， 即 准 周 期 振动 消失 
并 产生 新 的 周期 振动 . 在 多 自由 度 系统 中 可 以 采用 多 种 方法 实现 锁 频 , 它 阻碍 
在 具有 大 数目 不 可 公 度 频率 的 多 种 运动 中 通过 又 加 来 产生 新 的 运动 方式 . 在 
这 个 意义 上 可 以 说 ， 朗 道 - 霍 普 夫 方案 恰好 真正 实现 的 概率 很 小 〈 当 然 ， 不 排 
除 在 一 些 个 别 情况 下 在 发 生 锁 频 之 前 就 出 现 少量 不 可 公 度 频率 的 可 能 性 ). 
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关于 满 流 在 不 同类 型 流动 中 的 产生 , 目前 还 不 存在 一 种 通用 的 理论 . 不 过 ， 
关于 流动 的 混沌 化 过 程 @, 已 经 有 多 种 可 能 的 方案 , 它们 主要 是 根据 在 计算 机 


@ 英文 术语 为 frequency locking. 

@ 混沌 (chaos) 意味 着 确定 性 中 的 随机 , 即 具 有 完全 确定 数学 表述 的 非 线性 系统 (例如 不 含 任何 
随机 性 的 一 个 映射 或 一 组 微分 方程 ) 可 以 有 内 在 的 随机 性 .建议 读者 阅读 关于 混沌 动力 学 的 专著 , 这 
有 助 于 理解 这 几 节 内 容 . 一 一 译 者 
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上 对 模型 微分 方程 组 的 数值 模拟 研究 提出 的 ， 部 分 结果 已 经 被 实际 的 流体 动 
力学 实验 所 证 实 . 本 节 和 下 一 节 中 的 叙述 只 以 介绍 这 些 想法 为 目的 , 并 不 讨论 
相应 数值 结果 和 实验 结果 . 我 们 仅仅 指出 , 实验 数据 是 对 有 限 区 域 中 的 流动 得 
到 的 , 我 们 在 下 面 所 关注 的 正好 也 是 这 样 的 流动 @. 

首先 作出 如 下 所 述 的 一 个 重要 的 一 般 性 说 明 . 在 分 析 周 期 流 的 稳定 性 时 ， 
只 要 关注 其 模 接近 1 的 倍增 因子 即 可 , 因为 恰恰 是 这 些 因子 才 有 可 能 在 Re 略 
微 改变 时 穿 过 单位 圆 . 对 于 黏 性 流体 , 这 样 的 “危险 因子 ” 的 模 总 是 有 限 的 , 原 
因 如 下 . 满足 运动 方程 的 不 同类 型 (模式 ) 的 扰动 具有 各 种 空间 尺度 ( 即 速度 
v2 发 生 显著 变化 的 距离 ). 流动 的 尺度 越 小 , 流动 区 域 中 的 速度 梯度 就 越 大 , 黏 
性 对 流动 的 阻碍 作用 也 就 越 强 . 如 果 把 可 能 的 扰动 模式 按照 尺度 从 大 到 小 的 
顺序 排列 , 则 只 有 前 面 的 某 有 限 数目 的 模式 是 危险 的 , 而 位 置 足够 远 的 模式 必 
然 会 迅速 衰减 , 即 相 应 倍增 因子 的 模 很 小 . 这 样 就 可 以 认为 , 为 了 阔 明 因 周 期 
流 而 导致 黏 性 流体 运动 失 稳 的 可 能 模式 ， 在 本 质 上 可 以 采用 对 带 有 耗 散 的 离 
散 力 学 系统 进行 稳定 性 分 析 的 方法 ， 并 且 该 离散 力学 系统 是 由 有 限 数目 的 变 
量 描述 的 (从 流体 动力 学 观点 看 , 例如 , 速度 场 对 坐标 的 傅 里 叶 分 量 的 振幅 即 
为 这 样 的 变量 ). 与 此 相应 , 状态 空间 也 成 为 有 限 维 的 . 

从 数学 观点 讲 , 这 里 所 研究 的 是 以 下 形式 的 方程 组 所 描述 的 系统 的 演化 : 


Z(t) = F(g), (31.1) 


其 中 z(t) 是 描述 系统 的 n 个 量 zx, xz3，…., zm) 所 组 成 的 空间 中 的 矢量 , 函 

数 五 依赖 于 一 个 参数 , 该 参数 的 改变 能 够 导致 运动 性 质 的 改变 @. 对 于 耗 散 系 

统 , 矢量 的 散 度 在 空间 z 中 是 负 的 , 这 表示 空间 x 中 的 体积 在 运动 过 程 中 
变 小 @: 

四 

divab = div P(e) = Sy <0 (31.2) 

我 们 转 而 继续 讨论 不 同 周期 流 发 生 相 互 作 用 的 可 能 结果 . 锁 频 现象 使 流 

动 变 得 简单 , 但 相互 作用 在 破坏 准 周期 性 的 同时 也 能 够 使 流动 变 得 极为 复杂 . 

到 目前 为 止 一 直 默 认 , 在 由 周期 流 导致 的 失 稳 过 程 中 会 出 现 另 一 种 周期 流 . 然 

而 , 在 逻辑 上 这 根本 不 是 必然 的 . 速度 涨 落 振幅 的 有 限 性 仅仅 保证 了 黏 性 流体 


@ 这 里 所 讨论 的 其 实 是 有 限 区 域 中 的 热 对 流 和 具有 有 限 长 度 的 两 个 同 轴 圆 柱 面 之 间 的 库 埃 特 流 . 
目前 , 对 边界 层 向 涡流 转变 和 有 限 尺寸 物体 绕 流 尾 迹 的 机 理 的 理论 研究 仍然 进展 缓慢 , 尽管 已 经 积累 
了 大 量 实验 资料 , 

@ 按照 数学 术语 ,函数 F 称 为 系统 的 矢量 场 ， 如 果 它 对 时 间 没 有 显 式 的 依赖 关系 (就 像 (31.1) 
那样 ), 则 称 该 系统 为 自治 系统 . 

@ 我 们 还 记得 , 对 于 哈密 顿 力 学 系统 , 该 散 度 根据 刘 维 尔 定理 等 于 零 ; 矢量 x 的 分 量 这 时 是 系统 
的 广义 坐标 g 和 广义 动量 p. 
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已 有 流动 方式 在 状态 空间 中 的 相应 轨道 所 占 区 域 是 有 界 的 , 但 轨道 在 该 区 域 
内 的 形状 如 何 , 事先 却 无 法 判断 . 轨道 既 能 够 趋 于 极限 环 或 环 面 上 的 不 封闭 线 
圈 (周期 流 或 准 周期 流 的 相应 几何 表述 )， 也 能 够 具有 完全 不 同 的 行为 一 一 复 
杂 而 混乱 . 正 是 这 种 可 能 性 对 于 理解 湛 流 产生 的 数学 本 质 并 揭示 其 机 理 是 至 
关 重 要 的 . 

如 果 假 设 所 有 轨道 在 进入 一 个 有 界 区 域 后 不 再 出 来 ， 并且 它们 在 该 区 域 
中 都 是 不 稳定 的 , 就 可 以 想象 这 些 轨道 是 何等 杂乱 无 章 : 其 中 不 仅 可 能 有 不 稳 
定 的 极限 环 , 还 可 能 有 极端 飘忽 不 定 的 不 封闭 轨道 . 不 稳定 的 含义 是 , 状态 空 
间 中 任意 接近 的 两 个 点 沿 通过 它们 的 两 条 轨道 移动 时 会 相互 远离 . 最 初 相距 
很 近 的 两 个 点 也 可 以 属于 同一 条 轨道 ， 因 为 区 域 的 有 界 性 使 不 封闭 轨道 可 以 
任意 接近 自身 . 流体 的 油 流 运动 恰恰 与 轨道 的 这 种 复杂 的 不 规则 行为 有 关 . 

轨道 的 这 种 性 质 还 有 另 一 种 表现 一 一 流动 对 初始 条 件 的 微小 改变 有 非常 
敏感 的 依赖 性 , 如 果 运 动 是 稳定 的 , 则 初始 条 件 的 微小 误差 仅仅 会 导 臻 最终 状 
态 的 类 似 误 差 . 而 如 果 运 动 是 不 稳定 的 , 则 初始 误差 会 随时 间 而 增加 , 所 以 已 
经 不 可 能 预测 系统 的 未 来 状态 (H.C. 克 雷 洛 夫 , 1944; M. 玻 恩 , 1952). 

在 耗 散 系统 的 状态 空间 中 ， 有 了 吸引 作用 的 不 稳定 轨道 集合 确实 能 够 存在 
(E. 洛 伦 艾 , 1963), 它 称 为 随机 吸引 子 或 奇怪 吸引 子 @. 

因为 不 稳定 性 意味 着 轨道 发 散 , 所 以 初步 看 来 , 下 述 两 个 要 求 似乎 是 不 相 
容 的 : 其 一 , 属于 吸引 子 的 所 有 轨道 均 不 稳定 ; 其 二 , 所 有 邻近 轨道 在 研一 oo 
时 都 趋 于 吸引 子 . 如 果 考 虑 到 状态 空间 中 的 轨道 可 能 沿 一 些 方向 不 稳定 而 沿 
其 余 方 向 稳定 (有 吸引 作用 ), 就 可 以 消 
除 这 个 表面 上 的 矛盾 . 在 维 状态 空间 
中 , 属于 奇怪 吸引 子 的 轨道 不 可 能 沿 所 = 
有 n 一 1 个 方向 都 不 稳定 (有 一 个 方向 a 
对 应 着 沿 轨道 的 运动 ), 否则 状态 空间 中 na) 
的 初始 区 域 会 连续 增 大 , 而 这 对 耗 散 系 
统 是 不 可 能 的 . 因此 , 邻近 轨道 沿 一 些 
方向 趋 于 吸引 子 轨道 , 沿 其 余 (不 稳定 ) 方向 则 远离 它们 (图 19). 这 样 的 轨道 
称 为 鞍 轨 , 奇怪 吸引 子 正 是 由 鞍 轨 集合 组 成 的 

在 产生 新 周期 的 几 次 分 岔 之 后 , 奇怪 吸引 子 就 已 经 能 够 出 现 : 甚至 任意 小 
的 非 线性 项 就 足以 在 环 面 上 产生 奇怪 吸引 子 , 从 而 破坏 准 周期 流动 方式 ( 环 面 


/人 鞍 轨 


图 19 


@ 以 便 区 别 于 普通 的 吸引 子 (稳定 的 极限 环 、 极 限 点 等 ). 术语 中 的 “奇怪” 二 字 与 该 吸引 子 的 复 
杂 结 构 有 关 , 见 下 文 .在 物理 学 文献 中 也 用 术语 “奇怪 吸引 子 " 表示 一 些 更 复杂 的 有 吸引 作用 的 集合 ， 
它们 不 但 包含 不 稳定 轨道 ， 还 包含 稳定 轨道 ， 只 是 吸引 域 极 小 ， 以 至 于 在 实际 物理 实验 和 数值 试验 中 
都 无 法 发 现 这 样 的 吸引 子 . 
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上 的 不 封闭 线圈 ) (D. 吕 埃 勒 , F. 托 表 斯 , 1971). 然而 , 这 不 可 能 在 第 二 次 (从 定 
常 方式 被 破坏 算 起 ) 分 岔 时 发 生 . 在 第 二 次 分 命中 , 在 二 维 环 面 上 会 出 现 不 封 
闭 线圈 . 环 面 并 不 会 因为 考虑 小 非 线 性 项 而 遭 到 破坏 , 所 以 在 环 面 上 似乎 应 当 
出 现 奇怪 吸引 子 . 但 是 , 在 二 维 曲面 上 不 可 能 存在 起 吸引 作用 的 不 稳定 轨道 集 
合 . 问题 在 于 , 状态 空间 中 的 不 同 轨道 不 能 相交 (也 不 能 自 交 ), 否则 与 经 典 系 
统 行为 的 因果 律 相 矛 盾 . 依照 因果 律 , 每 一 时 刻 的 系统 状态 唯一 地 决定 系统 在 
后 续 时 刻 的 行为 . 既然 二 维 曲面 上 的 轨道 不 可 能 相交 , 轨道 就 会 依 序 排 列 , 所 
以 轨道 集合 混沌 化 是 不 可 能 的 . 

但 是 , 在 第 三 次 分 岔 时 就 已 经 可 能 (尽管 不 是 必然 0 出 现 奇怪 吸引 子 了 . 
这 样 的 吸引 子 位 于 三 维 环 面 上 ， 它 取代 了 三 频率 准 周期 流动 方式 (S. 纽 豪 斯 ， 
D. 吕 埃 勒 , F. 托 肯 斯 , 1978). 

属于 奇怪 吸引 子 的 复杂 而 混乱 的 轨道 都 位 于 状态 空间 中 的 有 界 区 域内 . 目 
前 尚 不 清楚 如 何 对 可 能 在 实际 流体 动力 学 问题 中 遇 到 的 奇怪 吸引 子 进 行 分 类 ， 
甚至 连 应 当 基 于 哪些 判 据 进行 分 类 也 不 甚 明晰. 关于 奇怪 吸引 子 结构 的 已 有 
认识 主要 仅仅 来 自 一 些 数值 案例 研究 ,， 并且 相 关 的 模型 常 微分 方程 与 实际 的 
流体 动力 学 方程 有 相当 大 的 差别 . 尽管 如 此 , 仅 从 轨道 的 ( 鞍 型 ) 不 稳定 性 和 
系统 的 耗 散 性 出 发 , 就 已 经 能 够 对 奇怪 吸引 子 的 结构 作出 某 些 结论 . 

为 清楚 起 见 , 我 们 讨论 三 维 状态 空间 , 并 想象 一 个 位 于 二 维 环 面 内 的 吸引 
子 . 考虑 正在 进入 吸引 子 的 一 艇 轨道 (它们 描述 流动 向 “定常” 满 流 的 转变 方 
式 ), 这 一 艇 轨道 的 横 截面 (更 准确 地 说 , 这 一 簇 轨 道 的 “浪迹 ") 占有 一 定 的 面 
积 , 我 们 来 观察 该 横 截面 的 形状 和 面积 沿 这 艇 轨道 的 变化 . 我 们 注意 到 , 鞍 轨 
附近 的 体 微 元 在 一 个 横 截 方向 上 拉 伸 , 在 另 一 个 横 截 方向 上 收缩 , 其 体积 因为 
系统 的 耗 散 性 而 必须 缩小 , 所 以 收缩 应 比 拉 伸 更 多 一 些 . 这 两 个 方向 沿 轨道 应 
当 变 化 , 否则 轨道 会 远离 得 太 多 (这 表示 流体 速度 的 变化 太 大 ). 这 一 切 导 致 横 
截面 的 面积 越 来 越 小 , 而 其 形状 则 变 得 又 扁 又 弯 . 但 是 , 这 一 簇 轨 道 的 横 截面 
不 仅仅 在 整体 上 这 样 变化 , 它 的 每 一 部 分 都 会 这 样 变化 . 于 是 , 横 截面 变 为 一 
组 互相 套 在 一 起 的 条 带 , 而 条 带 之 间 是 空 的 . 随 着 时 间 的 增加 ( 即 沿 着 这 艇 轨 
道 ), 条 带 数目 迅速 增加 , 其 宽度 不 断 减 小 . 在 上 一 oo 的 极限 下 出 现 吸 引子 , 它 
是 由 鞍 轨 所 在 的 无 穷 多 个 不 相交 曲面 ( 鞍 轨 层 ) 组 成 的 一 个 不 可 数 集合 ( 鞍 轨 
的 吸引 方向 为 吸引 子 的 “外 侧 ” ). 鞍 轨 层 的 侧面 与 边缘 以 复杂 方式 互相 缠绕 在 
一 起 , 每 一 条 属于 吸引 子 的 轨道 都 会 游 走 于 所 有 鞍 轨 层 , 并 且 经 过 足够 长 时 间 
后 都 会 足够 接近 吸引 子 的 任何 点 (遍历 性 ). 鞍 轨 层 的 总 体积 及 其 横 截面 的 总 
面积 都 等 于 零 . 

按照 数学 术语 , 这 样 的 集合 对 一 个 方向 而 言 属于 康 托 尔 集 的 范畴 . 应 当 认 
为 康 托 尔 结构 才 是 吸引 子 的 最 大 特性 , 在 n 维 (n > 3) 状态 空间 的 更 一 般 情况 
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下 也 是 如 此 . 

奇怪 吸引 子 在 其 状态 空间 中 的 体积 永远 为 零 . 不 过 , 在 其 他 更 低 维 的 空间 
中 , 它 的 体积 也 可 以 不 为 零 . 这 样 的 空间 可 用 以 下 方法 来 确定 . 把 整个 n 维 空 
闻 划 分 为 楼 长 为 s 的 诸多 立方 体 微 元 , 每 个 立方 体 微 元 的 体积 为 se". 设 N(e) 
为 能 够 完全 覆盖 吸引 子 的 立方 体 的 最 小 数目 , 则 可 以 把 吸引 子 的 维 数 D 定义 


为 极限 ln N(e) 


= lim me (31.3) 
这 个 极限 的 存在 表明 吸引 子 在 D 维 空间 中 的 体积 有 限 : 当 e 很 小 时 , 我 们 有 
N(e) 心 Ve-? (其 中 VV 是 常数 ), 由 此 可 见 , N(e) 可 以 视 为 在 D 维 空间 中 覆盖 
体积 V 的 D 维 立 方 体 的 数目 . 按照 (31.3) 定义 的 维 数 显然 不 可 能 大 于 状态 
空 闻 的 总 维 数 n, 但 可 以 更 小 , 并 且 与 通常 的 维 数 不 同 的 是 , 它 还 可 以 是 分 数 . 
例如 , 康 托 尔 集 的 维 数 恰好 就 是 分 数 @. 

我 们 来 关注 下 述 重 要 事实 . 如 果 满 流 已 经 出 现 (流动 “成 为 奇怪 吸引 子 ?)， 
则 耗 散 系统 ( 黏 性 流体 ) 的 这 种 运动 在 原则 上 与 具有 低 维 状 态 空间 的 无 耗 散 系 
统 的 随机 运动 没有 区 别 . 这 是 因为 , 在 定常 流 中 被 黏 性 耗 散 掉 的 能 量 , 在 较 长 
一 段 时 间 内 平均 来 说 可 由 来 自 平均 流 (或 其 他 不 平衡 性 因素 ) 的 能 量 补偿 . 因 
此 , 如 果 观 察 属于 吸引 子 的 一 个 “ 体 微 元 ” 随时 间 的 演化 (在 维 数 由 吸引 子 维 数 
确定 的 某 空 间 中 ), 则 它 的 体积 平均 来 说 将 保持 不 变 一 一 它 在 一 些 方向 上 的 收 
缩 平 均 来 说 会 因为 邻近 轨道 的 远离 而 被 其 余 方 向 上 的 拉 伸 所 抵消 ， 借 助 于 这 
个 性 质 , 可 以 用 另外 的 方法 估计 吸引 子 的 维 数 . 

因为 奇怪 吸引 子 的 运动 具有 如 上 所 述 的 遍历 性 ， 所 以 只 要 在 状态 空间 中 
沿 一 条 属于 吸引 子 的 不 稳定 轨道 对 运动 进行 分 析 ， 就 已 经 可 以 确定 吸引 子 的 
一 些 平均 特征 . 换言之 , 我 们 的 假设 是 , 只 要 沿 单独 一 条 轨道 观察 无 穷 长 时 间 ， 
就 可 以 给 出 吸引 子 的 性 质 . 

设 方程 z = wolt) 给 出 如 上 所 述 的 一 条 轨道 , 它 是 方程 (31.1) 的 解 . 考 
虑 一 个 “球体 ” 微 元 沿 该 轨道 移动 时 的 变形 . 设 邻近 轨道 对 该 轨道 的 偏离 值 为 
€ 二 zw 一 wo(t), 则 把 方程 (31.1) 相对 于 & 作 线 性 化 处 理 , 即 可 确定 变形 . 这 些 
方程 的 分 量 形式 为 ee 

FR % 


全 一 A, t (局 ， 4ik(1 一 一 一 31.4 
é k(t)E k(t) Br) J ( ) 





Q@ 这 个 量 在 数学 中 称 为 集合 的 极限 容量 , 其 定义 与 豪 斯 多 夫 维 数 (分 形 维 数 ) 相近 . 

@@ 能 够 覆盖 一 个 集合 的 诸多 n 维 立 方 体 微 元 可 以 是 “几乎 空 的 ", 恰恰 因此 才 可 能 有 D < n. 对 
于 普通 的 集合 , 定义 (31.3) 给 出 明显 的 结果 . 例如 , 对 于 N 个 孤立 点 的 集合 , 我 们 有 N(e) = N, D = 0; 
对 于 长 度 为 工 的 曲线 段 , N(e) = Z/e, D = 1; 对 于 二 维 曲面 上 面积 为 5 的 区 域 , N(e) = S$/e?, D = 2， 
等 等 . 
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沿 轨道 移动 时 , 球体 微 元 在 一 些 方向 上 收缩 , 在 其 余 方 向 上 拉 伸 , 所 以 球体 变 
为 椭 球 体 . 椭 球 体 三 个 半 轴 的 方向 和 长 度 都 会 随 移动 而 变化 ; 用 ls(t) 表示 它 
们 的 长 度 , 下 标 s 是 各 方向 的 编号 . 我 们 称 极限 值 


1 L(t) 
人 





(31.5) 


为 李 雅 普 诺 夫 特征 指数 (简称 李 雅 普 诺 夫 指数 ), 其 中 1(0) 是 初始 球体 的 半径 
( 取 初 始 时 刻 为 t= 0). 这 样 定义 的 量 共 有 m” 个 ( 邑 状态 空间 的 维 数 ), 它们 都 
是 实数 , 其 中 之 一 等 于 零 (与 该 轨道 本 身 的 方向 相对 应 )@. 

李 雅 普 诺 夫 指数 之 和 确定 了 状态 空间 中 的 体 微 元 沿 轨道 的 平均 变化 . 在 
轨道 上 的 每 一 点 , 局 部 的 体积 相对 变化 率 由 散 度 divz = divE = hii(t) 给 出 .可 
以 证 明 , 沿 轨道 的 平均 散 度 值 @ 


2 工 / divé dt = Dr (31.6) 
对 于 耗 散 系统 , 此 和 式 为 负 , 因为 n 维 状态 空间 中 的 体积 是 缩小 的 , 为 了 确 
定 奇怪 吸引 子 的 维 数 , 可 以 在 “ 它 的 空间 ” 中 让 体积 在 平均 意义 下 保持 不 变 . 为 
此 , 我 们 按照 Li > L2 >… > Ls 的 顺序 排列 李 雅 普 诺 夫 指数 , 并 考虑 所 需 数 
目的 稳定 方向 , 以 便 通过 收缩 来 抵消 拉 伸 . 这 样 确定 的 吸引 子 维 数 @ ( 记 之 为 
Dr) 介 于 mm 与 m+1 之 间 , 这 里 m 为 上 述 李 雅 普 诺 夫 指数 序列 中 的 指数 
序号 ， 它 满足 条 件 : 前 m 个 指数 之 和 为 正 , 但 再 加 上 Zn+i 则 为 负 @. 维 数 ， 
Dr = 和 +d(d<1l) 的 分 数 部 分 可 由 等 式 


> Lst+Lmrid=0 (31.7) 
求 出 (F. 勒 德 拉 皮 耶 , 1981). 因为 在 计算 a 时 仅仅 考虑 最 稳定 的 方向 (在 相应 
序列 尾部 略 去 绝对 值 最 大 的 负 指 数 L,), 所 以 由 量 Di 给 出 的 维 数 估 值 一 般 而 
言 是 一 个 上 方 估 值 . 原则 上 , 该 估 值 为 根据 油 流 速度 涨 落 时 间 序 列 的 实验 测量 
结果 来 确定 吸引 子 维 数 开辟 了 一 条 道路 . 


@ 自然 , 方程 (31.4) 的 解 (满足 t= 0 时 的 给 定 初始 条 件 ) 仅 在 所 有 长 度 1,(t) 和 皆 为 小 量 时 才 真 
正 描述 邻近 的 轨道 ， 然 而 , 这 一 点 并 不 使 定义 (31.5) 失去 意义 : 对 于 任何 很 大 的 t, 可 以 选取 足够 小 的 
!(0), 使 线性 方程 在 全 部 这 段 时 间 内 一 直 成 立 . 

©® 见 : Ocenener B.H. Tp. MockoBpck. mareMm. 06mecTaa. 1968, 19: 179 (Oseledets V.1. Trans. 
Moscow Math. Soc. 1969, 19: 197). 

图 也 称 为 卡 普兰 -约克 维 数 . 一 一 译 者 

@ 李 雅 普 诺 夫 指数 为 零 的 情况 对 维 数 Pr 的 贡献 是 使 之 增加 1, 这 对 应 着 沿 轨道 本 身 的 维 数 . 
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现在 研究 倍增 因子 穿 过 -1 或 +1 的 情况 下 由 周期 流 导致 的 失 稳 . 

在 ” 维 状态 空间 中 , n 一 1 个 倍增 因子 决定 了 所 研究 的 一 条 周期 轨道 附近 
的 轨道 在 mn” 一 1 个 不 同方 向 上 的 性 质 (这 些 方向 不 同 于 所 研究 轨道 本 身 在 每 一 
点 的 切线 方向 ). 设 接近 +1 的 倍增 因子 对 应 着 编号 为 1 的 某 个 方向 . 因为 其 余 
n 一 2 个 倍增 因子 的 模 很 小 , 所 以 随 着 时 间 的 增加 , 所 有 轨道 将 沿 相应 的 n 一 2 
个 方向 靠近 某 二 维 曲面 ( 记 为 习 ), 并 且 方 向 ! 和 上 述 切 线 方向 均 属于 曲面 过 . 
可 以 说 , 在 极限 环 附 近 , 状态 空间 在 t 一 oo 时 是 几乎 二 维 的 ( 它 不 可 能 是 严格 
二 维 的 , 因为 轨道 可 以 位 于 曲面 2 的 两 侧 , 并 且 可 以 从 曲面 的 一 侧 到 达 另 一 
侧 ), 我 们 把 于 附近 的 轨道 用 某 曲面 o 截断 . 每 一 条 轨道 与 o 的 一 个 交点 zi 
和 该 轨道 再 次 返回 时 的 交点 zj+1 形成 对 应 关系 wj41 = f(z;; Re), 我 们 称 之 
为 庞 加 莱 映 射 (或 首次 回归 映射). 它 与 参数 Re 有 关 (这 里 的 Re 为 雷诺 数 @)， 
该 参数 值 确 定 接近 分 贫 的 程度 , 即 接近 周期 流 所 导致 的 失 稳 的 程度 . 因为 所 有 
轨道 都 紧 靠 曲面 23, 所 以 曲面 o 与 各 轨道 的 交点 集合 是 几乎 一 维 的 , 从 而 可 以 
用 一 条 曲线 来 近似 地 到 近 它 . 于 是 , 庞 加 莱 映 射 化 为 一 维 变换 


Zi+1 = f(z;; Re), (32.1) 


并 且 z 是 上 述 曲线 上 的 坐标 @. 离散 变量 j 起 时 间 的 作用 , 其 单位 与 运动 周期 
的 单位 相同 . 

对 于 接近 分 偏 的 流动 , 映射 (32.1) 给 出 确定 流动 特性 的 另 一 种 方法 , 与 周 
期 流 本 身 相 对 应 的 是 变换 (32.1) 的 不 动 点 一 一 在 映射 中 不 变 的 点 zj = z*, 即 
满足 Tj+H1 = 2y 的 点 . 导数 1/ 一 dzj+1/dzy 在 点 Ti 一 Or 的 值 起 倍增 因子 的 作 
用 . 点 z* 邻 域内 的 点 zj = zs 十 上 被 映射 到 点 zj+l 的 ms 十 pe. 如 果 |p| < 1, 则 
不 动 点 是 稳定 的 ( 它 是 映射 的 吸引 子 ), 因为 从 点 z* 的 邻 域内 任何 一 点 开始 重 
复 应 用 (迭代 ) 映射 , 我 们 都 将 渐 近 地 接近 点 z, (按照 Inj" 的 规律 , 其 中 > 是 迁 
代 次 数 )， 相反, 不 动 点 在 IJ > 1 时 不 稳定 . 

我 们 来 研究 倍增 因子 穿 过 -1 时 由 周期 流 导致 的 失 稳 . 等 式 j = -1 意味 
着 , 初始 扰动 经 过 To 时 间 后 改变 符号 但 不 改变 大 小 , 再 经 过 一 个 周期 To 后 则 
又 回 到 初始 扰动 本 身 . 因此 , 当 j 穿 过 -1 时 , 在 周期 为 To 的 极限 环 的 邻 域内 
会 出 现 周 期 为 27b 的 新 的 极限 环 一 一 傅 周 期 分 岔 @. 图 20 给 出 这 种 分 侈 序列 


Q@ 如 果 讨 论 热 对 流 问题 (8 56), 则 该 映射 与 瑞 利 数 有 关 . 

@ 本 节 中 的 记号 自然 与 物理 空间 中 的 坐标 毫 无 关系 ! 

@ 在 本 节 中 , 我 们 用 To (而 不 是 五 ) 表示 基本 周期 , 即 第 一 种 周期 流 的 周期 , 并 用 Rel，Rea， 
表示 倍 周期 分 岔 序列 所 对 应 的 临界 雷诺 数 ,省 格 下 标 cr (记号 Re 代替 原来 的 Recz2). 
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的 示意 图 ; 在 (a), (b) 中 , 实 线 表示 周期 为 276, 476 的 稳定 极限 环 , 虚线 表示 已 
经 失 稳 的 极限 环 . 

如 果 假 设 点 z = 0 是 庞 加 莱 映 射 的 不 动 点 , 在 该 点 附近 就 可 以 把 描述 倍 周 
期 分 命 的 映射 表示 为 展开 式 


zj+1 = [1+ (Re— Rei)]z; + 723 + Bx, (32.2) 


其 中 6 > 0@, 不 动 点 zx, = 0 在 Re < Rel 时 稳定 , 在 Re > Rel 时 不 稳定 . 为 
了 观察 周期 加 倍 是 如 何 发 生 的 , 应 当 两 次 迭代 映射 (32.2), 即 考虑 两 步 (两 个 
时 间 单 位 ) 之 后 的 映射 , 并 确定 所 得 到 映射 的 不 动 点 ; 如 果 不 动 点 存在 并 且 稳 
定 , 它们 就 对 应 倍 周 期 极限 环 . 

两 次 近代 变换 (32.2) (精确 到 小 量 z; 和 Re - Rel), 得 到 映射 


zi42 = zi + 2(Re— Rei)z; — 2(1 + 8)Bz}. (32.3) 


它 总 有 一 个 不 动 点 x = 0. 当 Re < Rei 时 , 该 不 动 点 是 唯一 的 和 稳定 的 (倍增 
因子 |dzjy+1/dzj| < 1); 对 于 周期 为 1 (以 
To 为 单位 ) 的 运动 , 时 间 间 隔 2 也 是 周 
期 . 当 Re = Rel 时 , 倍增 因子 等 于 +1， 
而 当 Re > Rel 时, 不 动 点 z, = 0 变 为 
不 稳定 的 . 在 这 个 时 刻 产 生 一 对 稳定 的 
不 动 点 





(a) 1/2 
(1),(2) (Re 一 Re 
— te 
它们 对 应 稳定 的 倍 周期 极限 环 @; 变换 
所 各 (32.3) 使 这 两 个 点 中 的 每 一 个 点 都 保持 


不 变 , 而 变换 (32.2) 则 把 其 中 的 每 一 个 点 变换 为 另 一 个 点 . 我 们 强调 , 单位 周 
期 极限 环 在 上 述 分 岔 中 并 未 消失 , 它 还 是 运动 方程 的 解 , 只 不 过 是 不 稳定 的 . 

在 接近 分 兮 时 , 流动 仍然 是 “几乎 周期 的 ", 其 周期 为 1: 轨道 连续 两 次 在 
交点 zt 和 z% 返回 截面 , 这 两 点 相距 很 近 . 差 值 zt - z(2) 可 用 来 度量 振幅 ， 
相应 的 振动 周期 为 2. 在 参数 临界 值 之 上 , 振幅 像 (Re - Rei)V2 一 样 增 长 , 这 
类 似 于 定常 流失 稳 后 在 失 稳 处 所 产生 的 周期 流 的 振幅 增长 规律 (26.10). 

倍 周期 分 岔 的 多 次 重复 开辟 了 产生 汕 流 的 一 条 可 能 途径 . 在 这 种 方案 中 ， 
分 岔 次 数 是 无 穷 大 , 这 些 分 岔 ( 随 着 Re 的 增加 ) 依次 发 生 在 越 来 越 小 的 区 间 


加 按照 相应 方式 重新 定义 Re, 即 可 让 Re 一 Rei 的 系数 等 于 1; 重新 定义 zj, 即 可 让 z? 的 系数 
等 于 +1 (在 (32.2) 中 已 经 这 样 假设 ). 
@ 或 者 , 为 简洁 起 见 , 我 们 称 之 为 2- 极 限 环 . 相应 不 动 点 将 称 为 极限 环 基 元 . 
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上 . 临界 值 序列 Rel，Re>, .… 趋 于 一 个 有 限 的 极限 , 而 在 此 极限 之 外 , 周期 性 
则 完全 消失 , 在 状态 空间 中 出 现 复杂 的 无 周期 吸引 子 , 它 在 这 个 方案 中 与 湛 流 
的 产生 相伴 . 我 们 看 到 , 这 个 方案 具有 极 好 的 普 适 性 和 尺度 不 变性 (M.J. 费 根 
鲍 姆 , 1978)@. 

下 面 阐述 的 定量 理论 具有 以 下 前 提 条 件 : 随 着 Re 的 增加 , 分 岔 依次 发 生 
得 如 此 之 快 ,使 得 状态 空间 中 诸多 轨道 所 占 区 域 甚至 在 各 分 岔 之 间 仍 然 是 几 
乎 二 维 的 , 并 且 全 部 分 舍 序 列 都 可 以 通过 只 与 一 个 参数 有 关 的 一 维 虎 加 莱 映 

选择 下 面 使 用 的 映射 是 很 自然 的 , 原因 如 下 . 在 变量 x 的 大 部 分 变化 区 间 
上 , 映射 必须 是 “ 拉 伸 的 ”, |df(z; 和 /dz| > 1, 这 样 才 有 可 能 失 稳 ,映射 还 必须 
让 离开 某 区 闻 边 界 的 轨道 再 返回 这 个 区 闻 , 否则 速度 涨 落 的 振幅 会 无 限 增 长 ， 
而 这 是 不 可 能 的 . 只 有 非 单调 函数 f(z; A) 才能 同时 满足 这 两 个 要 求 , 这 样 的 
函数 不 是 一 一 映射 (32.1): zj+1 的 值 由 上 一 个 值 zy 唯一 确定 , 但 反 过 来 不 成 
芯 . 这 样 的 函数 的 最 简单 形式 为 具有 一 个 极 大 值 的 函数 ; 在 极 大 值 的 邻 域内 取 


vjt1 = (aii 六 =1-)z3， (32.5) 


式 中 和 是 正 参数 , 并 且 (在 流体 动力 学 观点 下 ) 必须 把 它 看 做 Re 的 增 函 数 @. 
假设 线段 [-1,，+1] 是 量 z 的 变化 区 间 ; 当 和 介 于 0 与 2 之 间 时 , 映射 (32.5) 
的 每 一 次 迭代 都 使 > 留 在 该 区 间 上 . 

变换 (32.5) 有 一 个 不 动 点 一 一 方程 z. = 1 - Xz? 的 一 个 根 . 该 点 在 入 > Ai 
时 不 稳定 , 式 中 4 是 让 倍增 因子 满足 4 = -2Xz, = 一 1 的 参数 值 从 这 两 个 
方程 求 出 hi = 3/4. 这 是 参数 入 的 第 一 个 临界 值 , 它 决定 第 一 次 出 现 倍 周期 
分 岔 和 2- 极 限 环 的 时 刻 . 我 们 首先 利用 近似 方法 观察 后 续 分 岔 的 产生 . 这 种 
方法 虽然 不 能 给 出 特征 常数 的 精确 值 , 但 能 够 前 明 分 岔 过 程 的 某 些 定性 特性 . 
然后 再 给 出 精确 的 结果 . 

重复 变换 (32.5) 两 次 , 得 到 


Zj+2 一 工 一 入 十 2X2c3 一 M4. (32.6) 


@ 们 周期 分 岔 序列 (下 面 用 序号 1, 2，…… 为 其 编号 ) 不 一 定 必须 始 于 周期 流 的 第 一 次 分 盆 ， 它 
原则 上 也 可 以 始 于 最 初 若干 次 分 岔 之 后 , 这 时 已 经 出 现 不 可 公 度 频率 , 并 且 由 于 在 §30 中 研究 过 的 机 
理 , 已 经 发 生 锁 频 . 

@ 我 们 强调 , 这 里 之 所 以 允许 非 一 一 映射 , 是 因为 在 考虑 一 维 近 似 ， 假 如 所 有 轨道 都 严格 位 于 一 
个 曲面 瑟 (使 庞 加 莱 映 射 是 严格 一 维 的 )， 就 不 可 能 有 类 似 的 非 单 值 性 , 因为 这 表示 轨道 相交 (zx; 不 同 
的 两 条 轨道 在 点 zy+1 相交 )， 在 这 个 意义 下 , 倍增 因子 可 能 为 零 就 是 该 近似 假设 的 一 个 推论 一 一 只 要 
映射 的 不 动 点 位 于 映射 函数 的 极 值 点 (这 样 的 点 可 以 称 为 “ 超 稳定 的 ", 因为 接近 该 点 的 规律 快 于 上 述 
规律 ). 
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忽略 最 后 一 项 , 即 xz; 的 四 次 项 , 再 应 用 尺度 变换 @ 


则 变换 (32.6) 化 为 


它 与 (32.5) 的 区 别 仅仅 在 于 参数 和 被 替换 为 


= wp(A) = 2X2(A — 1). (32.7) 
重复 这 个 过 程 , 取 尺 度 因子 ai = 1/(1 - 入),…，, 就 得 到 同样 形式 的 映射 序列 : 
Tjt2m =1— Mmzi, Mm = P(Nm-_1). (32.8) 






映射 (32.8) 的 不 动 点 对 应 2m- 极 限 环 @. 因为 所 有 这 些 映射 都 具有 与 (32.5) 相 


同 的 形式 , 所 以 立即 可 以 断定 ， 2"- 极 限 环 (m= =) 人 = 3/4 
时 不 稳定 , 初始 参数 和 的 相应 临 自 
该 数列 趋 于 有 限 的 极限 4 即 方程 








“Uw =wY4u) 的 根 4 =(1+V3/2=1.37. 
尺度 因子 也 趋 于 有 限 的 极限 : am 一 oa) 其 
中 wa= 1/0 4) = -2.8. 

当 mm 很 大 时 , 容易 求 出 hm 接近 4。。 
的 规律 . 如 果 4。 一 hn 很 小 , 则 从 方程 
Am 一 p(Am+1) 求 出 


图 21 4 — Am+i1 = 了 Cu —Am), (32.9) 


的 值 按照 几何 级 数 规律 接近 其 极限 . 相 邻 临 界 值 之 间 的 距离 也 按照 这 样 的 规 


@ 在 和 = 1 时 不 可 能 进行 这 个 变换 (这 时 , 映射 (32.6) 的 不 动 点 就 是 中 心 极 值 r。 = 0)， 然而 , 入 
的 这 个 值 根本 不 是 我 们 所 关注 的 下 一 个 临界 值 4z， 

@ 为 了 避免 误解 , 我 们 强调 , 在 上 述 尺度 变换 之 后 , 应当 在 扩大 的 区 间 |z| < laowa .…am_i| 上 
(而 不 是 像 (32.5), (32.6) 那样 在 区 间 |z| < 1 上 ) 确定 映射 (32.8)， 不 过 , 根据 所 作 近 似 , 表达 式 (32.8) 
其 实 只 能 描述 映射 函数 中 心 极 值 点 附近 的 区 域 . 


§ 32 向 油 流 转变 的 倍 周期 途径 ,137 . 


律 变 化 , 从 而 可 以 把 (32.9) 改写 为 等 价 形式 
ey, We 了 (hm hm). (32.10) 


前 面 已 经 指出 , 在 流体 动力 学 观点 下 应 当 把 参数 和 看 做 雷诺 数 的 函数 . 
此 , 相应 地 会 出 现 一 系列 临界 雷诺 数 , 它们 对 应 着 倍 周期 分 岔 序列 并 趋 于 有 限 
的 极限 Re-. 显然 , 这 些 值 满足 与 4wm 相同 的 极限 规律 (32.9), (32.10) (常数 5 
也 相同 ). 

上 述 讨论 展示 了 过 程 的 基本 规律 : 出 现 无 穷 多 次 分 岔 , 相应 时 刻 按 照 规律 
(32.9), (32.10) 趋 于 极限 hwo; 出 现 尺 度 因子 w. 不 过 , 这 时 得 到 的 特征 常数 值 
并 不 精确 . 收敛 指标 5 ( 费 根 鲍 姆 常数 ) 和 尺度 因子 a 的 精确 值 为 (采用 在 计 
算 机 上 多 次 迭代 映射 (32.5) 的 方法 获得 ) 

6=4.6692-..， a = -2.5029.….， (32.11) 


而 极限 值 4o。 = 1.401@. 我 们 注意 到 , 5 的 值 相 对 较 大 ; 较 快 的 收敛 速度 使 极 
限 规 律 在 为 数 不 多 的 若干 次 倍 周期 分 岔 之 后 就 已 经 很 好 地 成 立 了 . 

上 述 论述 的 不 足 之 处 是 ， 由 于 忽略 了 z3 的 除 一 次 酸 之 外 的 所 有 高 次 寡 ， 
所 以 映射 (32.8) 只 能 确定 下 一 次 分 例 将 会 出 现 的 事实 , 却 不 能 确定 由 该 映射 
描述 的 2m"- 极 限 环 的 所 有 基 元 @®. 其 实 , 映射 (32.5) 经 迭代 后 给 出 z3 的 多 项 
式 , 每 一 次 迭代 都 使 多 项 式 次 数 翻 倍 . 这 些 多 项 式 是 zj 的 复杂 函数 , 其 极 值 点 
数目 增加 很 快 , 并 且 极 值 点 相对 于 点 zj = 0 对 称 分 布 (该 点 也 永远 是 极 值 点 ). 

值得 注意 的 是 , 不 仅 5 和 a 的 值 如 此 , 连 映射 本 身 经 过 无 穷 次 迭代 后 的 
极限 形式 也 在 一 定 意义 上 与 初始 映射 zj+i = f(z;; 入 ) 的 形式 无 关 : 只 要 依赖 
于 一 个 参数 的 函数 f(z; A) 是 光滑 函数 并 且 具 有 一 个 二 次 极 大 值 即 可 ( 设 在 点 
z=0 有 二 次 极 大 值 ), 它 在 远 处 甚至 不 一 定 相对 于 该 点 对 称 . 这 种 普 适 性 极 大 
扩展 了 上 述 理论 的 一 般 性 , 其 精确 表述 如 下 . 

考虑 由 函数 f(x) (函数 f(z; 入 ), 其 中 入 已 经 选 定 , 见 下 ) 和 归 一 化 条 件 
f(0) = 1 所 给 出 的 映射 . 两 次 应 用 该 映射 , 得 到 函数 f(f(z)). 同时 改变 该 函数 
本 身 和 变量 z 的 尺度 为 原来 的 ao = 1/f(1) 倍 , 这 样 就 得 到 新 函数 


fils) = oof(f( 去 )), 


@ hco 的 值 具有 某 些 附带 条 件 , 因为 它 与 初始 映射 f(z; 和 ) 中 引入 参数 的 方法 有 关 (而 3 和 a 的 
值 与 此 毫 无 关系 ). 

回 即 在 不 断 兴 代 映射 (32.5) 时 依 序 (周期 性 ) 经 过 的 全 部 2m 个 点 z@), zG,.…, 它们 相对 于 选 
代 2” 次 的 映射 是 不 动 点 (也 是 稳定 点 )， 为 了 避免 可 能 的 问题 , 我 们 指出 , 导数 dzj sm /dxj 在 全 部 
点 ze), ze 如 … 均 自 动 相等 (所 以 同时 在 下 一 次 分 贫 时 穿 过 一 1). 我 们 不 打算 在 这 里 讨论 对 这 个 性 
质 的 证 明 (其 必要 性 预先 来 看 是 显然 的 ), 这 要 用 到 复合 函数 的 微分 法 则 . 
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它 也 满足 万 (0) = 1. 重复 这 种 做 法 , 我 们 得 到 一 个 函数 序列 , 其 递 推 关系 为 @ 
7Z \\ _ 仿 1! 
fmnt+1(7) = amfm(fm(-)) 三 Tfm, am = Fy (32.12) 


如 果 该 序列 在 m 一 co 时 趋 于 某 确定 的 极限 函数 foo(x) 三 g(x), 则 该 函数 应 当 
是 在 (32.12) 中 定义 的 算 子 全 的 “不 动 函数 ”, 即 应 当 满足 函数 方程 @ 


9g(z) = Fg = ag(s(=)), a= 而 


根据 关于 容许 函数 f(z) 的 性 质 的 上 述 假设 , 函数 g(z) 应 是 光滑 的 , 并 且 在 点 
2z=0 具有 二 次 极 值 . 关于 函数 f(z) 的 具体 形式 , 在 方程 (32.13) 以 及 对 它 的 
解 提 出 的 各 种 条 件 中 都 没有 留 下 任何 其 他 信息 . 我 们 强调 , 经 过 上 述 尺 度 变换 
(lam| > 1), 对 自 变量 xz 从 -co 到 +oo 的 全 部 值 都 可 以 求 出 方程 的 解 (而 不 是 
仅 在 区 间 -1 < wz < 1 上 才 有 解 ). 函数 g(z) 自然 是 z 的 偶 函 数 ; 它 理 应 如 此 ， 
因为 容许 函数 f(z) 包括 偶 消 数 , 而 偶 喘 射 经 过 任何 次 迭代 必定 还 是 偶 映 射 ， 

对 于 方程 (32.13), 这 样 的 解 确实 存在 , 并 且 是 唯一 的 (尽管 不 能 用 解析 形 
式 构造 出 来 ); 它 是 一 个 无 界 函 数 , 具有 无 穷 多 个 极 值 ; 常数 a 可 与 函数 g(z) 本 
身 一 同 求 出 . 实际 上 只 要 在 区 间 [1, 1] 上 构造 出 该 函数 即 可 , 然后 可 以 通过 对 
算 子 至 的 迭代 把 它 延 拓 到 该 区 间 之 外 . 我 们 注意 到 , 在 对 (32.12) 中 的 全 进行 
和 欠 代 时 , 函数 fy1(z) 在 区 间 [1, 1] 上 的 值 可 以 通过 函数 f(z) 在 该 区 间 更 
小 部 分 上 的 值 求 出 , 并 且 每 一 步 和 迭代 都 使 这 部 分 区 间 缩 小 至 1/|la| = 1/|lal 倍 . 
这 意味 着 , 为 了 在 区 闻 [--1, 4] 上 (从 而 进一步 在 全 部 z 轴 上 ) 确定 函数 g(z)， 
初始 函数 在 其 极 大 值 附近 越 来 越 小 的 部 分 在 多 次 迭代 的 极限 下 至 关 重要 ; 这 
就 是 上 述 普 适 性 的 根源 @. 

无 穷 多 次 周期 加 倍 导致 无 周期 吸引 子 的 产生 , 其 结构 可 由 函数 g(z) 确定 . 
但 是 , 这 是 在 函数 f(z; 和 ) 具有 完全 确定 参数 值 和 = 4。 的 条 件 下 进行 的 , 所 
以 通过 变换 (32.12) 的 多 次 近 代 从 f(x; A) 得 到 的 函数 显然 仅 对 这 个 孤立 的 入 
值 才 真正 收敛 到 g(xz). 由 此 同样 可 知 , 如 果 参 数 和 的 值 略微 偏离 4-。 使 算 子 
人 的 不 动 函数 发 生 微小 变化 , 则 该 不 动 函数 对 这 种 微小 变化 是 不 稳定 的 . 对 这 
种 不 稳定 性 进行 研究 , 就 能 够 确定 普 适 常数 5, 而 这 仍然 与 函数 f(z) 的 具体 形 


， 9(0)=1. (32.13) 


@ 我 们 指出 , 这 种 做 法 明显 类 似 于 前 面 推导 (32.8) 时 的 做 法 . 

@ 方程 (32.13) 称 为 蒋 维 塔 诺 维 奇 - 费 根 鲍 姆 方程 ， 一 译 者 

@ 根据 计算 机 模拟 , 我 们 相信 方程 (32.13) 的 唯一 解 存在 ,可 以 (在 区 间 [1, 1] 上 ) 寻求 形 如 za 
的 高 次 多 项 式 的 解 ; 如 果 想 通过 对 全 的 迭代 把 函数 延 拓 到 越 大 范围 的 = 值 (在 上 述 区 间 之 外 ), 就 应 
当 要 求 越 高 的 模拟 精度 , 函数 g(z) 在 区 间 [-1, 1] 上 有 一 个 极 大 值 , 在 极 大 值 附近 g(x) = 1 -1.528z? 
(如 果 认 为 极 值 是 极 大 值 ; 因为 方程 (32.13) 在 9 改变 符号 后 保持 不 变 , 所 以 这 个 选择 是 有 附带 条 件 的 ). 
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式 没有 任何 关系 @. 

尺度 因子 a 确定 吸引 子 (在 状态 空间 中 ) 的 一 些 几 何 特征 量 在 每 一 次 周 
期 加 倍 时 的 变化 ( 减 小 ); z 轴 上 的 极限 环 基 元 之 间 的 距离 就 是 这 种 几何 特征 
量 . 然而 , 由 于 每 一 次 周期 加 倍 还 伴随 着 极限 环 基 元 数量 的 增加 , 所 以 必须 具 
体 而 明确 地 给 出 这 个 结论 . 这 时 已 经 预先 知道 , 尺度 变化 规律 对 于 任何 两 点 之 
间 的 距离 @ 不 可 能 一 模 一样 . 其 实 , 如 果 用 映射 函数 的 几乎 线性 部 分 对 相距 很 
近 的 两 个 点 进行 变换 , 则 它们 之 间 的 距离 缩小 至 1/lal 倍 ; 但 如 果 用 映射 函数 
在 其 极 值 点 附近 的 部 分 进行 变换 , 则 上 述 距离 缩小 至 1/o? 倍 . 

在 发 生 分 岔 的 时 刻 (在 入 = hm 时 ), 2"- 极 限 环 的 每 一 个 基 元 (点 ) 都 一 分 
为 二 一 一 分 裂 为 相距 很 近 的 一 对 基 元 , 并 且 尽 管 它们 之 间 的 距离 逐渐 增加 , 但 
在 下 一 次 分 岔 之 前 , 这 两 个 点 在 和 的 全 部 变化 域 上 始终 相距 很 近 . 如 果 观 察 极 
限 环 各 基 元 之 间 随 时 间 的 相互 转变 ( 即 在 映射 序列 z;41 = f(z;; 和 ) 作用 下 的 
相互 转变 ), 则 上 述 一 对 基 元 中 的 每 一 个 点 经 过 2m 个 单位 时 间 后 都 会 转变 为 
另 一 个 点 . 这 意味 着 , 一 对 基 元 中 两 点 之 间 的 距离 可 以 用 来 度量 新 出 现 的 倍 周 
期 的 振幅 . 正 是 在 这 个 意义 上 , 该 距离 有 特别 的 物理 意义 . 

我 们 把 2™+!- 极 限 环 的 全 部 基 元 按照 它们 被 环绕 的 先后 顺序 排列 ， 并 把 
它们 记 为 zm+1(t), 其 中 时 间 t (以 基本 周期 To 为 单位 ) 取 整 数值 , 即 i/To = 1 
2,…， 2mt1, 这些 基 元 是 因为 2"- 极 限 环 的 各 个 基 元 都 发 生 分 裂 而 成 对 出 现 
的 , 并 且 每 一 对 基 元 之 间 的 距离 由 差 值 


én+1(t) = Tm+1(t) — m+1(t + Tm) (32.14) 


给 出 , 其 中 T = 2m7b = Tn41/2 是 2m- 极 限 环 的 周期 , 即 2”"+1- 极 限 环 的 半 膨 
期 . 引入 函数 om(t), 即 从 一 个 极限 环 转变 为 下 一 个 极限 环 时 确定 距离 (32.14) 
的 尺度 因子 @: 

名 + 的 -人 (32.15) 


ém(t) 





显然 ， 
émt1i(t + Tm) = —émn+1(t), (32.16) 


@ 见 原始 文献 : Feigenbaum M.J. J. Stat. Phys. 1978, 19: 25; 1979, 21: 669. 

@ 指 未 伸 长 线段 [-1,， 1] 上 的 距离 ， 该 线段 最 初 是 作为 z 的 假设 变化 区 间 而 选 定 的 ， 并 且 所 有 
极限 环 基 元 都 位 于 这 条 线段 上 ，a 是 负 的 ,这 表示 各 极限 环 基 元 的 位 置 在 分 岔 时 还 会 发 生 相 对 于 点 
rr 二 0 的 反 演 . 

图 因为 这 两 个 极限 环 分 别 对 应 参数 和 值 的 不 同 区 间 (4m-_i，Am) 和 (Am，Am+1),， 并 且 量 
(32.14) 在 这 些 区 间 上 有 显著 变化 , 所 以 需要 更 准确 地 表述 它们 在 定义 (32.15) 中 的 含义 . 我 们 将 把 它 
们 理解 为 在 参数 值 使 极限 环 “ 超 稳定 ” ( 见 135 页 的 脚注 ) 时 的 取 值 . 在 每 一 个 极限 环 的 存在 域 中 都 
各 有 一 个 这 样 的 取 值 . 
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所 以 
om(t + Tn) = —om(t). (32.17) 

函数 om(t) 具有 复杂 的 性 质 , 但 可 以 证 明 , 其 极限 形式 ( 当 m 很 大 时 ) 在 

很 好 的 精度 下 可 用 以 下 简单 表达 式 允 近 (应 适当 选取 初始 时 刻 t): 
| l/a, 0<t< 人 Th,/2, 
om(t) = 
1/o?, Tn/2 <t<Th. 

有 了 这 些 公式 , 我 们 就 能 够 对 流动 在 经 历 周期 加 倍 时 的 频谱 变化 作出 某 
些 结论 . 在 流体 动力 学 中 , 应 当 把 量 zm,(t) 理解 为 流体 速度 的 一 种 特性 . 对 于 
周期 为 了 的 流动 , 函数 zm(t) ( 自 变量 为 连续 的 时 间 t!) 的 频谱 包含 频率 kw 
(k == 1, 2, 3,…), 即 基 本 频率 ww = 2x/Thn, 和 它 的 各 个 谐 频 . 周期 加 倍 之 后 , 流 
动 可 由 周期 为 Thm+i = 2Tm 的 函数 zm4+1(t) 描述 . 它 的 谱 展 开 式 中 不 仅 包 含 同 
样 的 频率 kwm, 而 且 包 含 频率 wm 的 各 个 分 频 , 即 频率 urn/2, 1 = 1, 3, 5,…， 

我 们 把 zm+i(t) 写 为 以 下 形式 : 


om4i 鸭 一 于 Eti 的 十 Wi 人 
其 中 ém+1 是 两 项 之 差 (32.14), 而 
Nm+1(t) = Tm+i(t) + Tm+1(t + Tm). 


nm+t1(t) 的 谱 展 开 式 只 包含 频率 kwum. 分 频 的 健 里 叶 分 量 

1 a (t) eirlt/Tn dt 到 1 [i (t)— (t+T )] einit/Tm qt 
下 5 m1 27 ho Mm+1 Tm+1 人 
等 于 零 , 因为 等 式 nt + Tm) = nm+i(t) 成 立 . 另 一 方面 , 在 一 阶 近似 下 , 量 
nmlt) 在 分 岔 中 保持 不 变 : F401(t) 传 mm( 有 ). 这 意味 着 , 频率 为 kwn, 的 振动 , 其 
强度 也 保持 不 变 . 

与 此 不 同 的 是 , 量 6,41(t) 的 谱 展开 式 只 包含 分 频 lwm/2, 它们 是 第 和 十 1 

次 周期 加 倍 时 出 现 的 新 频率 . 这 些 谱 分 量 的 总 强度 由 以 下 积分 给 出 : 


1 Tmt+1 3 
1 nda (32.19) 
mt+1 


0 
用 ém(t) 表示 ém+1(t), 则 有 


(32.18) 





2 /mm 
I =H OD 


@ 我 们 不 打算 在 这 里 研究 函数 owm(t) 的 性 质 , 因为 这 在 原理 上 虽然 简单 , 却 很 繁琐 ， 参阅 :Beni- 
FreH6ayM M. Ycu. dn3. Hayk. 1983, 141: 343 (Feigenbaum M.J. Los Alamos Science, 1980, 1: 4). 
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根据 (32.16) 一 (32.18), 我 们 有 


最 终 得 到 





= 10.8. (32.20) 


因此 , 在 连续 两 次 倍 周期 分 岔 中 , 先后 出 现 的 新 的 谱 分 量具 有 确定 的 强度 
比 , 该 比值 与 分 岔 的 序号 无 关 (M.J. 费 根 鲍 姆 , 1979)Q@. 

当 参 数 入 在 值 4 之 上 (雷诺 数 Re > Reoo) 继续 增加 时 , 即 在 “ 湛 流 ”区域 
中 , 我 们 来 研究 运动 性 质 的 演化 . 因为 无 周期 的 吸引 子 在 其 产生 的 那 一 刻 (在 
入 = hw 时 ) 是 由 一 维 庞 加 莱 上 映射 描述 的 , 所 以 可 以 认为 , 当 和 的 值 略微 大 于 
hw 时 仍然 能 够 利用 这 样 的 映射 来 研究 吸引 子 的 性 质 . 

经 过 无 穷 多 次 周期 加 倍 而 产生 的 吸引 子 , 在 其 产生 的 那 一 刻 并 不 是 如 $31 
那样 定义 的 奇怪 吸引 子 :“2ce-- 极 限 环 ” 是 稳定 的 2™- 极 限 环 在 m 一 co 时 的 极 
限 , 因而 也 是 稳定 的 . 该 吸引 子 的 点 在 区 闻 [-1 1] 上 组 成 康 托 尔 集 之 类 的 不 
可 数 集合 , 它 在 该 区 间 上 的 测度 ( 即 其 全 部 元 素 的 总 长度” ) 等 于 零 , 而 它 的 
维 数 介 于 0 与 1 之 间 并 等 于 0.54@. 

当 入 > 4。 时 , 吸引 子 成 为 奇怪 吸引 子 一 一 有 吸引 作用 的 不 稳定 轨道 集 
合 . 在 区 间 [-1, 1] 上 , 属于 吸引 子 的 点 充满 诸多 线段 , 其 总 长 度 不 为 零 . 这 些 
线段 是 一 条 环绕 多 周 并 自我 封闭 的 连续 二 维 带子 在 横 截 曲面 c 上 的 痕迹 . 
此 , 我 们 再 次 注意 一 维 模型 的 近似 性 . 其 实 , 这 条 带子 具有 很 小 的 但 有 限 的 厚 
度 , 所 以 其 横 截 面 是 有 限 宽 度 的 窄 条 . 奇怪 吸引 子 沿 该 宽度 方向 具有 分 层 的 康 
托 尔 结构 , 如 上 一 节 所 述 @. 由 于 下 文 并 不 关心 这 种 结构 , 我 们 仍然 在 一 维 庞 
加 莱 映 射 的 范围 内 进行 研究 . 

当 入 大 于 4。 并 继续 增加 时 , 奇怪 吸引 子 性 质 的 变化 具有 以 下 一 般 特 点 . 
对 于 给 定 的 值 入 > 4w, 吸引 子 充满 区 间 [-1, 1] 上 的 诸多 线段 , 这 些 线段 之 间 
的 区 域 是 吸引 子 的 吸引 域 , 而 具有 某 周 期 2” 或 更 小 周期 的 不 稳定 极限 环 的 基 
元 就 位 于 该 吸引 域 中 ， 当 和 增加 时 , 奇怪 吸引 子 中 的 各 条 轨道 更 快 地 发 散 , 吸 


@ 这 不 仅 适用 于 新 产生 的 各 分 频 的 总 强度 , 而且 适 用 于 每 一 个 分 频 的 强度 . 第 m 次 分 岔 后 出 现 
的 每 一 个 分 频 , 在 第 m + 1 次 分 岔 后 都 化 为 (一 左 一 右 ) 两 个 分 频 ， 所 以 , 在 连续 两 次 分 岔 中 , 先后 出 
现 的 单独 谱 峰值 的 强度 之 比 是 (32.20) 所 给 数值 的 两 倍 ， 更 精确 的 数值 是 10.48. 为 了 得 到 这 个 值 , 可 
以 利用 普 适 函数 g(z) 来 分 析 点 和 = 4oo 本 身 的 状态 . 在 这 一 点 已 经 存在 所 有 频率 , 并 且 不 会 出 现 139 
页 脚注 中 提 到 的 类 似 问题 . 见 : Nanenberg M., Rudnick J，Phys. Rev. B. 1981, 24: 493. 

回 见 : Grassberger P, J. Stat. Phys. 1981, 26: 173. 

回 吸引 子 在 这 个 方向 上 的 维 数 远 小 于 1. 不 过 , 它 不 是 兽 适 的 , 依赖 于 映射 的 具体 形式 . 
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引子 依次 吸收 周期 为 2™, 2™+1, .… 的 极限 环 并 不 断 “膨胀 ". 这 时 , 包含 吸引 
子 的 那些 线段 的 数目 变 小 , 但 其 总 长 度 增 加 , 换言之, 上 述 二 维 带 子 的 环绕 周 
数 在 每 一 步 都 减 半 , 而 其 宽度 增加 . 这样 一 来 , 吸引 子 仿佛 被 逐 级 简化 . 不 稳 
定 的 2m- 极 限 环 被 吸引 子 吸收 的 过 程 称 为 倍 周期 逆 分 岔 . 图 22 展示 了 这 种 逆 
分 岔 过 程 的 最 后 两 步 . 在 图 22 (a) 中 ， 带 子 环绕 四 周 ， 而 道 分 岔 把 它 变 为 环绕 
两 周 的 带子 (图 22 (b)); 最 终 , 最 后 一 次 逆 分 岔 把 它 变 为 只 环绕 一 周 就 立刻 扭 
转 并 自我 封闭 的 带子 (图 22 (c)). 


(a) (b) (9 





图 22 


我 们 用 Am+1 表示 们 周期 逆 分 伟 序 列 所 对 应 的 参数 值 , 并 按 4 > dns 
的 顺序 排列 . 我 们 来 证 明 , 这 些 参数 值 组 成 等 比 数列 , 并 且 普 适 指数 5 与 相应 
正 分 命 序 列 情况 下 的 值 相同 . 

在 最 后 一 次 ( 当 入 增加 时 ) 逆 分 岔 之 前 ， 吸 引子 占据 两 条 线段 ， 而 映射 


(32.5) 的 不 动 点 
Eo Vi+4X—1 
2 和 
则 位 于 这 两 条 线段 之 间 的 区 间 上 , 该 点 对 应 着 周期 为 1 的 不 稳定 极限 环 . 当 参 
数值 和 = 4 时 出 现 分 岔 , 这 时 吸引 子 的 边界 扩张 到 这 个 点 . 从 图 22 (b) 可 见 ， 
吸引 子 (带子 ) 的 外 边界 在 环绕 一 周 后 成 为 其 内 边界 , 再 环绕 一 周 后 则 成 为 把 
这 两 圈 分 开 的 区 间 的 边界 . 由 此 显然 可 知 , 参数 值 = Al 可 由 条 件 zj+a = zx 
给 出 , 其 中 
zi+2 一 1 一 AM1 一 入 


是 在 点 zi = 1 两 次 迭代 映射 的 结果 , 该 点 是 吸引 子 的 边界 (参数 值 fl = 1.543). 
利用 hm+ti 与 hm 之 间 的 递 推 关系 , 可 以 近似 地 依次 确定 上 述 逆 分 岔 Az, Ns， 
… 的 发 生 时 刻 . 获得 该 近似 关系 的 方法 就 是 前 面 在 研究 倍 周期 正 分 岔 序列 时 
所 用 的 方法 , 其 形式 为 A = yp(hAm+1), 而 函数 (4) 也 由 (32.7) 给 出 . 图 21 的 
上 部 给 出 相应 的 图 解 方法 . 因为 函数 p(4) 对 正 分 命 序列 和 逆 分 兮 序列 是 相同 
的 , 所 以 数列 4 和 hm 趋 于 共同 的 极限 4oo = Aoo (分 别 是 下 极限 和 上 极限 ): 


| 
Am+1 = MAos 下 (hm et Awo). (32.21) 


§ 32 向 满 流 转变 的 售 周期 途径 - 143 . 


当 入 > hoe 时 , 奇怪 吸引 子 性 质 的 变化 伴随 着 强度 频谱 的 相应 变化 . 流动 
混沌 化 的 表现 是 , 在 频谱 中 出 现 “噪声 ", 其 强度 与 吸引 子 宽度 共同 增加 . 在 这 
样 的 噪声 背景 下 存在 一 些 离散 的 峰值 ， 它 们 对 应 不 稳定 极限 环 的 基本 频率 及 
其 谐 频 和 分 谐 频 ， 当 逆 分 兮 依次 发 生 时 , 相应 的 分 谐 频 则 依次 消失 , 其 顺序 正 
好 与 它们 当初 在 正 分 岔 序列 中 出 现 的 顺序 相反 . 这 些 频率 是 由 不 稳定 极限 环 
引起 的 , 频谱 峰值 区 域 变 宽 就 是 这 种 不 稳定 性 的 表现 . 

通过 间歇 向 淇 流转 变 . 最 后 , 我 们 来 研究 倍增 因子 穿 过 值 4 = +1 的 情况 
下 周期 流 的 破坏 . 

这 种 类 型 的 分 合 (在 一 维 应 加 莱 映 射 的 范围 内 ) 可 由 函数 zj41 = f(z;; Re) 
来 描述 , 它 在 参数 (雷诺 数 ) 取 确 定 值 Re = Recr 时 与 直线 zj;41 = x; 相 切 . 取 
切 点 为 x; = 0, 我 们 在 它 附 近 把 映射 函数 展开 为 以 下 形式 3: 


Tj+1 一 (Re 一 Recr) 十 271 十 2 (32.22) 
当 Re < Recr 时 (图 23) 存在 两 个 不 动 点 
zt (3) =- 干 (Re — Re)12. 


一 个 不 动 点 (z 多 ) 对 应 稳定 周期 流 , 另 一 个 不 动 点 (z(2) 对 应 不 稳定 周期 流 . 
当 Re = Recr 时 , 倍增 因子 在 这 两 个 点 都 等 于 +1, 两 种 周期 流连 接 在 一 起 , 它 
们 在 Re > Recr 时 消失 (不 动 点 进入 复数 域 ). 

当 雷 诺 数 稍微 超过 临界 值 时 , 曲线 (32.22) 与 
直线 Tj+1 = Ti 之 间 的 距离 很 小 (在 zy 二 0 附近 
的 区 域内 ). 因此 , 在 z 值 的 这 部 分 区 间 上 , 映射 
(32.22) 的 每 一 次 迭代 仅仅 导致 轨道 痕迹 的 微小 移 
动 , 从 而 需要 多 次 迭代 才能 让 它 通过 全 部 区 间 . 换 
言 之 , 在 相对 较 大 的 时 间 间 隔 内 , 状态 空间 中 的 轨 
道 是 规则 的 和 几乎 周期 的 . 在 物理 空间 中 与 这 样 
的 轨道 相对 应 的 是 规则 的 流动 ( 层 流 )、 这 样 就 又 
出 现 了 一 种 在 原则 上 可 能 的 湛 流 产生 方案 (P. 马 
纳 维尔 , Y. 波 莫 , 1980). 图 23 

可 以 想象 , 如 果 把 如 上 所 述 的 这 一 段 映 射 函 数 与 导致 轨道 混沌 化 的 那些 
部 分 连接 起 来 ,在 状态 空间 中 就 得 到 与 之 相应 的 局 部 不 稳定 轨道 集合 . 不 过 ， 
这 个 集合 本 身 并 不 是 吸引 子 ， 并 且 表 示 系 统 的 那个 点 会 随时 间 而 远离 这 个 集 





@ 用 适当 方式 定义 Re 和 zx;, 就 可 以 让 Re - Recr 的 系数 和 z? 的 ( 正 ) 系数 等 于 1, 就 像 在 
(32.22) 中 所 假设 的 那样 . 
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合 . 当 Re < Recr 时 , 轨道 变 为 稳定 的 极限 环 , 即 在 物理 空间 中 形成 周期 性 层 
流 运动 . 当 Re > Reu 时 不 存在 稳定 的 极限 环 , 这 时 产生 一 种 “潮流 ”状态 与 层 
流 状 态 交 替 出 现 的 流动 (该 方案 由 此 得 名 一 一 通过 间 歌 向 洋流 转变 ). 
尽管 我 们 还 无 法 对 潮流 状态 的 持续 时 间作 出 任何 一 般 结论 ,但 容易 给 出 
层 流 状态 的 持续 时 间 对 雷诺 数 与 临界 雷诺 数 之 差 的 依赖 关系 . 为 此 , 我 们 把 差 
分 方程 (32.22) 写 为 微分 方程 的 形式 . 考虑 到 zi 经 过 一 次 映射 后 变化 很 小 , 我 
们 把 差 值 zj+1 - zj 替换 为 对 某 个 连续 变量 t 的 导数 dx/dt: 
于 = (Re— Rew) 十 z2. (32.23) 
设 一 条 线段 的 端点 zx 和 za 到 点 z =0 的 距离 远大 于 (Re 一 Recr)!/? 并 分 别 
位 于 该 点 的 两 侧 , 但 它们 仍然 属于 能 够 应 用 展开 式 (32.22) 的 区 域 . 我 们 来 计 
算 通过 该 线段 所 需 的 时 间 r. 我 们 有 
T= (Re— Reo) ?arctan [z(Re — Recr)-!/ 2] 上， 


£1 


从 而 
T~ (Re— Rec)™/?, (32.24) 


这 给 出 待 求 的 依赖 关系 . 层 流 状态 的 持续 时 间 随 雷诺 数 与 临界 值 之 差 的 增加 
而 降低 . 

在 这 个 方案 中 , 无 论 是 关于 上 述 流动 如 何 开始 的 问题 , 还 是 关于 由 此 产生 
的 灌流 有 何 本 质 的 问题 , 都 是 未 解决 的 . 


$33 充分 发 展 的 湛 流 


在 足够 大 的 雷诺 数 下 出 现 的 满 流 具有 如 下 特征 : 在 流 场 中 的 每 个 点 , 速度 
都 随时 间 发 生 极 不 规则 的 变化 (充分 发 展 的 满 流 ); 速度 在 某 个 平均 值 附近 不 
断 发 生 涨 落 . 在 给 定时 刻 的 流 场 中 , 从 一 点 到 另 一 点 的 速度 变化 也 有 这 样 的 不 
规则 性 . 关于 充分 发 展 的 灌流 , 目前 尚 不 存在 完备 的 定量 理论 . 不 过 , 我 们 已 经 
知道 许多 重要 的 定性 结果 , 本 节 将 叙述 这 些 结果 . 

我 们 引入 平均 速度 的 概念 . 取 流 体 在 空间 中 每 一 点 的 实际 速度 在 长 时 间 
间隔 内 的 平均 值 , 就 得 到 流动 的 平均 速度 . 经 过 这 样 的 平均 , 速度 的 不 规则 变 
化 被 抹 平 了 , 平均 速度 成 为 流 场 中 的 光滑 函数 ,在 下 文中 , 我 们 将 用 字母 w 表 
示 平 均 速度 . 实际 速度 与 平均 速度 之 差 v' = v -4 会 按照 潮流 所 特有 的 方式 
发 生 不 规则 变化 , 我 们 将 称 之 为 速度 的 涨 落 部 分 . 

我 们 来 更 详细 地 研究 登 加 在 平均 流动 上 的 不 规则 运动 ( 涨 落 ) 的 性 质 . 这 
种 运动 本 身 可 以 定性 地 看 做 各 种 尺度 的 运动 ( 淇 流 涨 落 ) 倒 加 的 结果 (所 谓 运 
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动 的 尺度 , 是 指使 速度 发 生 显著 变化 的 距离 的 量 级 ). 随 着 雷诺 数 的 增加 , 大 尺 
度 涨 落 首先 出 现 ; 运动 的 尺度 越 小 , 这 样 的 涨 落 出 现 得 越 晚 . 当 雷诺 数 非 常 大 
时 , 从 最 大 尺度 到 极 小 尺度 的 涨 落 都 会 出 现在 灌流 中 . 大 尺度 涨 落 在 湛 流 中 起 
主要 作用 , 该 尺度 在 量 级 上 与 决定 满 流 区 尺度 的 特征 长 度 相同 . 在 下 文中 , 我 
们 将 用 ! 表示 汗 流 的 这 个 基本 尺度 (或 外 尺度 ) 的 量 级 . 这 些 大 尺度 运动 有 最 
大 的 振幅 , 其 速度 在 量 级 上 与 平均 速度 在 距离 ; 上 的 变化 Aw 是 可 比 的 (我 们 
在 这 里 所 讨论 的 不 是 平均 速度 本 身 的 量 级 , 而 是 其 变化 值 的 量 级 , 因为 正 是 这 
个 变化 值 才 表征 湛 流 的 速度 . 平均 速度 的 大 小 可 以 是 任意 的 , 这 取决 于 所 采用 
的 参考 系 )@. 至 于 这 些 大 尺度 涨 落 的 频率 , 其 量 级 为 wb 即 平均 速度 v (而 不 
是 它 的 变化 Aw) 与 尺度 1 之 比 . 其 实 , 由 频率 确定 的 周期 , 是 在 某 个 静止 参考 
系 中 观测 到 的 流动 图 像 重复 出 现 的 时 间 间 隔 , 但 是 在 这 样 的 参考 系 中 , 整个 流 
动 图 像 会 以 量 级 为 u 的 速度 与 流体 一 起 运动 . 

潮流 中 的 小 尺度 涨 落 对 应 着 较 高 的 频率 , 其 振幅 也 小 得 多 . 可 以 把 它们 看 
做 又 加 在 渍 流 中 的 大 尺度 基本 运动 上 的 精细 结构 . 在 流体 的 总 动能 中 , 只 有 相 
对 很 小 的 一 部 分 属于 小 尺度 涨 落 . 

根据 湛 流 的 上 述 流动 图 像 , 可 以 对 发 生 涨 落 的 速度 (在 给 定时 刻 ) 沿 流动 
的 变化 特性 作出 以 下 结论 . 在 大 距离 上 (在 与 ! 相当 的 距离 上 ), 速度 变化 可 由 
大 尺度 涨 落 的 速度 变化 给 出 , 所 以 它 的 量 级 为 Aw. 而 在 小 距离 上 (在 远 小 于 1 
的 距离 上 ), 速度 变化 取决 于 小 尺度 涨 落 , 所 以 它 远 小 于 Au (但 是 远大 于 平均 
速度 在 同样 的 小 距离 上 的 变化 值 ). 如 果 在 空间 中 的 给 定点 上 观测 速度 随时 间 
的 变化 , 也 可 以 得 到 相同 的 流动 图 像 . 在 短 时 间 内 (与 特征 时 间 了 ~ i/w 相 比 )， 
速度 的 变化 很 小 ; 而 在 长 时 间 内 , 速度 变化 可 达 Aw 的 量 级 . 

长 度 ! 作为 特征 长 度 出 现 于 雷诺 数 Re 的 定义 式 中 , 而 雷诺 数 决 定 了 流 
动 的 整体 性 质 . 除了 这 个 数 , 还 可 以 对 各 种 尺度 的 湛 流 涨 落 引 入 其 他 一 些 雷 
诺 数 , 这 是 一 种 定性 的 概念 . 如 果 和 是 涨 落 的 尺度 , 而 w 是 其 速度 的 量 级 , 则 
Re\ ~ WAM. 运动 的 尺度 越 小 , 该 雷诺 数 也 越 小 . 

当 Re 很 大 时 , 大 尺度 涨 落 的 雷诺 数 Re 也 很 大 . 但 是 大 雷诺 数 等 价 于 小 
黏度 , 从 而 可 以 断言 , 尽管 大 尺度 运动 恰恰 是 任何 满 流 的 基本 运动 , 流体 的 慕 
性 对 于 大 尺度 运动 却 无 关 紧 要 . 因此 , 在 大 尺度 涨 落 中 没有 显著 的 能 量 耗 散 . 

流体 的 黏 性 仅 对 最 小 尺度 的 涨 落 才 是 重要 的 , 这 时 Re、 ~ 1 (在 本 节 下 文 
中 将 确定 这 些 涨 落 的 尺度 0). 尽管 这 些小 尺度 涨 落 从 渍 流 的 一 般 流 动 图 像 来 
看 并 不 重要 , 但 是 能 量 耗 散 恰恰 是 在 这 些小 尺度 涨 落 中 发 生 的 . 

于 是 , 关于 满 流 中 的 能 量 耗 散 , 我 们 形成 了 以 下 认识 (L. 理 查 森 , 1922). 能 


@ 其 实 , 基本 涨 落 的 尺度 看 来 是 特征 长 度 ! 的 几 分 之 一 , 而 它们 的 速度 是 Au 的 几 分 之 一 . 
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量 从 大 尺度 涨 落 传递 给 小 尺度 涨 落 , 并 且 在 此 过 程 中 基本 上 没有 能 量 耗 散 . 我 
们 可 以 说 , 仿佛 存在 着 从 大 尺度 涨 落 到 小 尺度 涨 落 的 连续 能 流 , 即 从 低频 到 高 
频 的 能 流 . 该 能 流 在 最 小 尺度 的 涨 落 中 发 生 耗 散 , 即 动能 转化 为 热 . 当然 , 为 了 
维持 流动 的 “定常 ” 状态 , 必须 存在 外 部 能 量 源 , 以 便 持续 地 向 大 尺度 的 基本 运 
动 提供 能 量 . 

因为 流体 的 黏 性 只 对 最 小 尺度 的 涨 落 才 是 重要 的 , 所 以 可 以 断言 , 如 果 所 
关注 的 油 流 运动 的 尺度 入 六 Xo, 则 与 此 相关 的 所 有 物理 量 都 不 可 能 与 > 有关 
(更 准确 地 说 , 当 > 变化 而 其 余 运 动 条 件 不 变 时 , 这 些 量 不 应 变化 )， 这 个 结论 
减少 了 用 来 确定 潮流 性 质 的 物理 量 的 数目 ， 所 以 采用 相似 方法 来 研究 汕 流 是 
有 重要 价值 的 , 而 这 就 需要 分 析 适 当 物 理 量 的 量 纲 . 

我 们 采用 这 样 的 方法 来 确定 沸 流 中 的 能 量 耗 散 率 的 量 级 . 设 e 是 单位 质 
量 流体 在 单位 时 间 内 的 平均 能 量 耗 散 ( 即 平均 能 量 耗 散 率 )@, 我 们 已 经 看 到 ， 
这 部 分 能 量 来 自 大 尺度 运动 , 并 逐渐 从 大 尺度 传递 给 更 小 的 尺度 , 直到 在 量 级 
为 Xo 的 尺度 上 耗 散 掉 为 止 . 所 以 , 虽然 耗 散 最 终 还 是 由 黏 性 引起 的 , 但 是 仅仅 
利用 表征 大 尺度 运动 的 一 些 量 即 可 确定 s 的 量 级 . 这 些 量 是 流体 的 密度 p, 特 
征 长 度 ! 和 速度 Av. 从 这 三 个 量 只 能 构成 一 个 具有 s 量 纲 的 组 合 , 该 量 纲 为 
erg'g-1.8-1 一 com2.8-3. 因 此, 我 们 得 到 

ex 要 (33.1) 
它 给 出 满 流 中 的 能 量 耗 散 率 的 量 级 . 

在 某 些 方面 , 可 以 把 处 于 灌流 状态 的 流体 定性 地 描述 为 具有 某 种 被 称 为 
灌流 恭 度 wu 的 流体 , 该 黏度 不 同 于 真正 的 运动 黏度 v. 既然 vi 表征 淇 流 
的 性 质 , 其 量 级 应 当 取 次 于 p, Aw /从 这 些 量 只 能 构成 一 个 具有 运动 黏度 量 
纲 的 量 1Aw, 所 以 

xb ~ LA. (33.2) 


漠 流 忒 度 与 通常 的 茜 度 之 比 
一 ~ Re, (33.3) 


它 随 雷 诺 数 的 增加 而 增加 久 . 


@ 在 本 章 中 , 字母 = 表示 平均 能 量 耗 散 率 , 而 不 表示 流体 的 内 能 ! 


@ 其 实 , 在 该 比值 的 表达 式 中 还 应 当 有 一 个 相当 大 的 因子 ， 因为 上 面 已 经 指出 , 1 和 Aw 与 测 流 
的 实际 尺度 和 速度 可 以 有 相当 显著 的 差别 . 更 准确 的 写法 是 


Vturb Re 
mw 








2 Recr ” 


这 里 考虑 到 , wure 和 v 其 实 应 当 在 Re ~ Reor 时 才 具 有 同样 的 量 级 , 而 不 是 在 Re ~ 1 时 如 此 . 
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根据 黏度 的 通常 定义 @, 可 以 用 公式 
Au 
E ~ Viurb (学 ) 本 (33.4) 


把 能 量 耗 散 率 < 通过 wv, 表示 出 来 . 借助 于 v, 我 们 通过 真实 速度 对 坐标 的 
导数 来 确定 能 量 耗 散 . 与 此 同时 , 涝 流 黏度 则 把 能 量 耗 散 率 与 平均 速度 的 梯度 
(~ Au/1) 联系 起 来 . 

我 们 最 后 指出 , 也 可 以 用 相似 方法 来 确定 湛 流 区 中 压强 变化 Ap 的 量 级 : 


Ap ~ p(Au)’, (33.5) 


式 中 右 侧 的 表达 式 是 能 够 从 p, ! 和 Au 构成 的 唯一 具有 压强 量 纲 的 量 . 

现在 转 而 研究 尺度 为 入 的 充分 发 展 潮流 的 性 质 , 该 尺度 远 小 于 基本 尺度 1. 
这 些 性 质 称 为 濡 流 的 局 部 性 质 . 这 时 , 我 们 将 研究 远离 固 壁 的 流体 , 更 准确 地 
说 , 我 们 所 研究 的 那 部 分 流体 到 固 壁 的 距离 远大 于 入 ， 

很 自然 地 , 可 以 假设 这 种 远离 固 壁 的 小 尺度 潮流 是 均匀 的 和 各 向 同性 的 . 
后 者 意味 着 , 在 尺度 远 小 于 ! 的 区 域 中 , 满 流 的 性 质 在 所 有 方向 上 都 是 相同 的 ; 
例如 , 它们 与 平均 运动 速度 的 方向 无 关 . 我 们 强调 , 在 这 里 和 本 节 下 文中 的 所 
有 地 方 , 当 我 们 讨论 小 尺度 区 域 中 汪 流 的 性 质 时 , 总 是 指 该 区 域 中 各 流体 微 元 
的 相对 运动 , 而 不 是 指 整 个 区 域 都 参与 的 绝对 运动 , 后 者 与 更 大 尺度 上 的 运动 
有 关 . 

我 们 发 现 , 用 相似 方法 能 够 直接 得 到 关于 潮流 局 部 性 质 的 许多 非常 重要 
的 结论 (A.H. 科 尔 莫 戈 罗 夫 , 1941; A.M. 奥 布 霍 夫 , 1941). 

为 此 , 我 们 首先 要 搞 清楚 , 在 尺度 远 小 于 ! 但 远大 于 距离 Xo 的 区 域内 , 泣 
流 的 性 质 是 由 哪些 参量 完全 决定 的 . 这 里 , Xo 是 流体 黏 性 开始 起 作用 的 尺度 , 
下 文 所 述 正 是 这 种 中 间距 离 的 情况 . 这 些 参 数 是 : 流体 的 密度 p, 以 及 另外 一 
个 表征 湛 流 特征 的 量 一 一 单位 质量 流体 在 单位 时 间 内 所 耗 散 的 能 量 e. 我 们 
已 经 看 到 , s 是 不 断 从 较 大 尺度 涨 落 传递 给 较 小 尺度 涨 落 的 能 流 . 因此 , 虽然 
能 量 耗 散 终 究 还 是 由 流体 的 莫 性 引起 的 , 并 且 发 生 在 最 小 尺度 的 涨 落 中 , 但 是 
量 s 却 还 决定 着 更 大 尺度 上 的 运动 性 质 . 至 于 整体 运动 的 长 度 尺度 ! 和 速度 
尺度 Aw 则 自然 可 以 认为 , 潮流 的 局 部 性 质 (在 p 和 e 给 定 的 情况 下 ) 与 这 些 
量 无 关 . 流体 的 运动 黏度 ” 也 不 可 能 出 现在 目前 所 关注 的 任何 物理 量 中 (注意 
相关 距离 和 > 和 0). 

我 们 来 确定 灌流 速度 在 入 量 级 距离 上 的 变化 v、 的 量 级 . 它 应 当 只 取决 于 


@ 原文 如 此 , (33.4) 显然 来 自 (33.1) 和 (33.2). 一 一 译 者 
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量 s 和 距离 本身 @. 从 这 两 个 量 只 能 构成 一 个 具有 速度 量 纲 的 组 合 : (e)!/3. 
所 以 可 以 断言 , 应 有 
va ~ (eX)!/3. (33.6) 

因此 , 速度 在 小 距离 上 的 变化 与 该 距离 的 立方 根 成 正比 ( 科 尔 莫 戈 罗 夫 - 奥 布 
霍 夫 定 律 ). 量 w 也 可 以 看 做 和 尺度 上 的 湛 流 速度 : 平均 速度 在 小 距离 上 的 变 
化 远 小 于 速度 涨 落 在 该 距离 上 的 变化 , 从 而 可 以 忽略 前 者 . 

也 可 以 用 另外 一 种 方法 得 到 关系 式 (33.6), 只 要 把 能 量 耗 散 率 e 这 个 常量 
通过 入 尺度 涨 落 的 特征 量 表示 出 来 即 可 . 这 时 , s 应 当 与 速度 v、 的 梯度 的 平 
方 以 及 相应 的 灌流 蔡 度 war 、 ~ Xv、 成 正比 : 


UN 外 
ig wna ( 全) a 从， 
由 此 即 得 (33.6). 


现在 , 我 们 用 稍微 不 同 的 方式 提出 问题 . 设 时 间 间 隔 + 远 小 于 整体 流动 的 
特征 时 间 工 ~ 1/w, 需要 确定 空间 中 给 定点 处 的 速度 在 这 段 时 间 内 的 变化 wr 
的 量 级 . 为 此 我 们 指出 , 由 于 存在 整体 流动 , 流体 的 任何 给 定 部 分 经 过 时 间 7 
后 都 在 空间 中 移动 了 一 段 距离 , 其 量 级 为 平均 速度 v 与 时 间 7 的 乘积 ur. 所 
以 , 经 过 时 间 7 后 位 于 空间 中 给 定点 的 这 部 分 流体 在 初始 时 刻 位 于 距离 该 点 
ur 的 位 置 . 因此 , 用 wur 代替 (33.6) 中 的 和 , 就 可 以 得 到 所 求 的 量 wr: 


vr ~ (euT)!/3, (33.7) 


必须 把 量 w 与 给 定 流体 微 元 在 空间 中 的 移动 速度 的 变化 区 别 开 来 ， 
后 者 显然 只 能 依赖 于 确定 灌流 局 部 性 质 的 e 和 时 间 间 隔 r 本 身 . 从 s 和 构 
成 具有 速度 量 纲 的 组 合 , 我 们 得 到 所 求 的 变化 值 


wv ~ (sT)12. (33.8) 


与 空间 中 给 定点 处 的 速度 变化 不 同 , 它 正比 于 r 的 平方 根 , 而 不 是 立方 根 . 容 
易 看 出 , 在 7 << 工 的 情 视 下, 变化 值 wv 总 是 小 于 w@. 
利用 s 的 表达 式 (33.1), 可 以 把 公式 (33.6), (33.7) 改写 为 以 下 形式 : 


v, 入 1/3 v, = 1/3 
总 ~ (了 oT) B59) 


外 量 e 的 量 纲 为 erg.g 1.s := cm? ,s™3, 其 中 不 包括 质量 的 量 纲 , 而 密度 p 是 唯一 涉及 质量 
量 鸯 的 相关 量 , 所 以 在 构成 其 量 纲 不 包括 质量 量 纲 的 组 合 时 , 根本 不 用 考虑 密度 . 
@ 从 本 质 上 讲 , 在 推导 (33.7) 时 已 经 假设 不 等 式 几 << wr 成 立 . 
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从 这 样 的 写法 可 以 明显 看 出 局 部 湛 流 的 相似 性 质 : 不 同 油 流 的 小 尺度 特征 量 
仅 在 长 度 和 速度 (或 者 与 此 等 价 的 长 度 和 时 间 ) 的 变化 尺度 不 同 的 情况 下 才 有 
区 别 @. 
我 们 现在 阐明 ,流体 的 黏 性 在 什么 样 的 距离 上 开始 起 作用 . 这 样 的 距离 
和 0 同时 也 确定 了 汕 流 中 最 小 尺度 涨 落 的 量 级 (与 油 流 的 外 尺度 ! 相对 应 , 量 
和 o 称 为 满 流 的 内 尺度 @). 为 此 , 我 们 定义 “局 部 雷诺 数 ”: 
vA Au.M/3 3), 


v vl1/3 1 


其 中 Re ~ Au.l/v 是 整体 流动 的 雷诺 数 . 量 ho 的 量 级 应 使 Rexe ~ 1， 由 此 


求 出 
1 


No ~ Bay (33.10) 
从 量 s 和 vw 构成 具有 长 度量 纲 的 组 合 , 可 以 得 到 同样 的 表达 式 : 
)Xo ~ | (33.11) 
因此 , 淇 流 的 内 尺度 随 雷 诺 数 的 增加 而 迅速 降低 . 对 于 相应 的 速度 , 我 们 有 
va 人 < (33.12) 
它 也 随 雷 诺 数 Re 的 增加 而 降低 @. 


尺度 入 ~1 的 人 区域 称 为 含 能 区 , 流体 动能 的 主要 部 分 集中 在 这 里 ， 尺 度 
入 < Xo 的 区 域 是 耗 散 区 , 这 里 发 生动 能 的 耗 散 . 当 Re 值 非常 大 时 , 这 两 个 区 
域 相 隔 足 够 远 , 于 是 在 它们 之 间 存 在 一 个 惯性 区 , 使 得 


和 AN 之 和 入 L. 


这 就 是 本 节 所 述 结果 的 适用 区 域 . 

可 以 把 科 尔 莫 戈 罗 夫 - 奥 布 霍 夫 定律 表述 为 等 价 的 空间 谱 形 式 . 引入 涨 落 
的 相应 “ 波 数 ”k ~ 1/ 和 来 代替 尺度 A, 并 设 E(k) dk 是 给 定 波 数 间隔 dk 以 内 
波 数 为 k 的 涨 落 所 具有 的 质量 动能 . 函数 E(k) 的 量 纲 为 em3/s?. 从 s 和 此 构 
成 具有 该 量 纲 的 组 合 , 我 们 得 到 


E(k) ~ e2/3k-5/3. (33.13) 


@ 因此 , 在 现代 文献 中 广泛 使 用 一 个 术语 : 运动 的 自 相似 性 (英语 为 self-similarity). 

回 也 称 为 科 尔 莫 戈 罗 夫 尺度 . 一 一 译 者 

@ 公式 (33.10) 一 (33.12) 确定 了 相应 的 量 随 Re 的 变化 规律 . 至 于 定量 方面 , 用 比值 Re/ Recr 代 
替 其 中 的 Re 是 更 准确 的 写法 , 
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如 果 注 意 到 , w》 的 平方 确定 了 量 级 不 大 于 给 定 值 、 的 所 有 尺度 上 的 涨 落 所 具 
有 的 总 能 量 的 量 级 , 就 容易 证 明 这 个 公式 与 定律 (33.6) 的 等 价 性 . 只 要 计算 表 
达 式 (33.13) 的 积分 , 即 可 得 到 这 个 结果 : 


2/3 
三 E(k)dk ~ 二 ~ (EA)2/3 ~ v2. 


除了 潮流 涨 落 的 空间 尺度 , 还 可 以 研究 它们 的 时 间 特 性 一 一 频率 . 湛 流 频 
谱 的 下 界 是 w/! 量 级 的 频率 , 而 频率 


wo~ ~ LRe3/4 (33.14) 
N07 


则 给 出 其 上 界 ， 这 些 频 率 对 应 着 满 流 的 内 尺度 .以 下 区 间 内 的 频率 对 应 着 惯 
性 区 : 


了 ww TRe™/. 


不 等 式 w 交 wW/! 表明 , 与 潮流 的 局 部 性 质 相 比 , 可 以 认为 基本 流动 是 定常 的 . 
在 (33.13) 中 作 代 换 ~ w/uw 可 以 得 到 惯性 区 中 能 量 沿 频谱 的 分 布 : 


E(w) ~ (wuE)2/3w 一 5/3， (33.15) 


并 且 E(w) dw 是 频率 间隔 dw 以 内 的 涨 落 所 具有 的 能 量 . 

由 频率 w 确定 的 周期 , 是 在 静止 参考 系 中 观测 到 的 空间 中 给 定位 置 的 运 
动 重复 出 现 的 时 间 间 隔 . 还 有 一 种 频率 (用 w' 表示 ), 由 它 确定 的 周期 是 在 空间 
中 移动 的 一 部 分 给 定 流体 中 的 运动 重复 出 现 的 时 间 间 隔 , 二 者 必须 有 所 区 别 . 
对 于 后 者 , 能 量 按照 频谱 的 分 布 不 可 能 依赖 于 % 而 只 应 当 取决 于 参量 < 和 频 
率 w' 本 身 . 再 次 应 用 量 纲 方法 , 我 们 求 出 


E(w') ~ -六 (33.16) 


这 个 公式 与 (33.15) 之 间 的 关系 相当 于 (33.8) 与 (33.7) 之 间 的 关系 . 
涡流 混合 导致 原来 相互 接近 的 流体 微 元 逐渐 远离 . 考虑 (惯性 区 中 的 ) 两 
个 流体 微 元 , 设 它 们 之 间 的 距离 和 很 小 . 仍然 采用 量 纲 方法 即 可 断言 , 该 距离 
随时 间 的 变化 速度 为 由 
= (eX)'/. (33.17) 
求 此 关系 式 的 积分 , 我 们 得 到 ， 而 果 而 不 并 做 居 二 的 距离 经 过 时 间 7 后 由 
原来 的 Ni 变 为 和 2 交 和, 则 该 时 间 的 量 级 为 
2/3 


834 速度 关联 函数 * 151 


注意 这 个 过 程 的 自 加 速 特性 : 远离 速度 随 和 的 增加 而 增加 . 这 个 性 质 关 系 到 ， 
只 有 尺度 与 和 相当 或 更 小 的 涨 落 才 会 导致 相距 入 的 流体 微 元 相互 远离 , 更 大 
尺度 的 涨 落 则 会 让 这 两 个 流体 微 元 一 起 移动 , 从 而 不 会 导致 它们 相互 远离 @. 

最 后 , 我 们 来 研究 尺度 入 之 Xo 的 区 域 中 的 流动 性 质 . 在 这 样 的 区 域 中 , 流 
动 是 规则 的 , 流动 速度 平稳 变化 . 所 以 , 这 里 可 以 把 w 展开 为 和 的 窜 级 数 , 并 
且 如 果 只 保留 第 一 项 , 就 得 到 ww = const .和 . 当 入 ~ Xo 时 必须 有 v、 ~ wx 由 
此 即 可 确定 这 里 的 系数 . 因此 , 我 们 得 到 

Au 


VA ~ 2 ~ ARel/ (33.19) 
用 另 一 种 方法 也 可 以 得 到 这 个 结果 , 为 此 只 要 让 能 量 耗 散 率 e 的 以 下 两 个 表 
达 式 相等 即 可 : 其 一 是 (33.1), 即 e ~ (Aw)31, 它 用 表征 大 尺度 涨 落 的 量 来 确 
定 si 其 二 是 e ~v(v、/ 和 ?>, 它 用 实际 发 生 能 量 耗 散 的 那些 涨 落 中 的 速度 梯度 
来 确定 同一 个 量 . 


§ 34 速度 关联 函数 


公式 (33.6) 定性 地 确定 了 局 部 滞 流 中 的 速度 关联 ， 即 流动 中 两 个 邻近 点 
处 的 速度 之 间 的 关系 . 现在 引入 一 些 函 数 来 定量 地 表征 这 种 关联 @， 

第 一 个 这 样 的 特征 量 是 二 阶 关联 张 量 

Bi 一 (oai — V1i) (Vag 一 Vi))， (34.1) 

在 这 里 ，vz 和 w， 是 两 个 邻近 点 处 的 流体 速度 , 而 尖 插 号 表示 对 时 间 的 平均 . 
我 们 用 7 = ra - ”1 表示 从 点 1 到 点 2 的 径 矢 . 在 研究 局 部 湛 流 时 , 我 们 认为 
距离 远 小 于 基本 尺度 4, 但 是 不 一 定 远 大 于 油 流 的 内 尺度 和 0. 

小 距离 上 的 速度 变化 是 由 小 尺度 涨 落 引 起 的 . 另 一 方面 , 局 部 灌流 的 性 质 
与 平均 运动 无 关 , 因此 , 如 果 考 虚 油 流 的 一 种 理想 化 情形 , 这 时 各 向 同性 和 均 
匀 性 假设 不 仅 在 小 尺度 上 成 立 (就 像 局 部 潮流 的 情形 那样 ), 而 且 在 所 有 尺度 
上 都 成 立 , 就 可 以 在 研究 局 部 灌流 的 关联 函数 时 作出 简化 ; 在 这 种 情形 下 , 平 
均 速 度 等 于 零 . 可 以 把 这 样 的 完全 均匀 各 向 同性 灌流 @ 想象 为 流体 被 强烈 抄 
拌 后 任 其 自由 运动 的 情形 . 这 样 的 运动 当然 一 定 会 随时 间 而 衰减 , 所 以 关联 张 
量 的 分 量 也 是 时 间 的 函数 @. 各 种 关联 函数 之 间 的 下 述 关系 式 对 于 均匀 各 向 


@@ 这 些 结果 可 以 应 用 于 悬浮 流体 中 的 固体 颗粒 , 它们 被 动 地 随 流体 一 起 运动 . 

加 关联 函数 是 由 工 ,B. 凯 莱 尔 和 A.A. 弗 里 德 晶 (1924) 引入 消 流 动力 学 的 . 

@ 这 个 概念 是 由 G,1I, 泰 勒 (1935) 引入 的 . 

@ 严格 地 说 , 这 时 不 应 把 定义 (34.1) 中 的 平均 理解 为 对 时 间 的 平均 , 而 应 把 它 理解 为 在 同一 个 时 
刻 对 点 1 和 点 2 ( 当 两 点 之 间 的 距离 给 定时 ) 的 所 有 可 能 位 置 的 平均 . 
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同性 湛 流 在 所 有 尺度 上 均 成 立 , 对 于 局 部 注 流 则 仅 在 + 之 的 尺度 上 成 立 . 

因为 流动 是 各 向 同性 的 , 张 量 Bx 不 可 能 依赖 于 空间 中 的 任何 指定 方向 . 
径 矢 > 是 能 够 出 现在 Bi 表达 式 中 的 唯一 的 矢量 . 这 样 的 二 阶 对 称 张 量 的 一 
般 形 式 为 

Big = A(r)6in + B(r)nineg, (34.2) 
这 里 n 是 7 方向 上 的 单位 矢量 . 

为 了 解释 函数 4 和 B 的 意义 ,我 们 这 样 选取 坐标 轴 , 使 其 中 之 一 指向 nn 的 
方向 . 设 w 表示 沿 这 条 坐标 轴 的 速度 分 量 , w 表示 垂直 于 n 的 速度 分 量 , 于 是 
分 量 Br 是 上 述 两 个 流体 微 元 沿 其 连 线 方向 运动 时 的 相对 速度 的 方 均值 ， 而 
Bi 是 一 个 流体 微 元 相对 于 另 一 个 转动 时 的 速度 的 方 均值 .因为 mw = 1, mw = 0， 
所 以 从 (34.2) 有 

Brr=A+B, Buw=A, Bi =0. 


表达 式 (34.2) 现在 可 以 表示 为 
Bi = Bie(T) (Bik — ning) + Brr(r)nank- (34.3) 
打开 定义 式 (34.1) 中 的 括号 , 我 们 有 
Bi = (visvV1k) + (Vosv2g) — (v1iv2g) — (Vin vi): 


因为 流动 是 均匀 的 , 所 以 乘积 viv 的 平均 值 在 点 1 和 点 2 相同 ; 因为 流动 是 
各 向 同性 的 , 所 以 平均 值 (v1;v2%) 在 点 1 与 点 2 交换 位 置 后 ( 即 在 = rz 一 rl 
改变 符号 后 ) 保持 不 变 . 因此 ， 


(V1iV1k) = (V2iV2k) = 3 (v2)éit, (wiivak) = (Dikv2i)， 
从 而 
Bixk = (0) in 一 20ik， bik 一 (wiiV2k》. (34.4) 
当 > 一 ce 时 , 对 称 的 辅助 张 量 bi 等于零 . 其 实 , 可 以 认为 无 穷 远 处 各 点 的 湛 
流速 度 在 统计 意义 上 是 独立 的 , 所 以 它们 的 乘积 的 平均 值 化 为 单独 每 一 个 因 


子 的 平均 值 的 乘积 , 而 后 一 种 平均 值 按 照 条 件 等 于 零 . 
求 表达 式 (34.4) 对 点 2 的 坐标 的 导数 : 





但 是 , 根据 连续 性 方程 , 我 们 有 Bwvoy/68zz = 0, 所 以 
BB _ 


Dr 
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因为 Bis 只 是 7 = ra 一 ri 的 函数 , 所 以 对 zx 的 导数 等 于 对 zx 的 导数 . 把 
Bix 的 表达 式 (34.3) 代入 上 面 的 等 式 , 经 过 简单 的 计算 就 得 到 
Bs + (Br - Bu) =0 
( 撤 号 表示 对 7 求 导 ). 因此 , 纵向 关联 函数 Bi 与 横向 关联 函数 Bu 之 间 的 关 
系 为 1 d 
Bi 一 元 示人 Br). (34.5) 
在 惯性 区 中 , 根据 (33.6), 距离 +x 上 的 速度 差 与 r1a 成 正比 , 所 以 关联 函 
数 Br 和 Bu 在 这 个 区 域 中 与 r2/3 成 正比 . 这 时 , 从 (34.5) 可 以 得 到 简单 的 
关系 
.Bit 一 了 23m (No rg 0). (34.6) 
当 距 离 x < Xo 时 , 速度 差 与 + 成 正比 , 所 以 B 和 Bu 与 72 成 正比 . 公 
式 (34.5) 现在 化 为 关系 式 
Bi 一 2B- (r < No). (34.7) 
在 这 样 的 距离 上 , 还 可 以 通过 平均 能 量 耗 散 率 s 表示 Bi 和 B,, 我 们 写 出 
Br = ar? (其 中 a 是 常量 ), 再 综合 (34.3), (34.4) 和 (34.7), 就 求 出 
bir = (v2) — Qr26ix 十 pe 
利用 微分 运算 , 从 这 个 关系 式 得 到 
Ovii Ova\ _ Ov a \ _ 
(PB) =150, (Pe) -0 
因为 这 些 关 系 式 对 任意 小 的 > 都 成 立 , 所 以 可 以 取 r; 7。, 于 是 
Ov; 4 ou; Ov 
(( 器 ) = 50 ( 芝 总 ) =- 
另 一 方面 , 根据 (16.3), 对 于 平均 能 量 耗 散 率 有 
v//Ov Ov Ow; \? Ov; Ovk 
一 闪 ( 束 + 他 ) )-= 江 ( 闫 ))+《( 恕 名 )] -aa 
所 以 a = e/15v®. 这 样 , 我 们 最 终 得 到 用 平均 能 量 耗 散 率 s 表示 关联 函数 的 
下 列 公式 (A.H. 科 尔 莫 戈 罗 夫 , 1941): 


2e 
Bi 一 人 忆 一 1577 ， (34.8) 














Q@ 我 们 指出 , 对 于 各 向 同性 消 流 , 平均 能 量 耗 散 率 与 涡 量 的 方 均值 之 问 有 简单 的 关系 : 


oo 六 (器 -从 力 = 
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下 面 引 入 三 阶 关 联 张 基 
Bikz 一 《((u2i — V1i) (Vok 一 Wik)(uar — V11)) (34.9) 
和 辅助 张 量 
bit = (VliV1gV2) 一 一 (u2iV2kU1L) (34.10) 
后 者 对 前 两 个 下 标 对 称 (定义 式 (34.10) 中 的 第 二 个 等 式 之 所 以 成 立 , 是 因为 
点 1 与 点 2 互 换 等 价 于 改变 > 的 符号 , 即 坐 标 发 生 反 演 , 而 这 会 改变 三 阶 张 量 
的 符号 ). 当 ”>= 0 时 , 即 当 点 1 与 点 2 重合 时 , 张 量 bip(0) = 0, 即 奇 数 个 发 生 
涨 落 的 速度 分 量 的 乘积 的 平均 值 等 于 零 . 打开 定义 式 (34.9) 中 的 括号 , 我 们 用 
pk, 来 表示 Bint: 
Bipt = 2(bip, + bivk + bk,i). (34.11) 
当 r 一 oo 时 , 张 量 hip 和 Biuw 一 起 趋 于 零 ， 
根据 各 向 同性 , 张 量 iyi 应 当 可 以 通过 单位 矢量 n 的 分 量 和 单位 张 量 5 
表示 出 来 . 既然 这 个 张 量 对 前 两 个 下 标 对 称 , 其 一 般 形 式 为 


2 一 C(r)5ikmr + D(r) (Gung 十 6kinai) + Fr)ningn. (34.12) 
对 点 2 的 坐标 求 导 , 再 利用 连续 性 方程 , 我 们 得 到 


把 表达 式 (34.12) 代入 此 式 , 经 过 简单 的 计算 就 得 到 两 个 方程 
PBC+2D+ PF) =0, 0'+2(C+D) -0. 
前 者 的 积分 给 出 


30+2D+F = oF. 


当 7 =0 时 , 函数 C, DD, 下 必须 为 零 ,所 以 应 取 const = 0, 从 而 3C 十 2D+F=0. 
从 这 样 得 到 的 两 个 方程 求 出 


D=-_C- zrC", F=rC'-C. (34.13) 
把 (34.13) 代入 (34.12), 再 把 所 得 结果 代入 (34.11), 我 们 得 到 表达 式 
Bixi = 一 2(rC + C)(6ign + dang + ogni) + 6(rC’ — Oningn. 
仍然 让 一 个 坐标 轴 指 向 矢量 n 的 方向 , 我 们 得 到 张 量 分 量 Bi 如 下 : 


Brrr = —12C, Bu = —2(C+rO"), Bre = Bos =0. (34.14) 
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由 此 可 见 , 在 非 零 的 关联 函数 Bs 和 已 rr 之 间 存 在 关系 式 
Brit = 于 下 (Br (34.15) 


下 面 还 要 把 张 量 we 通过 张 量 分 量 Bir 表示 出 来 . 利用 (34.12) 一 (34.14)， 
我 们 求 出 


Bs +2Brrr)(Gunkt buni) — (7 Bi 一 Brrrjnanknl 
(34.16) 
关系 式 (34.5) 和 (34.15) 只 是 一 个 连续 性 方程 的 推论 . 如 果 考 虑 动力 学 方 
程 一 一 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ,就 能 够 建立 起 关联 张 量 Bik 与 Biu 之 间 的 关系 
(T. von 卡门 , L. 豪 沃 思 , 1938; A.H. 科 尔 莫 戈 罗 夫 , 1941). 
为 此 就 要 计算 导数 0wkx/lt (注意 完全 均匀 各 向 同性 潮流 必定 随时 间 而 衰 
减 ), 利用 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 来 表示 导数 8v1,/8t 和 Bu/6# 我 们 得 到 


1 1 
bik,l 一 -13Brrriiknt 到 


(viiva) = 二 二 Bo (uitron) ss 天 (vivatan) 一 六 e rw) 
3 (avi) + VA1(V1eV2k) 十 YAa(uiivah) (34.17) 
压强 与 速度 的 关联 函数 等 于 零 ; 
We (34.18) 


其 实 , 根据 各 向 同性 , 这 个 函数 本 来 应 当 具 有 f(r)n 的 形式 . 另 一 方面 , 根据 连 
续 性 方程 ， 


divs (p192) = (pi diva v2) = 


但 是 , 矢量 const .ra/r2 是 形 如 f(r)ns 并 且 散 度 为 零 的 唯一 矢量 , 这 样 的 矢量 不 
满足 在 "= 0 处 有 限 的 条 件 , 所 以 必 有 const = 0. 
现在 , 把 (34.17) 中 对 zi 和 zs; 的 导数 分 别 替 换 为 对 -zi 和 xm 的 导数 ， 
就 得 到 方程 
ODi 
人 
应 当 把 (34.4) 和 (34.16) 中 的 nk 和 pk 代入 此 式 . 质量 动能 (v2)/2 对 时 间 的 
导数 正好 与 能 量 耗 散 率 e 只 相差 一 个 负 号 , 所 以 


0 
一 Ba ut 十 bri) + 2vAbix. (34.19) 


2) 2 


一 -一 一 一 一 上 ， 


ol 
3 3 
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简单 却 相当 宛 长 的 计算 给 出 以 下 方程 9: 


-了 了 er 一 让 (rtBrrr) — 去 字 ("Br). (34.20) 

量 Bi 作为 时 间 的 函数 仅 在 与 油 流 基本 尺度 相对 应 的 时 间 (~ ifw) 内 才 
有 显著 变化 . 对 局 部 汕 流 而 言 , 基本 流动 可 以 视 为 定常 的 ($33 已 经 指出 这 一 
点 ). 这 意味 着 , 在 用 来 描述 局 部 满 流 的 方程 (34.20) 中 , 左 侧 的 导数 9B-/8t 
远 小 于 es, 从 而 可 以 在 足够 的 精度 下 忽略 前 者 . 在 此 之 后 , 用 x4 乘 以 这 个 方程 ， 
再 对 7 积分 (并 考虑 到 关联 函数 在 " = 0 处 为 零 ), 我 们 得 到 Bi 和 Bw 之 间 
的 以 下 关系 式 : 





B = Ser Gv Tr (34.21) 
(A.H. 科 尔 英 戈 罗 夫 , 1941). 无 论 + 远大 于 或 远 小 于 Xo, 这 个 关系 式 都 成 立 ， 


当 7 > Xo 时 , 条 性 项 很 小 , 该 式 简化 为 @ 
Brrr = -er (34.22) 


当 ?r 之 ho 时 , 把 Biy 的 表达 式 (34.8) 代入 (34.21), 结果 为 零 . 这 是 因为 , 在 这 
种 情况 下 Bw 应 当 与 ra 成 正比 , 于 是 一 次 项 必须 为 零 . 

两 个 独立 的 函数 Bi 和 Br 通过 一 个 方程 (34.20) 联系 起 来 , 所 以 仅 从 
这 个 方程 本 身 出 发 不 可 能 求 出 这 些 函 数 . 在 一 个 方程 中 同时 出 现 阶 数 不 同 的 
两 个 关联 函数 , 这 与 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 非 线 性 性 质 有 关 . 根据 同样 的 原因 ， 
计算 三 阶 关 联 张 量 对 时 间 的 导数 , 就 会 导致 还 包含 四 阶 关联 张 量 的 方程 , 并 且 
类 似 情 况 一 直 如 此 , 从 而 出 现 无 穷 多 个 方程 . 如 果 不 提 出 某 些 附加 假设 , 用 这 
种 方法 不 可 能 得 到 包含 有 限 个 方程 的 封闭 方程 组 . 

我 们 再 作出 以 下 一 般 性 说 明 @, 似乎 可 以 设想 , 在 原则 上 有 可 能 得 到 一 个 
普 适 公式 (适用 于 任何 清流), 从 而 在 所 有 远 小 于 ! 的 距离 + 上 给 出 量 B., 和 
Bs. 但 是 , 下 述 讨论 表明 , 这 样 的 公式 其 实 根本 不 可 能 存在 . 量 


(Voi 一 Dii)(oop — V1k) 


的 瞬时 值 在 原则 上 可 以 用 普 适 形式 通过 同一 时 刻 的 能 量 耗 散 率 s 表示 出 来 . 
但 是 , 在 取 这 些 表达 式 的 平均 值 时 ，e 在 ( 量 级 为 ~ ! 的 ) 大 尺度 运动 的 若干 


@ 在 计算 过 程 中 要 在 方程 两 侧 应 用 算 子 (1+ 工地 ) 才能 得 到 这 个 方程， 但 是 , 因为 在 + = 0 处 
有 限 并 且 满足 方程 了 + 子 代 =0 的 唯一 函数 为 /= 0, 所 以 可 以 忽略 这 个 算 子 . 

@ 关系 式 (a4.22) 称 为 科 尔 黄 间 罗 类 4/5 定律 . 一 译 者 

@ 这 是 由 江 . 气 . 朗 道 (1944) 提出 的 . 


§ 34 速度 关联 函数 ”157 ， 


周期 内 的 变化 规律 将 起 重要 作用 ， 而 这 种 规律 对 于 流动 的 不 同 具体 情况 是 不 
同 的 . 因此 , 取 平 均值 的 结果 也 不 可 能 是 普 适 的 @@. 

洛 强 斯 基 积 分 . 我 们 把 函数 Br 和 Br 通过 函数 bi 和 brr,r 表示 出 来 ， 
从 而 把 方程 (34.20) 改写 为 


Obrr _ 1 0 | a0brr 4 
BG 一 74 Or [a Dr 十 人 brr,r . (34.23) 


用 rs 乘 这 个 方程 , 然后 对 > 从 0 到 co 进行 积分 . 方 插 号 内 的 表达 式 在 7 =0 
时 等 于 零 , 再 假设 它 在 7 一 oo 时 也 等 于 零 , 我 们 求 出 


A= 人 br dr 一 const (34.24) 
0 


(JIL.T. 洛 强 斯 基 , 1939). 如 果 函 数 在 无 穷 远 处 的 下 降 速度 快 于 一 5, 则 这 个 
积分 收敛 , 而 为 了 让 它 确实 保持 不 变 , 函数 bx, 的 下 降 速度 应 当 快 于 + 和. 

函数 Br 与 Bii 之 间 的 关系 式 (34.5) 同时 也 是 函数 bi 与 之 间 的 关系 
式 , 所 以 有 (在 同样 条 件 下 ) 


OO 3 OO 
/ burs dr = 一 二 / brrrt dr. 
0 2 


因为 br 十 2b = (ol va) 所 以 积分 (34.24) 可 以 表示 为 
A= - 志 / r2(vi. v2) dV (34.25) 


( 式 中 dV = d3(z1 一 22)). 这 个 积分 与 处 于 均匀 各 向 同性 潮流 状态 的 流体 的 动 
量 矩 有 密切 关系 . 可 以 证 明 (这 里 略 去 ), 对 于 体积 为 Y 的 某 个 较 大 区 域 中 的 流 
体 ( 即 流体 所 在 无 界 区 域 中 的 给 定 部 分 ), 总 动量 矩 M 的 平方 为 M? = 4rp?AV. 
总 动量 矩 M 按照 正比 于 V1/2 (而 不 是 V) 的 规律 增加 , 因为 M 是 大 量 在 统 
计 意 义 上 独立 的 项 (单独 流体 微 元 的 动量 和 矩 ) 之 和 , 而 这 些 项 的 平均 值 为 零 . 
对 于 具有 给 定 体积 Y 的 区 域 中 的 流体 , M? 的 值 可 以 因为 与 周围 流体 的 
相互 作用 而 变化 . 假如 这 种 相互 作用 随 距 离 的 增加 而 足够 快 地 衰减 , 它 对 所 考 


四 在 惯性 区 中 e 的 涨 落 是 否 也 应 当 在 关联 函数 的 形式 中 有 所 体现 , 这 个 问题 在 建立 起 合理 的 满 
流 理论 之 前 不 太 可 能 得 到 可 靠 的 解决 (这 个 问题 是 由 A. HH. 科 尔 葛 蕊 罗 夫 (Kolmogorov A.N. J. Fluid 
Mech. 1962, 13(1): 82 一 85) 和 A. M. 奥 布 置 夫 (Oboukhov A. M. J. Fluid Mech. 1962, 13(1): 77 一 81) 
提出 的 ). 已 经 有 人 尝试 在 科 尔 左 臣 罗 夫 - 奥 布 霍 夫 定 律 中 引入 与 这 个 因素 有 关 的 修正 项 , 其 出 发 点 是 
关于 能 量 耗 散 率 统计 性 质 的 一 些 假设 , 但 很 难 估计 这 些 假设 的 可 信和 度 . 

@ 实验 观测 表明 , 在 有 限 的 雷诺 数 下 , 科 尔 莫 戈 罗 夫 - 奥 布 埃 夫 定律 中 的 指数 略微 偏离 1/3, 这 被 
认为 是 由 该 条 件 下 满 流 的 间 喇 性 ( 见 164 页 的 脚注 ) 导致 的 ， 疯 : Frisch U. Turbulence: The Legacy of 
A.N. Kolmogorov. Cambridge: Cambridge Univ. Press, 1995， 一- 详 者 
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虑 的 那 部 分 流体 来 说 就 表现 为 表面 效应 , 于 是 , 使 M? 能 够 发 生 显著 变化 的 时 
间 间 隔 , 就 会 与 体积 一 起 增加 ; 这 样 的 时 间 间 隔 和 体积 必须 看 做 是 任意 大 
的 , 正 是 在 这 样 的 意义 上 认为 M2 保持 不 变 . 

上 述 条 件 与 关联 函数 足够 快 衰减 的 条 件 有 密切 关系 , 后 者 是 在 从 (34.23) 
推导 (34.24) 时 表述 出 来 的 . 但 是 在 不 可 压缩 流体 理论 的 范围 内 , 有 理由 怀疑 
它们 是 否 成 立 . 从 物理 上 讲 , 扰动 在 不 可 压缩 流体 中 具有 无 穷 大 的 传播 速度 . 
这 个 性 质 在 数学 上 的 表现 是 , 流体 中 的 压强 传播 与 速度 传播 满足 一 个 积分 关 
系 式 : 如 果 认 为 方程 (15.11) 的 右 侧 是 给 定 的 , 则 该 方程 的 解 为 


_p /Ovi(r)ve(r’) dV 
rl") = 4 / OziOz Ir—r’| 





结果 是 , 速度 的 任何 局 部 扰动 在 瞬间 就 会 影响 到 全 部 空间 中 的 压强 ; 压强 则 影 
响 流 体 的 加 速度 , 从 而 影响 速度 的 进一步 变化 . 

为 了 解释 清楚 这 个 问题 , 可 以 用 以 下 方法 自然 地 提出 问题 . 设 在 初始 时 刻 
(t==0) 产生 了 各 向 同性 灌流 , 并 且 函 数 bi(r, t) 和 bipz(r, 国 随 距 离 按 指数 规 
律 衰减 . 根据 上 述 公式 用 速度 表示 出 压强 , 然后 就 可 以 尝试 利用 流体 运动 方程 
来 确定 关联 函数 对 时 间 的 导数 (在 时 刻 t= 0) 对 距离 的 依赖 关系 在 + 一 oo 时 
的 特性 . 用 这 种 方法 还 可 以 确定 关联 函数 本 身 对 ” 的 依赖 关系 在 上 > 0 时 的 特 
性 . 这 样 的 研究 给 出 以 下 结果 @. 

在 上 > 0 时 , 函数 by(7, 旦 在 无 穷 远 处 的 下 降 速度 不 慢 于 ”5 (也 存在 按 
指数 方式 下 降 的 可 能 性 ), 所 以 洛 强 斯 基 积 分 收敛 . 函数 bi 仅仅 像 r-4 那样 
下 降 , 这 表示 4 不 会 保持 不 变 . 该 积分 对 时 间 的 导数 是 时 间 的 某 个 非 零 的 负 值 
函数 (这 得 自 br,r 为 负 这 一 经 验 结果 ). 这 个 函数 在 整体 上 与 惯性 力 有 关 . 自 
然 可 以 想象 , 随 着 满 流 运动 的 耗 散 , 惯性 力 所 起 的 作用 越 来 越 小 , 在 最 后 阶段 
与 条 性 力 相 比 就 可 以 忽略 惯性 力 . 因此 , 4 不 断 减 小 (动量 矩 均匀 地 “扩散 ”到 
无 穷 大 空间 中 ) 并 趋 于 它 在 满 流 最 后 阶段 所 取 的 常 值 . 

对 于 最 后 这 个 阶段 , 这 样 就 可 以 确定 端 流 的 基本 尺度 ! 和 它 的 特征 速度 v. 
对 积分 (34.25) 的 估计 给 出 A ~ v2t5 = const. 对 黏 性 所 导致 的 能 量 耗 散 率 进 行 
估计 , 还 能 够 得 到 一 个 关系 式 . 能 量 耗 散 率 s 与 速度 梯度 的 平方 成 正比 ; 估计 
速度 梯度 的 量 级 为 v/l, 我 们 有 = ~ v(v/D)?. 让 它 等 于 导数 8(v2)/8 ~ v2/t (t 从 


@ 见 : Proudman I., Reid W.H，Phil，Trans. Roy. Soc. A. 1954, 247: 163; Batchelor G.K,, 
Proudman I，Phil. Trans. Roy, Soc. A. 1956，248: 369， 以 下 专著 也 介绍 了 这 些 研究 :; Monun A.C.， 
Hrnom A. M，CrarMcTdeckaa runpoMexaunra. T. 2. Mockpa: Hayxa, 1967 (Monin A.S., Yaglom A. M. 
Statistical Fluid Mechanics: Mechanics of Turbulence. Vol. 2. Cambridge, MA: MIT Press, 1975). 
§15.5, § 15.6. 
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最 后 衰减 阶段 的 开始 算 起 ), 我 们 得 到 1 ~ (z22, 从 而 有 
v 一 const -三 5/4 (34.26) 


(M. 区 .米利 例 希 科 夫 , 1939). 
关联 函数 的 谱 表 示 法 . 对 于 关联 函数 , 除了 如 上 所 述 的 坐标 表示 法 , 谱 表 
示 法 ( 按 波 矢 展开 ) 在 方法 论 和 物理 上 也 有 意义 . 它 来 自 三 维 空间 中 的 傅 里 叶 
积分 展开 式 : 
d3k 


Balr) = { Bn(n)er'r Bb, Bulk)= | Bu(r)e-™" dss 


(我 们 用 带 有 不 同 自 变量 的 同一 个 记号 Bi 表示 谱 关 联 函 数 Bis(k), 其 中 大 为 
波 和 天 ). 在 各 向 同性 漠 流 中 Bik(-r) = Bik(r), 所 以 Bin(k) = Bir(—k) = B*(k), 
即 谱 函 数 Bis(k) 是 实 函数 ， 

当 7 一 co 时 , 函数 Bik(r) 趋 于 一 个 有 限 的 极限 值 , 该 值 由 (34.4) 中 的 第 
一 项 给 出 . 与 此 相应 , 它们 的 傅 里 叶 分 量 含 有 5 函数 项 : 


Bin(k) = 王 (2r)a5(b)(o2) 一 2bx( 有 (34.27) 
当 关 0 时 , 函数 Bi 和 一 2bs 具有 相同 的 傅 里 叶 分 量 . 
在 坐标 表示 法 中 对 坐标 mi 求 导 , 这 在 谱 表示 法 中 等 价 于 乘 以 jh， 所 以 ， 
连续 性 方程 8bx(r)/ari = 0 在 谱 表示 法 中 化 为 张 量 bie(k) 与 波 矢 之 间 的 以 下 
条 件 : 





kibip(k) = 0. (34.28) 

根据 各 向 同性 , 张 量 be(k) 应 当 仅仅 通过 波 矢 k 和 单位 张 量 5 就 能 表示 出 
来 . 满足 条 件 (34.28) 的 这 样 的 对 称 张 量具 有 以 下 一 般 形式 : 

bip(h) = FO)(K) (a ee 和， (34.29) 


其 中 FPO)(k) 是 波 矢 大 小 的 实 函数 
用 类 似 方法 可 以 给 出 三 阶 关联 张 量 的 谱 表示 法 ， 并 且 张 量 Bin(k) 可 以 

按照 公式 (34.11) 通过 brnu(k) 表示 , 这 些 张 量 不 包含 5 函数 项 . 连续 性 方程 

Bbini(r)/8z1 = 0 化 为 谱 张 量 brs(k) 对 其 第 三 个 角 标的 以 下 条 件 : 


kibiri(k) = 0. (34.30) 





(34.31) 


这 种 张 量 的 一 般 形式 为 
ki: ~ kikpk 
| 


bip,1(k) = POA (sus a 二 6kl 产 一 2 
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因为 Birz( 一 7) = 一 bipx(7), 所 以 谱 函 数 biri(k) 是 虚 函 数 . 在 (34.31) 中 引入 了 
因子 i, 这 是 为 了 让 函数 F(3)(k) 是 实 函 数 ， 
在 谱 表 示 法 中 , 方程 (34.19) 的 写法 是 
Obix (k) 
ot 
把 (34.29) 和 (34.31) 代入 其 中 , 得 到 


BF(C2)( t) _ 
二 


= iki[biz p(k) 十 brii(k)) 一 2vk2bix (k). 





—2kEF()(k, t) — 2vk2 FO2)(k, £). (34.32) 


函数 F(?(k) 具有 重要 的 物理 意义 . 为 了 阐明 其 物理 意义 , 我 们 来 定义 稍 
早 阶段 中 的 谱 关 联 函 数 @. 
根据 通常 的 傅 里 叶 展 开 公 式 , 我 们 引入 具有 涨 落 的 速度 w(r) 本 身 的 谱 展 
开 形 式 ; 5 
v(7) = fu dr Uk = /erw rder 


后 一 个 积分 实际 上 是 发 散 的 , 因为 v(7) 在 无 穷 远 处 不 趋 于 零 . 不 过 , 鉴于 以 下 
论述 的 目的 是 计算 完全 有 限 的 方 均值 ， 所 以 积分 发 散 的 情况 在 形式 上 对 此 并 
不 重要 . 
关联 张 量 bs(”) 可 以 通过 速度 的 侍 里 叶 分 量 表 示 为 积分 的 形式 : 
3 d3p/ 

bi(7) = / | {vikVip’) ei(e rath ri) 下 (34.33) 
为 了 让 这 个 积分 只 是 7 = ra -ri 的 函数 , 被 积 函 数 应 包含 十 k' 的 5 函数 ， 
即 应 有 





{VikVIk') = (27)3 (vv) Ok 十 有). (34.34) 


应 当 把 这 个 表达 式 看 做 这 里 用 记号 (vivi)s 表示 的 量 的 定义 . 把 (34.34) 代入 
(34.33) 并 通过 对 daj 的 积分 消去 5 函数 , 我 们 求 出 

ba(r) = / (vivi)k er, 
即 量 (vivi)s 是 关联 函数 bi(7) 的 储 里 叶 分 量 . 于 是 , 它们 对 角 标 i, 1 对 称 , 并 
且 是 实 函 数 . 特别 地 , bis(k) = (vw?)n, 并 且 我 们 现在 可 以 断言 , 这 个 量 显 然 是 正 
的 , 因为 它 与 速度 的 依 里 叶 分 量 大 小 的 方 均值 (ok .ww) = (luk|2)》 这 个 正 的 量 
之 间 的 关系 可 由 (34.34) 给 出 . 





@ 下 面 的 讨论 是 第 五 卷 8 122 所 给 结论 的 另外 一 种 说 法 . 
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关联 函数 bi(r) 在 >= 0 处 的 值 确定 了 流体 速度 在 空间 中 (任何 ) 某 一 点 
的 方 均值 . 它 可 以 通过 谱 函 数 表 示 出 来 , 相应 公式 为 
3 
(v7) =bs(r =0)= / ba(k) ys, 
或 者 , 根据 (34.29) 把 bi;(k) De 
i(w’) S| FO)(k) 让 5 = FO) (Kk) 人 (34.35) 


经 过 上 面 的 讨论 , 这 个 公式 的 意义 已 经 非常 明显 : 正 的 量 FD(k)/(2x)3 是 ( 单 
位 质量 ) 流体 的 动能 在 k& 空间 中 的 谱 密 度 . 波 和 失 大 小 为 k 且 间 隔 为 dk 的 涨 落 
所 包含 的 能 量 等 于 E(k) dk, 其 中 


大 2 
E(k) = ZF (k). (34.36) 


方程 (34.32) 右 侧 第 一 项 是 作为 方程 (34.19) 右 侧 第 一 项 的 健 里 叶 分 量 而 
出 现 的 . 当 ” 一 0 时 , 后 者 化 为 导数 


(win 吉 oo) 十 (wow ) 二 (vn) 
根据 均匀 性 , 该 导数 等 于 零 . 这 在 谱 表 示 法 中 意味 着 
/ EF'(3) (kK) d3k = 0， (34.37) 





于 是 F(3)(k) 是 变 号 函数 . 

方程 (34.32) 具有 简单 的 意义 : 它 表 示 满 流 的 各 种 谱 分 量 之 间 的 能 量 平 衡 . 
右 侧 第 二 项 是 负 的 ， 它 确定 与 耗 散 有 关 的 能 量 损失 . 第 一 项 (与 纳 维 - 斯 托 克 
斯 方程 中 的 非 线性 项 有 关 ) 描述 能 量 按 谱 的 再 分 配 一 一 能 量 从 值 较 小 的 谱 
分 量 向 值 较 大 的 谱 分 量 转移 .能 谱 密度 E(k) 在 大 ~ 1/l 时 有 最 大 值 , 淇 流 
总 能 量 的 大 部 分 集中 于 最 大 值 附 近 的 区 域 ( 含 能 区 , 见 833). 被 耗 散 能 量 的 谱 
密度 2vk2E(k) 在 大 ~ 1/Xo 时 有 最 大 值 , 总 耗 散 的 大 部 分 集中 于 耗 散 区 . 当 雷 
诺 数 非常 大 时 , 这 两 个 区 域 相距 很 远 , 惯性 区 位 于 二 者 之 间 ， 

把 方程 (34.32) 对 d3k/(27)3 积分 , 我 们 在 方程 的 左 侧 得 到 流体 总 动能 对 时 
间 的 导数 , 该 导数 等 于 总 的 能 量 耗 散 率 -<. 这 样 就 得 到 函数 E(k) 的 以 下 “ 归 
一 化 条 件 ”: - 

2y / k2E(k, t) dk = €. (34.38) 
0 


在 波 数 的 惯性 区 内 (1/1 < k < 1/Xo), 可 以 认为 谱 函数 (就 像 坐标 表示 法 
中 的 关联 函数 那样 ) 与 时 间 无 关 . 在 这 个 区 域内 , 根据 (33.13)， 


E(k) = Oe?/3k-5/3, (34.39) 
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其 中 G1 是 常 因子 . 该 因子 与 关联 函数 
Brr(r) = Cler)2/3 (34.40) 


中 的 因子 C 之 间 的 关系 为 Cl = 0.76C (参阅 习题 ). 经 验 值 为 Cs2, Cs1.5@， 
相应 比值 |Brrr|/B3f? = 4C3/3/5 心 0.3. 


习 题 


给 出 惯性 区 中 的 关联 函数 公式 (34.40) 和 能 谱 窗 度 公式 (34.39) 中 的 因子 CC 和 Ci 之 
间 的 关系 式 . 
解 : 函数 
Bu(r) = 2Bu(r) 十 Br(r) = Brr(r) 


(利用 了 关系 式 (34.6)) 与 
Baa(k) = —2bii(k) = —4F(2 (k) = 85- Eh) 
(k 关 0) 之 间 的 关系 由 傅 里 叶 积 分 给 出 : 
Bi(k) = / Bii(r)e ih'" d3z. 
如 果 波 数 属于 惯性 区 (1/ kk< 切 1/A0), 则 振荡 因子 的 存在 使 该 积分 可 在 距离 ~ 1 妇 ! 
处 从 上 面 截 断 ， 积 分 在 小 距离 处 收 笋 ,因为 当 了 -一 0 时 Bis(7) 全 0， 所 以 ， 积分 实际 上 取 


决 于 属于 惯性 区 (Xo 7 饼 上 ) 的 那些 距离 , 从 而 可 以 把 (34.40) 中 的 Bir(r) 代入 积分 , 同 
时 把 积分 域 扩 展 到 全 部 空间 . 对 于 积分 


I= [Powras, 
我 们 首先 在 球面 上 积分 , 得 到 


I= Im rrrar= 
0 





4 9 
E73 m/f €5/3 0 de ©®, 
为 了 计算 最 后 的 积分 , 我 们 把 复 平面 上 的 积分 路 径 ( 即 右 半 实 轴 ) 旋转 至 上 半 让 和 轴 , 结果 


得 到 
47 107 


17507357 
把 所 得 表达 式 综合 在 一 起 , 最 终 求 出 


01 C = 0.76C. 


55 
~ 27T(1/3) 


@ 大 部 分 实验 所 关注 的 是 大 气 和 海洋 中 的 潮流 ， 在 这 些 测量 中 , 雷诺 数 达到 3 x 108， 
@ 该 积分 员 然 在 传统 意义 下 是 发 散 的 , 但 可 以 理解 为 .lg, Im / ”ts/se-e el dt， 一 译 者 
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一 般 而 言 , 江 流 是 有 旋 的 . 但 是 , 流体 中 的 涡 量 分 布 在 清流 情况 下 ( 当 Re 
很 大 时 ) 有 一 些 极为 特殊 的 性 质 . 的确, 在 绕 物 体 流动 的 “定常 * 潜流 中 , 流体 
所 占 区 域 通常 可 以 划分 为 互相 隔 开 的 两 个 区 域 . 在 其 中 的 一 个 区 域 中 , 流动 是 
有 施 的 , 而 在 另 一 个 区 域 中 则 没有 涡 量 , 即 流动 是 势 流 . 因此 , 涡 量 并 没有 分 布 
在 全 部 流体 中 , 而 仅仅 分 布 在 一 部 分 流体 中 (这 部 分 流体 一 般 也 是 无 界 的 )， 

这 样 的 被 隔 开 的 有 旋 流 区 域 之 所 以 能 够 存在 ， 是 因为 潮流 可 以 视 为 由 欧 
拉 方 程 描述 的 理想 流体 的 运动 0. 我们 已 经 看 到 (88)， 对 于 理想 流体 的 运动 
速度 环 量 守恒 定律 成 立 ， 例 如 ,如 果 速 度 旋 度 在 一 条 流 线 上 的 任何 一 点 都 等 
于 零 , 则 它 在 这 条 流 线 上 处 处 等 于 零 . 反之, 如 果 在 一 条 流 线 上 的 任何 一 点 有 
rote 关 0, 则 它 在 这 条 流 线 上 处 处 都 不 等 于 零 ， 由 此 显然 可 知 , 如 果 有 旋 流 区 
域 中 的 流 线 不 能 进入 它 以 外 的 区 域 ， 则 存在 互相 隔 开 的 有 放流 区 域 和 无 旋 流 
区 域 是 与 运动 方程 相 容 的 , 这 样 的 涡 量 分 布 是 稳定 的 , 并 且 涡 量 不 会 扩散 到 分 
界面 以 外 

有 旋 的 湛 流 区 域 的 一 个 性 质 是 ， 这 个 区 域 与 周围 空间 的 流体 交换 只 能 音 
向 进行. 流体 能 够 从 势 流 区 域 进入 有 旋 流 区 域 ,但 是 永远 不 能 离开 有 旋 流 区 域 

我 们 强调 , 这 里 给 出 观点 当然 不 能 看 做 是 上 述 论断 的 严格 证 明 . 但 是 , 看 
来 实验 已 经 证 实 , 被 隔 开 的 有 施 济 流 区 域 是 存在 的 

无 论 是 在 有 旋 流 区 域 中 还 是 在 无 旋 流 区 域 中 , 流动 都 是 潮流 , 但 是 测 流 的 
性 质 在 这 两 个 区 域 中 完全 不 同 . 为 了 说 明 这 种 差别 的 起 因 , 我 们 应 注意 由 拉 普 
拉 斯 方程 Ap = 0 措 述 的 势 流 具有 下 述 一 般 性 质 ， 假 定 流动 在 zy 平面 上 是 周 
期 性 的 , 则 p 对 z 和 的 依赖 关系 表现 为 形 如 exp(kaz + 如] 的 因子 ; 于 是 

2 2 
B+ FE = (+ = kp 

并 且 因为 一 阶 导数 之 和 必须 为 零 , 所 以 对 z 的 二 阶 导数 显然 等 于 p 乘 以 一 
个 正 系数 ; 82g/8z2 = 129, 但 这 样 一 来, p 对 z 的 依赖 关系 将 由 形 如 ert 的 
衰减 因子 给 出 , 这 里 > 0 (如 et* 般 无 限制 增加 显然 是 不 可 能 的 ) 因此 , 如果 
势 流 在 某 个 平面 上 是 周期 性 的 , 则 它 在 垂直 于 该 平面 的 方向 上 应 当 误 减 , 并 且 
A 和 如 越 大 , 即 zy 平面 上 的 流动 周期 越 小 , 流动 沿 z 轴 的 衰减 就 越 快 ， 当 流 
动 不 是 严格 的 周期 流 而 只 表现 出 菜 种 定性 的 周期 性 时 ， 这些 论断 在 定性 上 仍 
然 适用 . 


@ 这 些 方程 对 潮流 的 适用 范围 到 Xo 量 级 的 距离 为 止 . 所 以 , 在 讨论 有 旋 流 与 无 旋 流 的 明确 界线 
时 , 也 只 能 精确 到 这 样 的 距离 . 
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由 此 得 到 以 下 结论 . 在 有 旋 流 区 域 之 处 , 潮流 涨 落 应 当 衰减 , 并 且 其 尺度 
越 小 , 衰减 就 越 快 . 换言之 , 小 尺度 涨 落 不 能 进入 势 流 区 域 很 远 . 所 以 , 只 有 最 
大 尺度 的 涨 落 在 这 个 区 域 中 才 起 显著 作用 , 它们 在 有 旋 流 区 域 (横向 ) 尺度 量 
级 的 距离 上 发 生 衰减 , 而 这 个 尺度 这 时 正好 就 是 潮流 的 基本 尺度 , 在 远大 于 该 
尺度 的 距离 上 基本 没有 漳 流 , 可 以 认为 只 有 层 流 . 

我 们 已 经 看 到 , 灌流 中 的 能 量 耗 散 与 最 小 尺度 的 涨 落 有 关 ; 大 尺度 运动 没 
有 显著 的 能 量 耗 散 , 这 就 是 对 大 尺度 运动 能 够 应 用 欧 拉 方程 的 原因 . 根据 上 述 
讨论 , 我 们 得 到 一 个 重要 结论 : 能 量 耗 散 主 要 发 生 在 有 旋 的 江 流 区 域 , 而 在 该 
区 域 之 外 基本 没有 能 量 耗 散 . 

考虑 到 有 旋 湛 流 和 无 旋 湛 流 的 所 有 这 些 特性 , 为 了 简短 起 见 , 我 们 以 后 将 
把 有 旋 满 流 区 域 简称 为 注 动 区 或 灌流 区 . 在 下 面 儿 节 中 将 讨论 各 种 情况 下 淇 
流 区 的 形状 . 

潮流 区 应 当 在 某 个 方向 上 以 被 绕 流 物体 的 部 分 表面 为 界 ， 这 部 分 表面 的 
分 界线 称 为 分 离线 . 潮流 区 与 流体 所 占 其 余 区 域 的 分 界面 从 这 条 分 离线 开始 . 
在 物体 绕 流 过 程 中 , 湛 流 区 本 身 的 形成 称 为 分 离 现象 . 

满 流 区 的 形状 取决 于 基本 流动 (而 不 是 紧 靠 物体 表面 的 邻近 区 域 中 的 流 
动 ) 的 性 质 . 尽管 现在 还 没有 一 个 完整 的 满 流 理论 , 但 这 样 的 理论 在 原则 上 应 
当 能 够 根据 理想 流体 运动 方程 确定 湛 流 区 的 形状 , 只 要 给 出 物体 表面 上 的 分 
离线 位 置 . 分 离线 的 实际 位 置 取 决 于 紧 靠 物 体 表 面 的 一 层 流体 (所 谓 边界 层 ) 
中 的 流动 性 质 , 黏 性 在 这 里 起 重要 作用 ( 见 $40). 

在 下 面 儿 节 中 将 讨论 湛 流 区 的 自由 边界 ,其 含义 自然 是 指 它 对 时 间 的 平 
均 位 置 . 边界 的 瞬时 位 置 是 极 不 规则 的 曲面 , 这 种 不 规则 偏差 及 其 随时 间 的 变 
化 主要 与 大 尺度 涨 落 有 关 , 从 而 能 够 向 垂直 于 边界 的 方向 延伸 一 段 距离 , 该 距 
离 与 淇 流 的 基本 尺度 相当 . 分 界面 的 不 规则 运动 导致 空间 中 的 一 个 固定 点 ( 距 
离 分 界面 平均 位 置 不 太 远离 ) 相对 于 分 界面 的 方位 不 断 变化 . 如 果 在 这 一 点 观 
察 流动 图 像 ,就 会 发 现 小 尺度 汕 流 时 隐 时 现 @. 
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在 许多 情形 下 ， 利 用 简单 的 相似 方法 就 已 经 能 够 确定 汕 流 区 的 形状 以 及 
某 些 其 他 的 基本 性 质 , 这 样 的 情形 , 首 推 各 类 自由 汕 流 射流 射 入 充满 流体 的 空 
间 的 一 些 问 题 (L. 普 朗 特 , 1925). 


加 这 种 性 质 称 为 测 流 的 间 歌 性 , 它 与 潮流 区 内 部 运动 结构 的 一 种 类 似 性 质 有 所 区 别 , 尽管 后 者 也 
称 为 间歇 性 ， 本 书 不 讨论 这 些 现 象 的 已 有 模型 . 
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作为 第 一 个 例子 , 设 两 个 无 穷 大 平板 相交 形成 一 个 拐角 (图 24 中 天 出 了 
它 的 横 截 面 ), 我 们 来 研究 流动 在 拐角 处 发 生 分 离 时 形成 的 油 流 区 ， 在 层 流 绕 
流 的 情形 下 ( 见 图 3), 来 流 沿 拐 角 的 一 边 ( 例 
如 从 4 流向 O) 平滑 地 转向 , 然后 沿 另 一 边 流 
走 ( 从 oO 流向 B). 但 在 灌流 绕 流 的 情形 下 , 流 
动 图 像 是 完全 不 同 的 . 

现在 , 流动 沿 拐 角 的 一 边 到 达 顶 点 时 并 不 
转向 , 而 是 继续 沿 原 方向 前 进 , 沿 另 一 边 则 出 
现 流 向 拐角 顶点 的 流动 (从 B 流向 O). 这 两 
个 流动 在 满 流 区 发 生 混合 @ (在 图 24 中 用 虚 
线 画 出 了 满 流 区 横 截 面 的 边界 ). 可 以 用 以 下 ey 
方法 直观 地 描述 这 个 区 域 的 起 因 . 设想 从 4 流 
向 O 的 均匀 来 流 以 不 变 的 方向 继续 流动 , 从 而 充满 平面 40 及 其 向 右 延 伸 平 
面 以 上 的 整个 上 半空 间 , 而 延伸 平面 以 下 的 流体 完全 静止 . 换言之 , 这 时 在 常 
速 流动 的 流体 与 静止 流体 之 间 有 一 个 间断 面 (平面 4O 的 延伸 平面 ). 但 是 ， 
这 样 的 间断 面 是 不 稳定 的 , 所 以 不 可 能 真正 存在 ( 见 $29). 这 种 不 稳定 性 导 
致 < 混合” 以 及 满 流 区 的 形成 . 这 时 之 所 以 产生 从 B 流向 O 的 流动 , 是 因为 
流体 必须 从 外 部 进入 灌流 区 . 

我 们 来 确定 潮流 区 的 形状 . 按 图 24 取 z 轴 , 原点 位 于 点 O. 用 二 入 
表示 从 zz 平面 到 淇 流 区 上 、 下 边界 的 距离 , 需要 确定 Yi 和 次 对 zx 的 依赖 关 
系 . 用 相似 方法 很 容易 直接 确定 这 种 依赖 关系 . 因为 平面 的 所 有 尺寸 都 是 无 穷 
大 的 , 所 以 在 我 们 的 讨论 中 没有 任何 具有 长 度量 纲 的 常 参 量 可 以 表征 所 研究 
的 流动 . 由 此 可 知 , 量 于 , yz 对 距离 z 的 唯一 可 能 的 依赖 关系 是 正比 关系 : 





Yi=7rtanal, 到 =2tanao2. (36.1) 


比例 因子 是 简单 的 数值 常数 , 我 们 记 之 为 tan ai, tanas 的 形式 ,所 以 au 和 as 
是 测 流 区 两 个 边界 与 > 轴 之 间 的 夹 角 . 因此 , 汕 流 区 介 于 两 个 平面 之 间 , 这 两 
个 平面 的 交 线 就 是 被 绕 流 拐角 的 顶 边 . 

角 az 和 as 的 值 只 取决 于 被 绕 流 拐角 的 大 小 而 与 其 他 量 无 关 , 例如 与 来 
流速 度 无 关 . 不 能 用 理论 方法 计算 这 些 值 ; 实验 结果 给 出 , 例如 , 对 于 直角 绕 流 ， 


al = 5°, as = 10° @. 


@ 我 们 还 记得 , 淇 流 区 之 外 的 无 旋 泣 流 运 动 在 远离 湛 流 区 边界 的 过 程 中 逐渐 变 为 层 流 . 
@ 在 这 里 和 下 面 的 其 他 一 些 情况 下 ,我 们 所 谈 到 的 关于 洋流 射流 模 截 面 上 的 速度 分 布 的 实验 结 
果 , 都 是 经 过 基于 半 经 验 满 流 理 论 ( 见 168 页 上 的 脚注 ) 的 计算 而 整理 出 来 的 . 
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沿 损 角 两 边 的 流动 具有 不 同 的 速度 , 其 比值 是 一 个 确定 的 数 , 它 同样 只 取 
决 于 拐角 的 大 小 . 如 果 拐角 不 是 非常 小 , 则 其 中 一 个 速度 远大 于 另 一 个 速度 ， 
较 大 者 就 是 来 流速 度 , 其 方向 (从 4 指向 O) 与 灌流 区 的 伸展 方向 相同 . 例如 ， 
在 绕 直 角 的 流动 中 , 沿 平面 AO 的 流动 速度 是 沿 BO 的 流动 速度 的 30 倍 . 

我 们 再 指出 , 湛 流 区 两 侧 的 流体 压强 差 很 小 . 例如, 在 绕 直 和 角 的 流动 中 ， 


Di 一 pa = 0.003pUi， 


其 中 必 是 来 流 (从 4 流向 0) 的 速度 , mm 是 上 部 流动 ( 沿 40) 的 压强 , 而 p。 
是 下 部 流动 ( 沿 BO) 的 压强 ， 
在 被 绕 流 拐角 为 零 的 极限 情况 下 , 只 要 研究 一 块 平板 的 边缘 即 可 , 这 时 流 
体 沿 这 块 平板 的 两 侧 流动 . 在 这 种 情况 下 , 满 流 区 的 张 骨 a + oo 也 为 零 , 即 没 
有 满 流 区 , 沿 该 平板 两 侧 流动 的 速度 相等 . 当 夹 角 4OB 不 断 增加 时 会 出 现 一 
种 情况 , 这 时 平面 BO 成 为 测 流 区 的 下 边界 , 并 且 夹 角 4OB 已 是 钝 角 . 当 夹 角 
AOB 进一步 增加 时 , 消 流 区 继续 以 平板 为 一 部 分 边界 . 在 本 质 上 , 这 时 出 现 的 
只 是 流动 的 分 离 现象 , 其 分 离线 沿 拐角 的 顶 边 . 满 流 区 的 张 角 总 是 有 限 的 . 
作为 下 一 个 例子 , 我 们 来 研究 灌流 射流 从 细 管 一 端 射 入 充满 同样 流体 的 
无 穷 大 空间 的 问题 ( 层 流 情况 下 的 这 种 “ 漫 没 射流 * 问题 已 经 在 8 23 中 解决). 
在 远大 于 管 口 尺寸 的 距离 上 (我 们 只 讨论 这 种 情况 ), 射流 总 是 轴 对 称 的 , 与 管 
口 的 具体 形状 无 关 ， 
我 们 来 确定 这 种 射流 中 油 流 区 的 形状 . 取 射 流 的 轴线 为 z 轴 , 并 且 用 字母 
RR 表示 滑 流 区 的 半径 , 需要 确定 R 对 z 的 依赖 关系 (z 从 管 口算 起 ). 与 前 面 
\ 的 例子 一 样 ， 用 相似 方法 很 容易 直接 确定 这 个 
WW 依赖 关系 . 在 远大 于 管 口 尺寸 的 距离 上 , 管 口 的 
= 具体 形状 和 尺寸 不 影响 射流 的 形状 . 所 以 ， 在 我 
ss .二 们 的 讨论 中 没有 任何 具有 长 度量 纲 的 特征 参量 . 
/1 人 由 此 又 可 得 到 , RR 应当 正比 于 z: 


25 R= 7%tana, (36.2) 
其 中 的 常数 tana 对 所 有 射流 均 相 同 . 因此 , 江 流 区 是 锥 形 的 , 实验 给 出 锥 顶 


角 2a 的 值 约 为 25° (图 25)@. 
流动 主要 沿 射流 轴线 方向 进行 . 因为 没有 任何 具有 长 度 或 速度 量 纲 的 参 


@ 公式 (36.2) 给 出 , 在 z=0 处 忆 =0, 即 坐 标 z 从 射流 的 起 点 算 起 , 而 该 起 点 相当 于 一 个 点 源 . 
该 点 可 以 不 同 于 管 口 的 实际 位 置 , 它 位 于 管 口 以 内 , 并 且 它 到 管 口 的 距离 与 为 了 建立 关系 式 (36.2) 而 
需要 忽略 的 一 段 距离 具有 同样 的 量 级 ， 如 果 关心 > 很 大 时 的 渐 近 规律 , 就 可 以 忽略 这 种 差别 . 
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量 能 够 表征 射流 中 的 流动 @, 所 以 (对 时 间 平 均 的 ) 纵向 速度 wz 在 射流 中 的 分 
布 应 当 具 有 以 下 形式 : 


uz(T, 2) = vo(z)f (车 RE 2 )， (36.3) 


式 中 > 是 到 射流 轴线 的 距离 , uo 是 轴线 上 的 速度 . 换言之 , 在 射流 的 不 同 模 截 
面 上 , 速度 剖面 仅 在 距离 和 速度 有 不 同 的 变化 比例 时 才 有 差别 (所 以 我 们 说 射 
流 结构 具有 自 相似 性 ). 函数 f(é) (f(0) = 1) 随 自 变量 的 增加 而 迅速 减 小 , 它 
在 上 = 0.4 时 已 经 减 小 为 1/2, 而 在 满 流 区 边界 上 的 量 级 为 0.01. 至 于 横向 速 
度 , 它 在 湾流 区 横 截 面 上 各 处 的 量 级 大 臻 相同 , 而 在 边界 上 约 为 -0.025uo 并 
且 指 向 射流 内 部 . 正 是 由 于 这 个 横向 速度 , 流体 才 会 流入 满 流 区 . 洋流 区 之 外 
的 流动 可 以 在 理论 上 确定 (见习 题 1). 

利用 以 下 简单 方法 可 以 确定 射流 中 的 速度 对 距离 x 的 依赖 关系 . 通过 以 
管 口 为 中 心 的 球面 的 总 动量 流 在 球面 半径 改变 时 应 当 保 持 不 变 , 在 射流 中 , 动 
量 流 密度 的 量 级 为 pu?, 其 中 ww 是 某 个 平均 速度 的 量 级 . 在 射流 模 截面 上 , 速 
度 久 明显 不 为 零 的 部 分 具有 量 级 为 R? 的 面积 . 所 以 , 总 动量 流 已 ~ pu2R2. 把 
(36.2) 代入 此 式 , 我 们 得 到 
P 
p 
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U~ (36.4) 


即 在 远离 管 口 时, 速度 按照 反比 规律 减 小 . 

单位 时 间 内 通过 射流 淇 流 区 横 截面 的 流体 质量 (质量 流量 ) @ 的 量 级 是 
乘积 puR2. 把 (36.2) 和 (36.4) 代入 此 式 , 得 到 Q = const.z (如 果 在 很 大 范围 
内 变化 的 两 个 变量 总 是 具有 相同 的 量 级 , 则 它们 必须 成 正比 , 所 以 我 们 写 出 带 
有 等 号 的 公式 ). 这 里 的 比例 系数 不 要 通过 动量 流 P 表示 , 通过 单位 时 间 内 从 
管 中 流 出 的 流体 质量 Qo 表示 更 为 方便 . 在 管 口 尺 寸 a 量 级 的 距离 上 应 当 有 
Q@ ~ Qo. 由 此 可 知 const ~ Qo/a, 从 而 可 以 写 出 

Q = PQo, (36.5) 

其 中 B 是 数值 因子 , 它 只 取决 于 管 口 的 形状 . 例如 , 对 于 半径 为 a 的 贺 形 管 口 ， 
经 验 值 6 = 1.5. 因此 , 通过 满 流 区 横 截面 的 流量 随 距离 x 的 增加 而 增加 , 流体 
被 吸入 沸 流 区 @. 

沿 长 度 方向 的 每 一 段 射流 中 的 运动 可 由 该 段 射流 的 雷诺 数 wuR/v 来 表征 . 
但 是 根据 (36.2) 和 (36.4), 乘积 uR 沿 射流 保持 不 变 , 所 以 雷诺 数 对 每 一 段 射 


@ 我 们 再 一 次 注意 , 这 里 在 讨论 射流 中 的 充分 发 展 测 流 , 所 以 条 度 不 应 出 现在 所 考虑 的 公式 中 . 
@@ 通过 垂直 于 射流 的 整个 无 穷 大 平面 的 总 流量 是 无 穷 大 即 射 和 无穷 大 空间 的 射流 所 带动 的 流 
体 总 量 是 无 穷 大 . 
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流 都 相同 . 可 以 取 比 值 Qo/pav 作为 雷诺 数 , 这 里 的 常量 Qo/a 是 决定 射流 中 全 
部 流动 的 唯一 参量 ， 当 射流 “强度 ”Qo 增加 时 ( 管 口 尺寸 a 取 给 定 值 ), 雷诺 数 
最 终 会 达到 临界 值 , 并 且 当 雷诺 数 超过 临界 值 后 , 整个 射流 同时 变 为 满 流 . 


习 题 


1. 求 射流 中 涡流 区 之 外 的 平均 速度 . 

解 : 取 球 面 坐 标 7r, 9, p, 极 轴 沿 射 流 轴 线 , 坐标 原点 位 于 细 管 出 口 ， 因 为 射流 是 轴 对 
称 的 , 所 以 平均 速度 的 分 量 tp 为 零 , 而 ug 和 wr 只 是 7 和 6 的 函数 . 按照 层 流 射流 问题 
中 的 方法 (823), 同样 的 讨论 表明 , ur 和 ue 的 形式 应 当 是 

-70), ,10). 
r 


涡流 区 以 外 的 流动 是 势 流 , 即 rot wu 二 0, 所 以 
Our 0 
而 一 到 ("9) = 0. 


但 是 rug 与 了 无 关 ， 所 以 





Our = 1dr 一 0 

600 rd 
从 而 FF 二 const 三 一 六 即 

如 二 一 让， (1) 
现在 , 从 连续 性 方程 
72 CA 四 7sinb 襄 (uesin0) = sh 

得 到 

案 委 const 一 ok. 


为 了 让 速度 在 9 二 7 时 不 等 于 无 穷 大 ， 六 首 和 公分 市 守 一 b (至 于 在 9 二 0 时 等 于 无 
穷 大 , 这 是 无 关 紧 要 的 , 因为 这 里 所 讨论 的 解 只 涉及 涡流 区 之 外 的 空间 , 而 方向 0 二 0 位 于 
溃 流 区 之 内 ). 因此 ， 





b 0 b 0 
5 O) 
速度 在 射流 方向 上 的 投影 (us) 和 速度 的 大 小 等 于 
_b_beos0 ， 5 阐 
人 rsin(0/2)" 


名 为 了 更 细致 地 计算 各 种 潮流 , 通常 采用 各 种 “ 半 经 验 ” 理论 , 其 基础 是 关于 潮流 黏度 对 平均 速度 
梯度 的 依赖 关系 的 一 些 确定 的 假设 ， 例 如 , 在 普 朗 特 理论 中 假设 (对 于 平面 流动 ) wurb = Beue/ay|， 
并 且 i ( 称 为 “混合 长 度 ") 对 坐标 的 依赖 关系 是 利用 相似 方法 来 选取 的 ; 对 于 自由 消 流 射流 ， 则 可 取 
1 = cz, 式 中 c 是 一 个 经 验 常数 这 些 理论 公式 通常 很 好 地 符合 实验 ,所 以 作为 良好 的 插值 计算 格式 
很 有 实用 价值 . 然而 , 这 时 不 可 能 给 出 半 经 验 理论 中 诸多 经 验 常数 的 普 适 值 . 例如 , 混合 长 度 ! 与 淇 流 
区 横向 尺寸 之 比 , 在 不 同 的 具体 情形 下 必须 有 不 同 的 选择 . 还 应 指出 , 从 潮流 黏度 的 不 同 表 达 式 出 发 ， 
也 能 够 得 到 与 实验 相符 的 结果 . 
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可 以 把 常量 5 与 公式 (36.5) 中 的 常量 互 = BQo/a 联系 起 来 . 考虑 锥 形 演 流 区 位 于 无 限 接 
近 的 两 个 横 截 面 之 间 的 部 分 .单位 时 间 内 流入 这 部 分 涡流 区 的 流体 质量 为 


dQ = -2rrpue sin a dr = 2rbp(l 十 cos a) dr， 


而 根据 公式 (36.5) 则 有 dQ = B dx = Bcosadr. 比较 这 两 个 表达 式 , 得 到 


也 cos aw (4) 


b= 2rp(1 十 cosa) 


在 涡流 区 的 边界 上 , 速度 we 指向 涡流 区 的 内 部 , 它 与 z 轴 正 方向 的 天 角 为 (7 一 a)/2. 
我 们 来 比较 涡流 区 内 部 的 平均 速度 
= B 


wT rp rprtan a 
和 涡流 区 边界 上 的 速度 (Wz)pot. 取 (3) 中 的 第 一 个 公式 并 令 9 = a, 得 到 


(Uz)pot _ 1—coso 


Uz 2 
当 a = 12? 时 , 该 比值 为 0.011, 即 演 流 区 边界 上 的 速度 远 小 于 演 流 区 内 部 的 平均 速度 . 
2. 求 从 无 穷 长 窗 颖 中 喷 出 的 浸没 演 流 射流 的 尺寸 变化 和 束 度 变化 的 规律 . 
解 : 根据 与 轴 对 称 射流 同样 的 理由 , 我 们 断定 演 流 区 以 两 个 平面 为 界 , 这 两 个 平面 沿 
窄 颖 相交 , 即 射 流 的 半 宽 度 为 
Y = Ztana. 
单位 长 度 窜 颖 所 对 应 的 射流 中 的 动量 流 的 量 级 为 pi2Y, 由 此 得 到 平均 速度 名 对 z 的 依赖 
关系 
const 
UU~ Vz 
通过 射流 浓 流 区 横 截面 的 流量 @ ~ puY, 所 以 


Q = const . Vx. 


局 部 雷诺 数 Re = wuY/v 按照 这 样 的 规律 随 z 的 增加 而 增加 . 
平面 射流 张 角 的 经 验 值 与 轴 对 称 射流 的 情况 大 致 相同 (2a ~ 25°). 


§ 37 满 流 尾 迹 


在 绕 固体 的 流动 中 , 当 雷 诺 数 远 大 于 临界 值 时 , 在 固体 后 面 会 形成 一 个 很 
长 的 渤 流 区 ， 这 个 区 域 称 为 汕 流 尾 迹 .在 远大 于 物体 尺寸 的 距离 上 ， 根 据 简 
单 的 推理 就 能 够 确定 淇 流 尾 迹 的 形状 和 其 中 的 流体 速度 下 降 规 律 (L. 兽 朗 特 ， 
1926). 

就 像 在 8 21 中 研究 层 流 尾 迹 那样 , 用 U 表示 来 流速 度 , 并 取 来 流速 度 方 
向 为 z 轴 方 向 . 在 对 满 流 涨 落 取 平 均值 之 后 , 我 们 把 每 一 点 的 流体 速度 写 为 
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rr 上 +w 的 形式 . 用 字母 a 表示 油 流 尾 迹 的 某 个 横向 宽度 , 我 们 来 确定 对 
的 依赖 关系 . 如 果 在 绕 流 时 没有 升力 , 则 尾 迹 在 远离 固体 处 具有 轴 对 称 性 , 其 
横 截面 为 圆 . 在 这 种 情形 下 , a 可 以 是 尾 迹 的 半径 . 如 果 存 在 升力 , 这 就 导致 在 
yz 平面 上 出 现 某 个 特定 的 方向 , 所 以 尾 迹 在 固体 后 面 的 任何 距离 上 都 不 是 轴 
对 称 的 . 

在 尾 迹 中 , 流体 的 纵向 速度 分 量 的 量 级 是 U, 而 横向 速度 分 量 的 量 级 是 满 
流速 度 的 某 个 平均 值 uw. 所 以 , 流 线 与 x 轴 之 间 夹 角 的 量 级 是 比值 wW/Z, 另 一 
方面 , 正如 我 们 所 知 , 尾 迹 边界 是 有 旋 满 流 运动 的 流 线 不 能 穿越 的 界线 . 由 此 
可 知 , 尾 迹 纵 截面 边界 与 > 轴 之 间 夹 角 的 量 级 也 是 w/U. 这 意味 着 , 我 们 可 以 
写 出 

时 ~ 元. (37.1) 

接 下 来 , 我 们 利用 公式 (21.1), (21.2), 通过 尾 迹 中 流体 速度 的 积分 来 确定 
作用 在 固体 上 的 力 (并 且 速 度 现在 是 指 它 的 平均 值 ). 在 这 些 积分 中 , 积分 域 的 
量 级 是 2, 所 以 对 积分 进行 估计 后 得 到 关系 式 下 ~ pUua2, 其 中 FF 是 阻力 或 
升力 的 量 级 ， 因此， 


F 
~ 击 . (37.2) 
把 它 代 入 (37.1), 求 出 
da F 
dz  pU2a2’ 
积分 后 得 到 i 
F 
i ( 节 ) | (37.3) 


因此 , 尾 迹 的 宽度 随 着 到 固体 的 距离 的 增加 而 增加 , 它 与 该 距离 的 立方 根 成 正 
比 . 对 于 速度 ww, 根据 (37.2) 和 (37.3) 有 


ur~ (= ) (37.4) 


pz? 


即 尾 迹 中 的 流体 平均 速度 按照 反比 于 z2/3 的 方式 随 zx 的 增加 而 减 小 . 
在 沿 长 度 方向 的 每 一 段 尾 迹 中 , 运动 可 由 雷诺 数 Re = aw/v 来 表征 . 把 
(37.3) 和 (37.4) 代入 此 式 , 得 到 


我 们 看 到 , 雷诺 数 沿 尾 迹 长 度 方向 不 再 保持 不 变 , 这 与 灌流 射流 的 情形 不 同 . 
在 距离 固体 足够 远 的 位 置 ，Re 会 降低 到 这 样 的 程度 ,以 至 于 尾 迹 中 的 流动 不 
但 是 濡 流 . 在 更 远 处 是 层 流 尾 迹 , 其 性 质 已 经 在 821 中 研究 过 了 . 
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在 §21 中 已 经 得 到 一 些 公 式 来 描述 层 流 尾 迹 之 外 远离 物体 处 的 流动 , 这 
些 公式 同样 适用 于 灌流 尾 迹 之 外 的 流动 . 

我 们 在 这 里 指出 被 绕 流 物体 周围 速度 分 布 的 某 些 一 般 性 质 . 无 论 是 在 注 
流 尾 迹 的 内 部 还 是 外 部 , 速度 (我 们 总 是 指 平均 速度 w) 都 随 着 到 物体 距离 的 
增加 而 减 小 . 但 是 , 纵向 速度 w 在 尾 迹 外 部 要 比 在 尾 迹 内 部 减 小 得 快 得 多 ( 按 
照 1/z? 的 方式 ). 所 以 , 在 远离 物体 处 可 以 认为 , 仅 在 尾 迹 内 部 有 纵向 速度 , 而 
在 尾 迹 外 部 wz = 0. 我 们 可 以 说 , us 从 尾 迹 “轴线 "上 的 某 个 最 大 值 下 降 到 尾 
迹 边 界 上 的 零 值 . 至 于 横向 速度 wy, w。, 它们 在 尾 迹 边界 上 和 尾 迹 内 部 具有 同 
样 的 量 级 , 并 且 在 远离 尾 迹 时 (保持 到 物体 的 距离 相同 ) 迅速 减 小 . 


§ 38 熙 科 夫 斯 基 定 理 


在 被 绕 流 物 体 尾 迹 的 厚度 远 小 于 其 宽度 的 一 些 特 殊 情 况 下 ， 物 体 周 围 的 
速度 分 布 并 不 具有 在 上 一 节 最 后 给 出 的 特性 . 如 果 被 绕 流 物体 的 厚度 ( 沿 y 轴 
方向 ) 远 小 于 其 宽度 ( 沿 z 轴 方 向 ), 就 会 形成 这 样 的 尾 迹 (物体 在 绕 流 方向 上 
的 长 度 , 即 沿 > 轴 的 长 度 , 可 以 是 任意 的 ). 换言之 , 这 时 被 绕 流 物体 的 横 截面 
(垂直 于 来 流 方向 ) 在 一 个 方向 上 的 尺寸 非常 大 . 例如 , 机 辟 就 是 这 样 的 物体 , 
其 翼 展 远大 于 所 有 其 余 尺寸 . 

显然 , 在 这 种 情形 下 , 没有 任何 理由 认为 垂直 于 庙 流 尾 迹 平 面 的 速度 分 量 
uy 在 尾 迹 厚度 量 级 的 距离 上 就 已 经 显著 减 小 ,相反 , 无 论 在 尾 迹 中 , 还 是 在 距 
离 尾 迹 相当 远 ( 翼 展 量 级 ) 的 距离 上 , 该 速度 分 量 现在 都 有 同样 的 量 级 . 当然 ， 
这 里 假设 升力 不 为 零 , 否则 实际 上 根本 没有 横向 速度 . 

我 们 来 研究 上 述 绕 流 所 导致 的 垂直 升力 瓦 . 根据 公式 (21.2), 它 由 积分 


F,=—pU [fu dy dz (38.1) 
给 出 , 并 且 由 于 速度 w, 的 分 布 特性 , 这 时 应 当 在 整个 横 截 面 上 进行 积分 . 此 
外 , 因为 尾 迹 的 厚度 ( 沿 y 轴 ) 很 小 , 而 尾 迹 内 的 速度 wy 并 不 远大 于 该 速度 在 


尾 迹 以 外 的 值 , 所 以 这 时 可 以 在 足够 高 的 精度 下 把 沿 y 轴 的 积分 改 为 在 尾 迹 
以 外 沿 y 轴 的 积分 , 即 


oo ooe 2 
/ wavx way+ / uy dy， 
—00 Vi 一 Oo 


其 中 y, 和 ys 是 尾 迹 边界 的 坐标 (图 26). 
然而 , 尾 迹 以 外 是 势 流 , 并 且 wy = 8p/8y. 注意 到 在 无 穷 远 处 gp = 0, 于 是 
得 到 
w=- 
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其 中 p。 和 wi 是 速度 势 在 尾 迹 两 侧 的 值 . 如 果 可 以 用 一 个 间断 面 来 代替 薄 尾 
迹 , 就 可 以 说 w。 - pl 是 间断 面 上 的 速度 势 突 跃 . 至 于 p 的 导数 , ww = 9p/16y 
必须 保持 连续 , 因为 假如 速度 在 尾 迹 曲面 上 的 法 向 分 量 也 发 生 间 断 , 这 就 意味 
着 某 些 流体 流入 尾 迹 , 但 是 在 忽略 尾 迹 厚度 的 近似 下 应 当 没 有 这 个 效应 . 
此 , 我 们 用 一 个 切 向 间断 面 来 代替 尾 迹 . 其 次 , 在 这 个 近似 下 , 压强 在 尾 迹 上 
也 必须 是 连续 的 . 根据 一 级 近似 下 的 伯 努 利 方程 可 以 求 出 压强 变化 值 , 它 等 于 
pUus = pUBwp/6x, 由 此 推出 , 导数 8po/8z 也 必须 连续 . 导数 9p/8z 是 辟 展 方 
向 上 的 速度 分 量 , 这 个 分 量 一 般 而 言 有 间断 . 

因为 导数 6p/az 是 连续 的 , 所 以 间断 值 wa 一 yp1 只 取决 于 z 而 与 沿 尾 迹 
的 华 标 x 无 关 . 因此 , 我 们 得 到 下 面 的 升力 公式 : 


Fy=—pU / (pa 一 21) dz. (38.2) 
对 z 的 积分 其 实 只 沿 尾 迹 宽度 进行 (显然 , 在 尾 迹 以 外 wa -pi = 0). 
这 个 公式 还 可 以 表示 为 稍为 不 同 的 形式 . 为 此 我 们 指出 , 利用 标量 函数 梯 
度 积分 的 已 知性 质 , 可 以 把 差 值 ws 一 pi 写 为 曲线 积分 
[wa = (way + us dn) 
的 形式 , 并 且 积 分 曲线 从 点 1 出 发 后 绕 过 物体 并 终止 于 点 ys, 它 全 部 位 于 势 


流 区 域内 , 既然 尾 迹 很 注 , 就 可 以 用 从 ys 到 y, 的 一 小 段 线段 来 封闭 积分 曲线 ， 
而 积分 值 在 精确 到 高 阶 小 量 的 情况 下 保持 不 变 . 用 字母 也 表示 环绕 物体 的 封 











CC ， ， 闭 曲线 C 上 的 速度 环 量 (图 26): 
ee 
Se | 我 们 得 到 升力 公式 
图 26 Fy=—pU / Tdz. (38.4) 


选取 速度 环 量 的 符号 时 , 总 是 以 逆 时 针 路 径 上 的 积分 为 正 . 公式 (38.3) 的 符号 
还 与 绕 流 方向 的 选取 有 关 : 我 们 总 是 假设 绕 流 方向 为 > 轴 的 正方 向 (从 左 向 
右 流 动 ). 

公式 (38.4) 给 出 了 升力 与 速度 环 量 之 间 的 关系 ,这 就 是 茹 科 夫 斯 基 定 理 
的 内 容 (H.E. 茹 科 夫 斯 基 , 1906). 我 们 还 会 在 846 中 应 用 这 个 定理 研究 作为 
良 绕 体 的 机 可 . 
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习 题 


1. 求 无 穷 长 加 柱 体 横向 绕 流 演 流 尾 迹 的 扩展 规律 . 
解 : 对 于 单位 长 度 图 柱 体 上 的 阻力 fc 的 量 级 , 有 fi ~ pUuY. 把 它 与 关系 式 (37.1) 
结合 起 来 ,我 们 得 到 尾 迹 的 宽度 Y: 


r=4/ 引 ， (1) 


其 中 4 为 常 因子 . 尾 迹 中 的 平均 速度 以 控 





ff 


u~4/ 二 


的 规律 减 小 . 雷诺 数 慷 必 Yufv ~ fu/vpU 与 zx 无关, 所 以 没有 层 流 尾 迹 . 

我 们 指出 , 根据 实验 结果 , (1) 中 的 常 因子 4 = 0.9 (Y 是 尾 迹 宽度 的 一 半 ). 如 果 把 Y 
理解 为 速度 wz 从 它 在 尾 迹 中 心 线 上 的 最 大 值 降低 一 半 时 的 相应 距离 , 则 A = 0.4. 

2. 求 无 穷 长 物体 横向 绕 流 尾 迹 之 外 的 流动 . 

解 : 尾 迹 外 面 是 势 流 (这 里 用 字母 外 表示 速度 势 , 以 区 别 于 柱 面 坐标 系 r, p, 2 中 的 
角 po, 设 z 轴 灌 物体 的 长 度 方向 ). 类 似 于 (21.16) 中 的 做 法 , 我 们 断言 , 应 当成 立 


fuar= / va.ay= 秀 ， 


现在 的 积分 域 是 一 个 半径 很 大 且 轴 线 沿 z 轴 的 单位 长 度 国 柱 表 面 , 而 户 是 单位 长 度 物体 
上 的 阻力 . 满足 这 种 条 件 的 二 维 拉 普 拉 斯 方程 A 二 0 的 解 为 





-_h 
6= 对 pf lnr. 
其 次 , 根据 (38.2) 对 于 升力 有 
fy = pU(B1 — $2). 


在 拉 普 拉 斯 方程 的 所 有 解 中 , 在 平面 p 二 0 上 有 间断 并 且 随 距离 的 增加 而 减 小 得 最 慢 的 
解 为 

$= const'y = -zr 
(常量 由 Bo 一 更 = 27 给 出 ). 流动 由 上 述 两 个 解 之 和 给 出 : 








1 
$= 25020 fr mr ~ fup). (2) 
速度 以 在 柱 面 坐标 下 的 分 量 为 
_0s ff _105 _ 
页 po Zp0r (3) 


速度 全 与 柱 面 坐 标 系 中 的 极 径 拓 方向 组 成 一 个 不 变 的 天 角 , 其 正切 值 为 /fe. 
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3. 当 存 在 升力 时 , 求 无 穷 长 物体 后 面 尾 迹 的 弯曲 规律 . 
解 : 当 存 在 升力 时 , 尾 迹 ( 视 为 间断 面 ) 在 zy 平面 上 是 弯曲 的 , 弯曲 规律 8 = 8(z) 由 
方程 
dr dy 
uztU ww 
给 出 . 根据 (3), wy 六 一 万/2rpUz, 把 它 代入 以 上 方程 并 略 去 远 小 于 UU 的 wa, 得 到 
dy 态 
dz 2rpL72z”， 





所 以 


2 三 const 一 In Z. 





fy 
2npU? 
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我 们 已 经 不 止 一 次 提 到 一 个 事实 : 很 大 的 雷诺 数 等 价 于 很 小 的 黏度 , 所 以 
在 这 样 的 雷诺 数 下 可 以 把 流体 看 做 理想 流体 . 然而 , 这 样 的 近似 无 论 如 何 都 不 
适用 于 固 壁 附近 的 流动 . 对 于 理想 流体 , 边界 条 件 只 要 求 速度 在 被 绕 流 物体 表 
面 的 法 向 分 量 为 零 , 切 向 分 量 一 般 还 是 有 限 的 . 但 是 对 于 真实 的 黏 性 流体 , 速 
度 在 固 壁 上 应 当 为 零 . 

由 此 可 以 得 出 结论 : 在 大 雷诺 数 的 情形 下 , 速度 仅 在 紧 贴 壁 面 的 很 薄 一 层 
流体 内 才 几 乎 完全 降低 到 零 . 这 一 层 流体 称 为 边界 层 , 它 的 特点 是 其 中 存在 相 
当 大 的 速度 梯度 . 边界 层 中 的 流动 既 可 以 是 层 流 , 也 可 以 是 测 流 . 我 们 在 这 里 
将 研究 层 流 边界 层 的 性 质 . 当然 , 边界 层 的 界限 并 不 明显 , 从 边界 层 中 的 层 流 
流动 到 边界 层 之 外 的 基本 流动 是 连续 过 渡 的 . 

边界 层 内 速度 的 下 降 终究 是 由 黏 性 造成 的 , 即使 Re 很 大 , 也 不 能 忽略 黏 
性 . 这 在 数学 上 表现 为 , 边界 层 内 的 速度 梯度 很 大 , 因而 即使 v 很 小 , 运动 方 
程 中 包含 速度 对 坐标 的 导数 的 符 性 项 仍然 很 大 @ 

我 们 来 推导 层 流 边界 层 内 的 流体 运动 方程 . 为 了 推导 过 程 简单 , 考虑 物体 
的 一 部 分 表面 是 平面 的 情况 并 研究 流体 绕 这 部 分 表面 的 二 维 流动 . 取 该 平面 
为 zz 平面 , > 轴 指 向 绕 流 方向 . 速度 分 布 与 坐标 z 无 关 , 并 且 速 度 的 z 分 量 
为 零 , 


@ 层 流 边 界 层 理论 的 思想 和 基本 方程 是 由 普 朗 特 担 出 的 《L. 普 朗 特 , 1904). 
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在 分 量 形式 下 , 我 们 把 精确 的 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 和 连续 性 方程 写 为 














Dov Duu 下 1 0p O2vy 2v。 
zz Hy 三 par v ( Br? Oy (39.1) 
Ovy ou 18p O2v, D2w 
Vr By 二 vy Oy 三 一 p By Oz? 十 Oy? 9 (39.2) 
ov Ow 
2 十 到 一 0， (39.3) 


这 里 假设 流动 是 定常 的 , 所 以 没有 写 出 对 时 间 的 导数 . 
因为 边界 层 很 薄 ， 所 以 边界 层 内 的 流动 显然 大 致 平行 于 被 绕 流 物体 的 表 
面 , 即 速度 分 量 w 远 小 于 we (这 从 连续 性 方程 已 经 可 以 直接 看 出 ). 
速度 沿 y 轴 方 向 迅速 变化 一 一 它 在 边界 层 厚 度 6 量 级 的 距离 上 发 生 显著 
变化 . 但 是 在 x 轴 方 向 上 , 速度 则 缓慢 变化 , 仅 在 本 问题 特征 长 度 (例如 物体 
的 尺寸 ) 1 量 级 的 距离 上 才 有 显著 变化 ， 所 以 , 速度 对 y 的 导数 远大 于 它 对 x 
的 导数 . 由 此 可 知 , 在 方程 (39.1) 中 可 以 忽略 导数 82v,/8z?， 因为 它 远 小 于 
62vz/6y?. 再 对 比方 程 (39.1) 和 (39.2), 我 们 看 出 导数 8p/By 远 小 于 8p/8x (其 
比值 的 量 级 为 v/vs). 在 所 考虑 的 近似 下 可 以 简单 地 取 
Op —: 
Oy 
即 认为 在 边界 层 内 没有 横向 压强 梯度 . 换言之 , 边界 层 内 的 压强 等 于 基本 流动 
中 的 压强 p(z), 所 以 在 求解 边界 层 问 题 时 , 它 是 x 的 给 定 函数 . 现在 就 可 以 
把 方程 (39.1) 中 的 9p/8z 写 为 dp(z)/dz, 这 个 导数 还 可 以 通过 基本 流动 的 速 
度 U(z) 表示 出 来 . 因为 边界 层 外 部 为 势 流 , 所 以 伯 努 利 方程 p+ pU2/2 = const 
成 立 , 从 而 


0， (39.4) 


pdz dz 
于 是 , 我 们 得 到 层 流 边 界 层 的 运动 方程 组 一 一 普 朗 特 方程 


1 dp rrdZ 





上 0 x 2 站 1 d U 
ve tw =D5 生 ， (39.5) 
2 十 如 = 0. (39.6) 
这 些 方 程 的 边界 条 件 要 求 速度 在 固 壁 处 为 零 : 
在 y=0 处 v=%w =0. (39.7) 


在 远离 固 壁 处 , 纵向 速度 应 当 渐 近 地 趋 于 基本 流动 的 速度 ; 
当 y 一 oo 时 =I(z) (39.8) 
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(不 需要 单独 提出 vw 在 无 穷 远 处 的 条 件 ). 

可 以 很 容易 地 证 明 , (对 党 平面 固 壁 的 流动 导出 的 ) 方程 (39.5), (39.6) 在 二 
维 绕 流 的 更 一 般 情 况 下 ( 即 具有 任意 横 截面 的 无 限 长 柱 体 的 横向 绕 流 ) 仍然 有 
效 . 这 时 , z 是 从 物体 横 截面 边界 上 某 点 开始 计算 的 沿 该 边界 的 长 度 , y 是 离开 
物体 表面 的 距离 ( 沿 法 线 方向 ). 

设 ro 是 该 问题 的 特征 速度 (例如 流向 物体 的 来 流 在 无 穷 远 处 的 速度 ). 我 
们 引入 无 量 纲 变量 zy, 沁 , wv 来 代替 坐标 z, y 和 速度 w, vy, 相关 定义 为 


l 1 1 U 1 

T=lx, Y= -s， vz = Uovs, Vy = 是 

(并 且 相 应 地 令 DV = ID1), 其 中 Re = Upl/v. 于 是 , 方程 (39.5), (39.6) 化 为 以 
下 形式 : 





(39.9) 


,Ov ,Ov Du dU'’ Ov Du 
wa ti mV t+ Ez =0. (39.10) 
这 些 方程 (以 及 它们 的 边界 条 件 ) 不 包含 秋 度 , 这 表明 它们 的 解 与 雷诺 数 无 关 . 
因此 , 我 们 得 到 一 个 重要 结论 : 当 雷 诺 数 变化 时 , 边界 层 内 的 整个 流动 图 像 仅 
仅 经 历 了 相似 变换 , 并 且 纵向 距离 和 纵向 速度 保持 不 变 , 而 横向 距离 和 横向 速 
度 反比 于 VRe 变化 . 
接 下 来 还 可 以 断定 , 通过 求解 方程 (39.10) 得 到 的 无 量 纲 速度 必 , wv 既然 
与 Re 无 关 , 其 量 级 必定 为 1. 因此 , 由 公式 (39.9) 可 知 
A 
VRe 
即 模 向 速度 与 纵向 速度 的 比值 反比 于 VRe. 对 于 边界 层 厚 度 5 也 可 以 得 到 这 
样 的 结果 : 在 无 量 纲 坐 标 z/, Y 下 , 厚度 5' ~ 1 而 在 实际 坐标 z, y 下 则 有 
l 
VRe 
我 们 把 边界 层 方程 应 用 于 半 无 穷 大 平板 的 平面 绕 流 (H. 布 拉 修 斯, 1908)， 
设 平 板 与 x > 0 的 zz 半 平 面 重合 (于 是 直线 z = 0 是 平板 的 前 缘 ). 在 这 种 情 
况 下 , 基本 流动 的 速度 是 常量 : U = const. 方程 (39.5), (39.6) 化 为 





vy ~ (39.11) 


~ 





(39.12) 


十 二 二 0. (39.13) 


我 们 已 经 看 到 , 在 普 朗 特 方程 的 解 中 , 量 vs/U 和 wyVWUv 只 能 是 z=z/1 
和 y =yyU/lv 的 函数 . 但 是 , 在 半 无 穷 大 平板 问题 中 没有 任何 特征 长 度 参 
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量 4 所 以 vs/U 只 能 依赖 于 z' 和 2 的 某 个 不 包含 1 的 组 合 . 这 样 的 组 合 是 
yy U 
Vi Vvz 
至 于 w, 这 里 的 乘积 wVz’ 应 当 是 y/Vw 的 函数 . 
连续 性 方程 给 出 了 w 与 vw 之 间 的 关系 . 为 了 直接 考虑 这 个 关系 , 我 们 按 
照 定义 (10.9) 引入 流 函 数 少 : 


i 证 二 -2 (39.14) 
与 函数 w(z, y) 入 (z, 胃 的 上 述 性 质 相对 应 的 流 函数 具有 以 下 形式 : 
$= VU f(é), €= wf (39.15) 
于 是 ， 
wu =D1，w= 生 /人 Gy - 旋 (39.16) 


即使 没有 求 出 函数 7 的 定量 表达 式 , 也 可 以 得 到 一 个 重要 结论 . 纵向 速度 
vz 在 边界 层 中 的 分 布 是 表征 边界 层 内 流动 的 基本 量 (因为 w 很 小 ). 纵向 速 
度 的 值 从 平板 表面 上 的 0 增加 到 UV 的 一 个 确定 分 数 , 后 者 对 应 着 & 的 一 个 确 
定 值 . 所 以 可 以 断定 , 被 绕 流 平板 上 的 边界 层 具 有 量 级 为 


yr 
6~ | or (39.17) 


的 厚度 (边界 层 厚 度 被 定义 为 w/U 达到 接近 1 的 某 个 确定 值 时 的 y 值 ). 
此 , 边界 层 厚 度 逐 渐 增加 , 它 与 到 平板 前 缘 的 距离 的 平方 根 成 正比 . 
把 (39.16) 代入 (39.13) 中 的 第 一 个 方程 , 我 们 得 到 函数 f(é€) 的 方程 : 


ff”"+2f”=0. (39.18) 
边界 条 件 (39.7), (39.8) 写 为 以 下 形式 : 
f(0)=f(0)=0, f/(00)=1 (39.19) 


(速度 分 布 显然 相对 于 平面 y = 0 对 称 , 所 以 考虑 y > 0 的 一 侧 即 可 ). 应 当 采 用 
数值 方法 求解 方程 (39.18). 图 27 给 出 这 样 得 到 的 函数 疡 (6). 我 们 看 到 , f'(é) 
非常 快 地 趋 于 它 的 极限 值 1. 对 于 很 小 的 &, 函数 f(&) 本身 的 极限 形式 为 


f(é) = 到 at + O(é5), a = 0.332. (39.20) 
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利用 方程 (39.18) 容易 确认 , 这 个 展开 式 不 可 能 包含 带 有 6&3 和 &4 的 项 . 当 & 很 
大 时 , 该 函数 的 极限 形式 为 


jG) = 一 0，0=1.72， (39.21) 


并 且 可 以 证 明 , 这 个 表达 式 的 误差 是 指数 衰减 的 . 
单位 面积 平板 表面 上 的 摩擦 力 等 于 





即 


3 
ozy 一 0.3321/ 2 一， (39.22) 


如 果 平 板 长 度 为 ! ( 沿 z 轴 ), 则 单位 宽度 ( 沿 平板 边缘 ) 平板 上 的 总 摩擦 
力 等 于 


F= 2 ozy dz = 1.328VnplU3 (39.23) 
0 
(因为 平板 有 两 面 , 所 以 出 现 因子 2)@. 我 们 注意 到 , 摩擦 力 正 比 于 来 流速 度 的 
3/2 次 突 . 公式 (39.23) 当然 仅仅 适用 于 足够 长 的 平板 , 这 时 雷诺 数 Re = Ul/v 
才 是 足够 大 的 . 通常 引入 阻力 因子 来 代替 阻力 , 这 是 一 个 无 量 纲 的 比值 
F 


= 07 (39.24) 
对 于 平板 的 层 流 绕 流 , 按照 (39.23), 该 因子 反比 于 雷诺 数 的 平方 根 : 
C = 1.328Re-1/2. (39.25) 


@ 边界 层 近似 不 能 用 于 平板 前 缘 附 近 , 那里 5 之 z. 不 过 , 这 对 于 总 摩擦 力 F 的 计算 是 无 关 紧要 
的 , 因为 相应 积分 在 积分 下 限 上 收敛 很 快 . 
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为 了 精确 表征 边界 层 的 厚度 , 可 以 引入 一 个 被 称 为 位 移 厚度 的 量 6*, 其 定 
义 为 
Us* = /| (a (39.26) 
0 


把 (39.16) 中 的 w 代入 此 式 , 我 们 有 


[和 zw f™ _f! 2 二 
=- 全/ Qf) = /FE fe 


再 利用 极限 表达 式 (39.21) 则 有 


0 二 /地 = 1.721 这 (39.27) 


定义 式 (39.26) 的 右 侧 是 与 速度 为 UV 的 均匀 流 相 比 时 边界 层 中 流量 的 “亏损 ”， 
所 以 可 以 说 , 6* 是 来 流 由 于 在 平板 边界 层 中 减速 而 被 向 外 排挤 的 距离 ， 与 此 
相关 的 一 个 情况 是 , 边界 层 中 的 横向 速度 wv 在 y 一 ce 时 并 不 趋 于 零 , 而 是 趋 
于 一 个 有 限 值 : 


上 面 得 到 的 定量 公式 当然 只 适用 于 平板 绕 流 的 情况 . 但 是 , 一 些 定性 结果 
(例如 (39.11), (39.12)) 对 于 任意 形状 物体 绕 流 的 情况 也 成 立 , 这 时 应 把 ! 理解 
为 物体 在 流动 方向 上 的 尺寸 . 

我 们 再 对 两 种 情况 的 边界 层 作 一 些 特别 的 说 明 ， 如 果 一 个 (半径 很 大 的 ) 
平面 圆 盘 绕 垂直 于 自身 平面 的 轴 旋 转 , 则 为 了 估计 边界 层 厚 度 , 应 当 把 (39.17) 
中 的 上 替换 为 9z (8 是 旋转 角速度 ). 于 是 求 出 


vy 
6~ 5: (39.29) 
我 们 看 出 , 可 以 认为 边界 层 厚度 在 圆 盘 表 面 上 处 处 相同 (与 在 $23 中 得 到 的 
这 个 问题 的 精确 解 一 致 ). 至 于 圆 盘 所 受 的 摩擦 力矩 ， 利 用 边界 层 方程 进行 计 
算 当 然 会 给 出 公式 (23.4), 因为 这 是 一 个 完全 精确 的 公式 , 从 而 适用 于 任何 Re 
下 的 层 流 . 

最 后 , 我 们 来 考虑 管道 入 口 附近 的 层 流 边界 层 问 题 . 流体 在 进入 管道 时 通 
常 具 有 在 整个 横 截 面 上 几乎 均匀 的 速度 分 布 , 速度 仅 在 边界 层 内 才 会 降低 . 随 
着 流动 的 发 展 , 在 距离 入 口 越 远 的 地 方 , 开始 受到 阻 滞 的 流体 层 就 越 接近 轴线 ， 
因为 流量 必须 保持 不 变 , 所 以 流动 的 中 心 部 分 (这 里 仍然 具有 几乎 均匀 的 速度 
分 布 ) 在 半径 不 断 缩小 的 同时 会 不 断 加 速 , 直到 渐 近 地 形成 泊 肃 叶 速 度 分 布 为 
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止 . 因此 , 泊 肃 叶 速 度 分 布 只 能 出 现在 足够 远离 管道 入 口 的 位 置 . 容易 确定 这 
样 的 所 谓 入 口 段 的 长 度 ! 的 量 级 . 其 实 , 在 到 入 口 的 距离 为 1 处 , 边界 层 厚度 和 
管道 半径 a 具有 同样 的 量 级 , 所 以 边界 层 仿佛 充满 了 整个 模 截 面 . 在 (39.17) 
中 令 z~ 1 和 6 ~ a, 我 们 就 得 到 


2 
2 ~ aRe. (39.30) 


因此 , 入 口 段 的 长 度 正比 于 雷诺 数 @， 


习 题 


1. 求 驻 点 ( 见 §10) 附近 的 边界 层 厚 度 . 

解 : 在 驻 点 附近 (边界 层 以 外 ), 流速 是 到 该 点 的 距离 z 的 线性 函数 ,所 以 UU = const .z. 
对 方程 (39.5), (39.6) 中 的 各 项 进行 估计 , 得 到 表达 式 5 ~ (w/const) /2?、 因此, 驻 点 附近 的 
边界 层 厚度 是 有 限 的 . 

2. 设 两 个 不 平行 平板 组 成 收缩 渠道 ( 见 $23), 求 该 渠道 内 的 边界 层 流动 ( 改 . 波 尔 束 
森 ，1921)， 

解 : 考虑 一 个 平板 上 的 边界 层 , 并 且 沿 该 平板 的 坐标 z 从 相应 角 的 顶点 O 算 起 ( 见 
图 8). 对 于 理想 流体 的 运动 , 我 们 应 当 有 过 度 公式 UU = @/apz, 它 表 示 流 量 @ 处 处 相同 
(a 是 两 个 平板 之 闻 的 天 角 ). 因此 , 方程 (39.5) 的 右 侧 应 当 是 


容易 看 出 , 这 时 的 方程 (39.5), (39.6) 在 变换 z 一 az, y 一 ag 加 全 tj/a vy 二 v/a 下 
保持 不 变 , 其 中 a 是 任意 常数 .这 表明 , 可 以 寻求 以 下 形式 的 Vs。 和 心 : 


_0Q _0Q _y 
vo = oz (8), w= gpzhé), =! 


它们 在 上 述 变化 下 也 保持 不 变 . 从 连续 性 方程 (39.6) 求 出 户 = Ef, 然后 从 (39.5) 得 到 函 
数 f(&) 的 方程 
Ei = 1 a f2. (1) 


边界 条 件 (39.8) 表示 , 应 当成 立 f(0) = 0，f(o0) = 1. 方程 (1) 的 首次 积分 是 


Pa 


二 2 一 一 nt 
2@ 3 . 


@ 本 书 不 讨论 可 压缩 流体 的 边界 层 理论 , 该 理论 要 复杂 得 多 , 也 不 那么 直观 ， 在 速度 与 声速 相当 
(或 超过 声速 ) 的 情况 下 , 就 应 当 考虑 可 压缩 性 ， 这 时 , 气体 和 被 绕 流 物体 的 温度 会 剧烈 上 升 , 所 以 必 
须 同时 研究 边界 层 中 的 运动 方程 和 热 交 换 方 程 ， 还 可 能 有 必要 考虑 气体 的 藕 度 和 热 导 率 对 温度 的 依 
赖 关 系 . 
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既然 当 y 一 oo 时 函数 趋 于 1, 我 们 于 是 看 出 也 趋 于 一 个 确定 的 极限 , 并 且 这 个 极限 
只 能 是 零 , 由 此 确定 const, 我 们 求 出 


pvQ sm2 _ _1,, 12 
sof -a -D+2). (2) 


因为 右 侧 在 区 间 0 < f < 1 上 总 是 负 的 , 所 以 必定 应 有 Q@ < 0: 所 讨论 的 这 种 边界 层 只 能 





出 现在 收缩 汇 道 中 (流动 的 雷诺 数 Re = |Q@|/pav 很 大 ), 而 不 能 出 现在 扩散 染 道 中 一 一 这 
与 823 的 结果 一 致 . 再 积分 一 次 , 最 后 得 到 
f = 3tanh? [mv5+vB+ 学 | —2. (3) 


边界 层 厚 度 5 ~ ZJ/Eel2， 从 (2) 可 以 看 出 , 导数 值 了 (0) = 2(Re/3)12. 所 以 ,单位 
面积 平板 上 的 摩擦 力 为 


Uw _ 40agpY2 2 /er \ 
Ga We 0-( 3z 22\N3asp2/ 
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我 们 在 描述 分 离 现 象 时 (8 35) 已 经 指出 , 分 离线 在 被 绕 流 物体 表面 上 的 实 
际 位 置 取决 于 边界 层 内 的 流动 性 质 . 下 面 将 看 到 , 分 离线 在 数学 上 是 由 边界 层 
方程 ( 普 朗 特 方程 ) 的 解 的 奇 点 所 组 成 的 曲线 (奇异 线 ). 问题 在 于 如 何 确定 这 
些 解 在 奇异 线 附 近 的 性 质 @. 

我 们 知道 , 从 分 离线 开始 并 延伸 到 流体 内 部 的 一 个 曲面 划分 出 湛 流 区 . 整 
个 渤 流 区 内 的 流动 都 是 有 旋 的 , 而 当 不 发 生 分 离 时 , 流动 仅 在 黏 性 起 重要 作用 
的 边界 层 内 才 是 有 旋 的 , 基本 流动 中 的 涡 量 为 零 . 于 是 可 以 说 , 在 发 生 分 离 时 ， 
涡 量 从 边界 层 进入 流体 内 部 . 但 是 , 根据 速度 环 量 守恒 定律 , 物体 表面 附近 ( 边 
界 层 内 ) 的 运动 流体 必须 直接 进入 基本 流动 区 域 , 涡 量 才 会 这 样 转移 . 换言之 ， 
边界 层 内 的 流动 必须 从 物体 表面 上 “分 离 >， 而 这 就 导致 流 线 离 开 边 界 层 并 进 
入 流体 内 部 . (所 以 这 种 现象 才 会 称 为 分 离 或 者 边界 层 分 离 .) 

我 们 已 经 看 到 , 边界 层 方 程 所 导致 的 一 个 结果 是 , 在 边界 层 内 , 速度 在 物 
体 表面 的 切 向 分 量 (vs) 远大 于 法 向 分 量 (wv,). 分 量 w 与 w 之 间 的 这 种 关系 
在 本 质 上 与 关于 边界 层 流动 特性 的 那些 基本 假设 有 关 ， 并 且 只 要 普 朗 特 方程 
的 解 有 物理 意义 , 这 种 关系 就 必须 成 立 . 从 数学 上 讲 , 这 种 关系 对 于 所 有 并 非 
极端 接近 奇 点 的 点 总 是 成 立 的 . 但 是 , 如 果 w < w, 这 就 表明 流体 沿 物体 表面 


@ 这 里 的 表述 是 由 .ZA 朗 道 (1944) 给 出 的 , 相关 内 容 与 问题 的 通常 表述 略 有 不 同 . 
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运动 并 且 基 本 不 会 离开 表面 , 从 而 不 可 能 出 现任 何 流动 分 离 . 因此 , 我 们 得 到 
结论 : 分 离 只 能 发 生 在 普 朗 特 方程 的 解 的 奇 点 所 组 成 的 曲线 上 . 

从 上 述 讨论 也 可 以 直接 得 到 这 些 奇 点 的 特性 . 其 实 , 流动 在 接近 分 离线 时 
发 生 偏离 并 从 边界 层 进入 流体 内 部 . 换言之 , 速度 的 法 向 分 量 与 切 向 分 量 相 比 
不 再 是 小 量 , 至 少 是 同 量 级 的 . 我 们 已 经 看 到 ( 见 (39.11)), 比值 让 /vs ~ Re-1/2,， 
所 以 ww 增 大 到 w ~ w 意味 着 它 增 大 到 Re!/? 倍 . 所 以 ,在 雷诺 数 足够 大 时 (这 
里 自然 正在 讨论 这 样 的 情况 ), 可 以 认为 w 增 大 了 无 穷 大 倍 . 如 果 把 普 朗 特 方 
程 化 为 无 量 纲 形式 ( 见 (39.10)), 则 上 述 情况 在 形式 上 表明 , 解 中 的 无 量 纲 速度 
wy 在 分 离线 上 成 为 无 穷 大 . 

为 了 简化 下 面 的 讨论 , 我 们 将 考虑 一 个 二 维 问题 一 一 无 穷 长 物体 的 横向 
绕 流 问题 . 就 像 通常 那样 , z 是 沿 物 体 表面 流动 方向 的 坐标 , 而 坐标 y 是 到 物 
体 表面 的 距离 . 这 里 可 以 不 讨论 分 离线 而 只 讨论 分 离 点 , 即 分 离线 与 zy 平面 
的 交点 . 在 所 取 坐 标 系 中 , 这 是 点 z = const = zx0, yy = 0. 设 分 离 点 以 前 的 区 
域 对 应 z < zo. 

按照 上 面 的 结果 , 在 = = zo 处 , 对 于 所 有 的 y@, 我 们 有 


uv(zo，2) = co, (40.1) 


但 是 , 普 朗 特 方程 中 的 速度 分 量 w 仿佛 只 起 辅助 作用 , 在 研究 边界 层 流动 时 
通常 并 不 关心 这 个 量 (因为 它 很 小 ). 所 以 , 最 好 首先 说 明 函 数 v 在 分 离线 附 
近 的 性 质 . 

从 方程 (40.1) 显然 可 知 , 导数 guy/6y 在 zx = zo 处 也 等 于 无 穷 大 . 于 是 , 从 
连续 性 方程 


Du- 7 Ovy _ 

有 本 =0 (40.2) 
推出 , 导数 9uz/az 在 z = zo 处 也 成 为 无 穷 大 , 即 

Ox 

Ge lad a 


这 里 把 x 看 做 vs 和 y 的 函数 , 而 vo(y) = w(zo, 切 . 在 分 离 点 附近 , 差 值 vs 一 vo 
和 zo 一 z 是 小 量 , 因此 可 以 把 ze -~ rz 展开 为 ww 一 vo 的 繁 级 数 (对 于 给 定 的 分. 
根据 条 件 (40.3), 这 个 展开 式 的 一 阶 项 必定 为 零 , 于 是 精确 到 二 阶 项 就 有 


To — X= f(y(vVe 一 vo)?, 


即 
Vz = vo(Y) + a(y) Vro 一 DT， (40.4) 


@ 点 y=0 除外 , 因为 根据 物体 表面 上 的 边界 条 件 , 那里 应 当 总 有 v, = 0. 
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其 中 a = 广 V2 是 一 个 变量 y 的 某 个 函数 . 现在 写 出 
Ovy _ Duz _ a(y 
By dr 2Vro—z 
并 积分 , 我 们 得 到 


Vy 三 A (40.5) 





式 中 p(y) 是 y 的 另 一 个 函数 . 
然后 , 我 们 应 用 方程 (39.5) 


Ov av Oa ldp 


Oz tray "Oy pdr 
从 (40.2) 可 见 , 导数 82vs/6y? 在 z = zo 处 不 等 于 无 穷 大 . 量 dp/dz 同样 如 
此 , 它 由 边界 层 以 外 的 流动 确定 . 但 是 , 方程 (40.6) 的 左边 两 项 分 别 都 等 于 无 
穷 大 . 因此 , 对 于 分 离 点 附近 的 区 域 , 在 一 阶 近似 下 可 以 写 出 

Do。 Do 


Vr Br ty py 二 0., 





(40.6) 


利用 连续 性 方程 (40.2), 我 们 改写 这 个 方程 为 以 下 形式 : 


因为 速度 分 量 we 在 z = zo 处 一 般 不 等 于 零 ,所 以 由 此 可 知 , 比值 /vw 与 y 
无 关 . 另 一 方面 , 根据 (40.4) 和 (40.5), 精确 到 高 阶 项 就 有 

w_ PY _ 

ve vo(YVro—z 
为 了 使 这 个 表达 式 仅仅 是 z 的 函数 , 必须 有 B(y) = Avo(y)/2, 其 中 4 是 常量 . 
因此 ， 

Avo(y) 
PFT 
最 后 , 再 注意 到 (40.4) 和 (40.5) 中 的 函数 a 和 6 满足 关系 式 a = 2B', 我 们 得 
到 二 A dvo/dy, 所 以 





Vy 二 (40.7) 


vz = Vo(Y) 十 A Va (40.8) 


公式 (40.7), (40.8) 给 出 了 函数 we 和 对 z 的 依赖 关系 在 分 离 点 附近 的 
特性 . 我 们 看 出 , 这 两 个 函数 在 该 区 域内 都 可 以 展开 为 根 式 (zo- z)!2 的 军 级 
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数 , 并 且 vy 的 展开 式 从 -1 次 寡 开 始 , 所 以 当 z 一 zo 时 , vy 按照 (zo 一 z)-12 
的 方式 变 为 无 穷 大 . 当 z > zo 时 , 即 在 分 离 点 之 后 , 展开 式 (40.7), (40.8) 在 物 
理 上 不 再 适用 , 因为 根 式 变 成 了 虚数 . 这 表明 , 普 朗 特 方程 只 描述 分 离 点 之 前 
的 流动 , 把 该 方程 的 解 延 拓 到 分 离 点 之 后 是 没有 物理 意义 的 . 

根据 物体 表面 上 的 边界 条 件 , 在 y = 0 处 应 当 总 有 vs = vy = 0. 所 以 , 从 
(40.7) 和 (40.8) 可 以 断定 
quo 


wl0)=0 3 =0. (40.9) 


y=0 
因此 , 我 们 得 到 一 个 重要 结论 : 在 分 离 点 本 身 (z = zo，y = 0), 不 仅 速 度 分量 
vz 为 霍 , 而 且 它 对 y 的 一 阶 导数 也 为 零 (这 个 结论 是 由 普 朗 特 得 到 的 ). 

必须 强调 , 在 分 离线 上 之 所 以 成 立 等 式 6vs/8y = 0, 仅仅 是 因为 当 z 取 上 
述 值 时 wv 等 于 无 穷 大 .假如 (40.7) 中 的 常量 4 恰好 等 于 零 (使 得 v(xo0, y) = oo 
不 成 立 ), 则 尽管 导数 8vj /By 在 点 z = zo, y = 0 等 于 零 , 这 个 点 也 没有 什么 特 
殊 性 , 它 无 论 如 何 也 不 会 是 分 离 点 . 但 是 , 4 只 能 在 纯粹 偶然 的 情况 下 才 会 等 
于 零 , 这 种 情况 因而 是 难以 出 现 的 . 因此 , 物体 表面 上 满足 Su-/6y = 0 的 点 实 
际 上 总 是 分 离 点 . 

假如 在 点 z= zxo 没有 分 离 ( 即 假如 4=0), 则 当 z > zo 时 (9u/5y)|,-o< 0， 
即 在 离开 表面 的 过 程 中 (y 仍然 很 小 ), vz 会 变 为 负 的 , 但 其 绝对 值 不 断 增 大 . 换 
言 之 ,在 点 z = zo 之 后 , 边界 层 下 部 的 流体 这 时 就 会 沿 着 与 基本 流动 方向 相反 
的 方向 运动 ; 会 出 现 流 向 这 个 点 的 “逆流 ”. 我 们 强调 , 根据 这 种 推理 还 根本 不 
能 得 到 在 Bu-/6y = 0 的 点 必然 存在 分 离 的 结论 ; 有 逆流 的 整个 流动 图 像 有 可 
能 完全 位 于 边界 层 内 (如 同 4 = 0 时 的 情形 ) 而 不 进入 基本 流动 区 域 , 但 分 离 
的 特征 恰恰 在 于 这 种 逆流 进入 了 基本 流动 区 域 . 

在 前 一 节 中 已 经 证 明 , 当 和 雷诺 数 变化 时 , 边界 层 内 的 流动 图 像 是 自 相 似 的 ， 
与 此 同时 , 例如 , 坐标 > 的 尺度 保持 不 变 . 由 此 可 知 , 使 导数 (9uz/6y)|,-o 为 零 
的 z 坐标 值 xo 在 Re 变化 时 保持 不 变 . 因此 , 我 们 得 到 一 个 重要 结论 : 物体 
表面 上 分 离 点 的 位 置 与 雷诺 数 无 关 (当然 , 到 目前 为 止 , 边界 层 保持 层 流 状 态 ， 
见 845). 

我 们 再 来 说 明 分 离 点 附近 的 压强 分 布 p(z) 具有 哪些 性 质 . 当 y = 0 时 , 方 
程 (40.6) 的 左边 与 wz, w 一 起 变 为 等 , 于 是 剩 下 的 方程 为 

,P| lp 
ov? PP dz 





(40.10) 
y=0 
由 此 可 见 , dp/dz 的 符号 与 (82vs/8y?)|,-o 的 符号 相同 . 只 要 (6vs/8y)|,_o > 0， 
就 无 法 判断 二 阶 导数 的 符号 . 但 是 ,因为 w 是正 的 , 并 且 在 远离 壁面 的 过 程 
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中 不 断 增 大 (在 分 离 点 之 前 的 区 域 中 ), 所 以 在 8vz/6y =0 的 点 x = zo 必 有 
(82vs/8y?)|y=o > 0. 由 此 断定 
dp 
焉 WE >0, (40.11) 
即 在 分 离 点 附近 , 流体 从 低压 流 向 高 压 . 压强 梯度 与 边界 层 以 外 速度 U(x) 的 
梯度 之 间 的 关系 为 


1 dp vu 
pdr dz 
因为 > 轴 的 正方 向 与 基本 流动 方向 相同 , 所 以 UV > 0, 我 们 于 是 断定 
0 < 0， (40.12) 


即 在 分 离 点 附近 , 速度 UV 沿 流动 方向 是 减 小 的 
从 上 述 结果 可 以 推出 结论 : 在 被 绕 流 物体 表面 上 的 某 个 地 方 一 定 会 发 生 
分 离 其 实 ， a ee 





2 人 的 基 个 值 时 导数 Bu/ 六 会 变 为 和 (从 而 不 不 可 能 不 出 现 分 敲 ) 

在 任意 形状 物体 绕 流 的 情况 下 , 可 以 用 完全 类 似 的 方 法 完成 全 部 计算 , 并 
且 计算 结果 表明 , 物体 表面 两 个 切 向 速度 分 量 大 和 也 的 导数 vs/0y, 9us/8y 
在 分 离线 上 都 为 零 (y 轴 和 以 前 一 样 指向 所 考虑 的 那 部 分 表面 的 法 向 )， 

对 于 绕 物 体 的 流动 , 假设 压强 在 没有 分 离 的 条 件 下 沿 流动 方向 足够 迅速 
地 增加 (速度 U 因而 足够 迅速 地 减 小 ), 我 们 采用 一 种 简单 的 讨论 来 证 明 在 这 
种 情况 下 出 现 分 离 的 必要 性 . 设 压强 p 在 一 小 段 距 离 Az = za - zi 上 足够 迅 
速 地 从 pi 增加 到 pa (za > p1). 在 这 段 距离 Az 上 , 边界 层 以 外 的 速度 U 从 初 
始 值 太 下 降 到 一 个 小 得 多 的 值 Uo, 该 值 由 伯 努 利 方程 


1 1 
(U2 112) = 二 (pp 一 
了 1 2 ) pp2 D1) 


确定 . 因为 p 与 y 无 关 , 所 以 无 论 距 离 表 面 有 多 远 , 压强 的 增加 ps - pi 都 是 相 
同 的 . 如 果 压 强 梯 度 dp/dz ~ (pa 一 pi)/Az 足够 大 , 就 可 以 在 运动 方程 (40.6) 
中 忽略 黏 性 项 v82vs/6y? (当然 只 要 y 不 太 小 ). 于 是 , 也 可 以 用 伯 努 利 方程 估 
计 速 度 v 在 边界 层 内 的 变化 , 为 此 写 出 


1 1 
也 (中 一 vi) 二 二 0 —p1), 


841 层 流 边界 层 内 流动 的 稳定 性 .187 ， 


或 者 对 比 前 面 的 等 式 , 有 
B=- (Ut -U2). 


但 是 , 边界 层 内 的 速度 wv 小 于 基本 流动 速度 . 可 以 这 样 选取 y, 使 是 <U2-U02. 
这 样 一 来 , 速度 vo 就 是 一 个 虚数 , 这 表明 普 朗 特 方程 的 有 物理 意义 的 解 并 不 
存在 . 其 实 , 在 Ar 距离 内 应 当 出 现 分 离 , 从 而 使 过 大 的 压强 梯度 降低 下 来 . 

绕 拐 角 的 流动 是 发 生 分 离 的 一 种 有 趣 情形 ， 设 两 个 固体 表面 相交 形成 一 
个 拐角 , 则 当 有 势 层 流 绕 拐 角 流动 时 ( 见 图 3), 拐角 项 边 的 流体 速度 会 变 为 无 
穷 大 ( 见 $10 习题 6), 并 且 流 向 顶 边 时 速度 增 大 , 远离 顶 边 时 速度 减 小 ， 其实 ， 
流体 绕 过 顶 边 之 后 , 速度 迅速 减 小 (压强 则 相应 地 迅速 增 大 )， 从 而 导致 分 离 ， 
并 且 拐 角 的 项 边 就 是 分 离线 . 在 836 中 已 经 研究 过 由 此 产生 的 流动 图 像 . 

在 拐角 内 的 层 流 中 (图 4), 流体 速度 在 顶 边 处 为 零 . 在 这 种 情况 下 , 流向 
顶 边 时 速度 减 小 (压强 增 大 ). 一 般 而 言 , 这 也 导致 分 离 , 并 且 分 离线 位 于 顶 边 
的 上 游 . 


习 题 


设 Ap 是 在 Az 距离 上 能 产生 分 离 的 压强 增 量 (在 基本 流动 中 ), 求 Ap 的 最 小 量 级 . 
解 : 设 在 距离 物体 表面 为 9 的 地 方 已 经 可 以 应 用 伯 努 利 方程 , 并 且 边 界 层 内 速度 的 
平方 如 (9) 在 这 里 小 于 边界 层 外 速度 UU 的 平方 的 变化 |AU2|. 可 以 写 出 v(y) 的 量 级 : 


dv U 
v(Yy) O~ WI~ 8 


(其 中 6 ~ VVL1JU 是 边界 层 厚 度 , 1 是 物体 的 尺寸 ). 使 方程 (40.6) 右 侧 的 两 项 在 量 级 上 相 
当 , 我 们 得 到 


一 一 -一 mw 1] 一 一 -一 二 ~v 


P Az 02 0 
从 条 件 只 = |AU?| = 2Apy/p 求 出 U2g2162 ~ Ap/p. 从 所 得 两 个 关系 式 中 消去 y, 最 后 
求 出 
午 ) 


Ap~p ( 竺 
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与 层 流 的 任何 其 他 情形 一 样 ， 边 界 层 内 的 层 流 在 足够 大 的 雷诺 数 下 也 会 


变 得 多 少 有 些 不 稳定 . 边界 层 中 的 失 稳 方式 类 似 于 管道 内 流动 失 稳 的 情形 ( 见 
§ 28). 
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边界 层 内 流动 的 雷诺 数 沿 被 绕 流 物体 表面 是 变化 的 . 例如 , 在 平板 绕 流 中 
可 以 定义 雷诺 数 Res = Uz/v, 其 中 x 是 到 平板 前 缘 的 距离 , UV 是 边界 屋外 的 
流体 速度 . 但 是 , 在 更 能 反映 边界 层 特性 的 雷诺 数 定义 中 , 直接 表征 边界 层 厚 
度 的 某 个 长 度 起 特征 长 度 的 作用 . 可 以 选取 位 移 厚 度 作为 这 样 的 特征 长 度 , 其 
定义 由 (39.26) 给 出 : 
Res = 二 = 1.72VRe。 (41.1) 
(数值 因子 对 应 平板 边界 层 ). 
因为 边界 层 厚度 随 焉 离 的 变化 比较 缓慢 , 边界 层 中 的 横向 速度 也 很 小 , 所 
以 在 研究 不 长 的 一 段 边 界 层 内 的 流动 稳定 性 时 可 以 考虑 平面 流动 ， 其 速度 剖 
面 沿 z 轴 不 发 生变 化 中 . 于 是 , 从 数学 观点 看 , 问题 类 
似 于 两 块 平 行 平 板 之 闻 流 动 的 稳定 性 问题 (已 在 829 
中 研究 过 ), 而 差别 仅仅 在 于 速度 剖面 的 形状 : 平板 之 
间 的 流动 具有 对 称 的 速度 剖面 ， 并 且 在 两 块 平板 上 
v = 0, 而 边界 层 流动 具有 非 对 称 的 速度 剖面 ， 并 且 速 
度 从 物体 表面 上 的 零 值 变化 到 某 个 给 定 值 5V, 即 边界 
层 外 的 流动 速度 . 这 样 的 研究 给 出 下 面 的 结果 (W. 托 
尔 明 , 1929; H. 施 利 希 迁 , 1933; 林家 撼 , 1945). 
在 w，Re 平面 上 , 中 性 曲线 ( 见 828) 的 形状 取 
决 于 边界 层 内 速度 剖面 的 形状 . 如 果 速 度 剖面 没有 拐 
点 (速度 wz 单调 递增 , 并 且 曲 线 ww = wz(g 处 处 是 凸 
的 @, 见 图 28 (a)), 则 稳定 区 域 边 界 的 形状 完全 类 似 于 
沿 管道 流动 的 情况 : 存在 某 个 极 小 值 Re = Recr, 当 雷 庶 数 达到 这 个 值 时 会 出 
现 增强 的 扰动 , 而 当 Re 一 ce 时 , 曲线 的 两 支 以 横 坐 标 轴 为 渐 近 线 (图 29 (a)). 
对 于 平板 边界 层 内 的 速度 剖面 , 计算 给 出 临界 雷诺 数 为 Rescr ~ 420@. 
如 果 边 界 层 外 的 流体 速度 向 下 游 是 减 小 的 ， 就 不 可 能 产生 如 图 28 (a) 所 
示 的 那 种 速度 剖面 . 在 这 种 情况 下 , 速度 剖面 必须 有 一 个 拐点 . 其 实 , 考虑 可 
以 当做 平面 的 一 小 块 壁面 , 并 设 z 仍然 是 沿 流动 方向 的 纵向 坐标 , 而 y 是 到 壁 





@ 当然 , 这 时 并 未 考虑 被 绕 流 表面 的 曲率 可 能 影响 边界 层 稳定 性 的 问题 . 忽略 曲率 也 有 一 定 的 不 
合理 性 ， 其实, 满足 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 仅 有 的 平面 流动 (速度 剖面 只 依赖 于 一 个 坐标 ) 具有 线性 剖 
面 (17.1) 和 抛物 线 前 面 (17.4) (与 此 同时 , 具有 任意 速度 章 面 的 平面 流动 都 满足 欧 拉 方 程 )， 所 以 , 严 
格 地 说 , 在 边界 层 理 论 中 所 考虑 的 基本 流动 不 是 运动 方程 的 解 ，、 

@ 在 本 书 中 , 曲线 上 (外) 指 曲 线 位 于 其 任意 一 点 处 的 切线 之 下 (上). 译 者 

图 当 Res 一 oo 时 , 在 中 性 曲线 的 两 支 I 和 I 上 , 频率 w 分 别 以 Rez 2 和 Rey 15 的 方式 趋 于 
零 .频率 wor = 0.15U/6” 和 波 数 ker = 0.36/6* 对 应 着 点 Re = Recr-， 
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面 的 距离 . 从 关系 式 (40.10) 








Ov2 

即 曲 线 wz = vz(y) 是 四 的 . 当 y 增 大 时 , 速度 we 应 当 渐 近 地 趋 于 有 限 的 极限 
值 ZX. 仅 从 几何 上 考虑 就 已 经 清楚 , 曲线 应 当 在 此 过 程 中 变 成 凸 的 , 所 以 在 某 
处 有 一 个 拐点 (图 28 (b)). 

当 速 度 剖面 有 拐点 时 , 稳定 性 区 域 边界 曲线 的 形状 略 有 变化 : 曲线 的 两 条 
分 支 在 R 一 oo 时 有 不 同 的 渐 近 线 , 一 条 仍然 趋 于 横 坐 标 轴 , 另 一 条 趋 于 w 的 
某 个 有 限 的 非 零 极 限 值 (图 29 (b)). 此 外 , 拐点 的 
出 现 使 Recr 的 值 显著 降低 . 

雷诺 数 沿边 界 层 不 断 增 大 , 这 使 得 扰动 在 向 下 
游 传播 时 具有 一 些 特 性 . 考虑 绕 平 板 的 流动 , 并 假 II 
设 在 边界 层 内 某 处 产生 了 具有 给 定 频 率 w 的 扰动 . I 
它 向 下 游 的 传播 相当 于 在 图 29 (a) 中 沿 一 条 水 平 
线 w = const 向 右 移动 . 扰动 首先 衰减 ， 在 到 达 稳 
定 区 域 边界 的 分 支 I 后 开始 增强 , 直到 到 达 边 界 的 
分 支 工 为止, 此 后 扰动 再 次 衰减 . 扰动 在 通过 不 稳 
定 区 域 期 间 的 总 放大 系数 随 着 该 区 域 向 大 Re 的 
方向 移动 ( 即 随 着 图 29 (a) 中 稳定 性 区 域 边界 的 分 
支 I 和 工 之 间 相 应 水 平 线段 位 置 的 不 断 降低 ) 而 
迅速 增 大 . 

边界 层 对 无 穷 小 扰动 的 不 稳定 性 (绝对 不 稳定 en 
性 或 对 流 不 稳定 性 ) 问题 还 没有 全 部 解决 ， 当 速度 
剖面 没有 拐点 时 , 对 于 使 中 性 曲线 的 两 支 (图 29 (a)) 都 接近 横 坐 标 轴 的 Re 值 ， 
会 出 现 对 流 不 稳定 性 (证明 过 程 与 平面 泊 肃 叶 流 的 情况 相同 , 见 118 页 的 脚 
注 ). 对 于 更 小 的 Re 值 以 及 带 有 拐点 的 速度 剖面 , 问题 仍然 是 未 解决 的 . 

因为 雷诺 数 沿 边界 层 变 化 , 整个 边界 层 不 会 同时 变 为 汕 流 , 而 仅仅 是 Res 
超过 一 个 确定 值 的 那 一 部 分 变 为 淇 流 . 当 来 流速 度 给 定时 , 这 意味 着 潮流 出 现 
于 前 缘 之 后 的 确定 距离 上 ; 当 速 度 增 大 时 , 该 位 置 向 前 缘 移 动 . 实验 结果 表明 ， 
在 边界 层 内 出 现 淇 流 的 位 置 还 特别 依赖 于 来 流 中 的 扰动 强度 . 随 着 扰动 强度 
的 减 小 , 湛 流 的 起 始点 移动 向 更 大 的 Res 值 . 

图 29(a) 和 图 29 (b) 中 的 中 性 曲线 有 本 质 区 别 . 频率 的 上 面 一 条 分 支 在 
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Res 一 oo 时 趋 于 不 为 零 的 极限 值 , 这 意味 着 , 无 论 条 性 有 多 小 , 流动 都 是 不 稳 
定 的 . 与 此 同时 , 对 于 图 29 (a) 那 种 类 型 的 中 性 曲线 , 当 v 一 0 时 , 具有 任何 有 
限 频率 的 扰动 都 会 衰减 . 导致 这 种 区 别 的 原因 恰好 就 是 速度 剖面 ve = v(y) 是 
否 具 有 拐点 . 也 可 以 从 数学 观点 探索 这 种 区 别 的 根源 , 为 此 就 要 在 理想 流体 动 
力学 的 范围 内 研究 稳定 性 问题 ( 瑞 利 , 1880). 
把 形 如 
p= Wo + (zr, y, 为 

的 流 函 数 代入 理想 流体 平面 运动 方程 (10.10), 式 中 wo 是 未 受 扰动 时 的 流 函 数 
(所 以 妨 =v()), 而 加 是 小 扰动 . 对 于 后 者 , 我 们 寻求 


Wb = p(Y) ES 


把 它 代 入 (10.10), 得 到 函数 yp 的 以 下 线性 方程 @: 
( 交角 (太一 Bo) 一 wep=0. (41.2) 

如 果 流 动 边界 ( 沿 y 轴 ) 是 固 壁 , 则 在 边界 上 yp = 0 (得 自 条 件 v= 0); 如 果 流 
动 的 宽度 为 无 穷 大 (一 侧 或 两 侧 无 界 ), 就 应 当 在 流动 均匀 的 无 穷 远 处 提出 这 
样 的 条 件 . 我 们 将 认为 k 是 给 定 的 实数 . 于 是 , 通过 求解 方程 (41.2) 的 边 值 问 
题 中 的 本 征 值 , 就 可 以 确定 频率 w. 

方程 (41.2) 先 除 以 v 一 w/ 心 再 乘 以 yp*, 然后 在 流动 的 两 个 边界 yl 和 y。 
之 间 对 y 积分 , 又 利用 对 乘积 w*w" 的 分 部 积分 , 我 们 得 到 








Ya 22 1 2 
上 (lp + klpl) dy + 人 0 dy =0. (41.3) 
这 里 的 第 一 项 必定 是 实数 . 假设 频率 是 复数 , 分 离 出 等 式 的 虚 部 后 得 到 
Ta / Ed 41.4 
mw 和 i y= 二 0. ( .4) 


为 了 能 有 Imw 关 0, 这 里 的 积分 应 当 为 零 , 而 为 此 无 论 如 何必 须 让 wv" 在 积分 
域 中 的 某 处 为 零 . 因此 , 只 有 在 速度 剖面 具有 拐点 的 情况 下 (在 > = 0 时 ) 才 有 
可 能 出 现 不 稳定 性 @. 


@ 任何 函数 wo(y) 都 自动 满足 方程 (10.10), 见 188 页 脚注 中 的 表述 . 

@ 应 当 指 出 , 在 提出 稳定 性 问题 时 要 求 x = 0 精确 成 立 , 这 在 物理 上 不 是 完全 恰当 的 ， 该 提 法 没 
有 考虑 到 真实 流体 必然 或 多 或 少 都 有 萄 性 , 狐 度 可 能 很 小 , 但 并 不 等 于 零 ， 这 导致 一 系列 数学 上 的 困 
难 ; 某 些 解 消失 了 (因为 函数 w 的 微分 方程 的 阶 数 降低 ), 同时 又 出 现 了 一 些 在 v 0 时 并 不 存在 的 新 
的 解 .后 者 与 方程 (41.2) 的 奇异 性 有 关 (在 v 承 0 时 没有 这 样 的 奇异 性 ): 方程 中 最 高 阶 导数 项 的 系 
数 在 v(y) = w/k 的 点 等 于 零 . 
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从 物理 观点 来 看 , 这 种 不 稳定 性 的 产生 与 流体 的 振动 和 诸 流 体 微 元 在 基 
本 流动 中 的 运动 之 间 的 “共振 ” 相互 作用 有 关 , 它 在 这 种 意义 下 类 似 于 在 动 理 
学 理论 中 众所周知 的 一 种 现象 一 一 无 碰撞 等 离子 体 中 振动 的 衰减 ( 朗 道 阻尼 ) 
或 增强 (在 不 稳定 的 情况 下 ) ( 见 第 十 卷 830)@. 

根据 方程 (41.2), 流动 的 本 征 振动 (如 果 它 们 存在 ) 与 方程 中 光 ( 人 ) 头 0 的 
部 分 有 关 @. 为 了 探求 振动 增强 的 机 理 , 最 好 利用 这 样 的 速度 剖面 实例 , 使 “ 振 
动 源 ” 局 限 在 一 层 流动 中 : 我 们 来 考虑 速度 剖面 v(y), 其 曲率 在 茶点 y = yo 邻 
域 之 外 处 处 都 很 小 ; 如 果 简 单 地 把 它 替换 为 在 某 处 “折断 ”的 剖面 , 则 在 v*(y) 
中 会 有 形 如 46(y 一 yo) 的 一 项 ; 正 是 这 一 项 对 方程 (41.3) 中 的 积分 有 主要 贡 
献 . 我 们 将 在 使 “振动 源 ” 静止 的 坐标 系 中 描述 流动 , 这 时 v(yo) = 0 (如 图 30 
所 示 ). 在 方程 (41.3) 中 分 离 实 部 , 得 到 

22 2 
[oP rl) a Se 0. 

设 4A >0 (如 图 30). 因为 这 个 等 式 中 的 第 一 项 必定 为 正 , 所 以 应 有 Rew/k > 0， 
即 波 的 相 速 指向 右 侧 . 在 共振 点 y,, 相 速 等 于 局 部 流速 , v(y,) = Rew/k. 共振 
点 这 时 位 于 点 t% 的 右 侧 . 在 共振 点 附近 运动 且 比 波 更 快 
的 流体 微 元 , 把 能 量 传 给 波 ; 落后 于 波 的 流体 微 元 则 从 波 
获取 能 量 . 如 果 前 者 多 于 后 者 , 波动 就 会 加 强 (不 稳定 ) @. 
但 是 , 因为 已 经 假设 流体 是 不 可 压缩 的 , 所 以 通过 流动 宽 
度 微 元 dy 的 流体 微 元 数量 正比 于 dy, 于 是 速度 变化 区 间 
dv 内 的 流体 微 元 数量 正比 于 dy = (dy/dv) dv = dv/v'(y), 
即 1/w(y) 起 速度 分 布 函数 的 作用 . 因此 , 为 了 产生 不 稳定 
性 , 函数 1/v'(y) 在 y 从 左 向 右 穿 过 点 y 时 必须 是 增加 的 ， 图 30 
即 v'(y) 必须 是 减 函数 . 换言之 , 必须 有 迪 人 (和 ) < 0. 又 因 
为 导数 w 在 点 如 是 正 的 , 所 以 速度 剖面 的 拐点 必须 位 于 点 mm 和 y,. 之 间 的 
某 处 . 

用 类 似 的 方法 可 以 考虑 4 < 0 的 情况 (并 得 到 同样 的 结果 ). 这 时 , 波 的 相 
速 和 共振 流体 微 元 的 速度 都 指向 左 侧 . 





@ 这 个 比拟 是 由 A.B, 季 莫 费 耶 夫 (1979) 以 及 A.A. 安 德 罗 诺 夫 和 A. 开 .法 布 里 坎 特 (1979) 指 
出 的 ; 我 们 在 下 面 按照 A.B. 季 葛 费 耶 夫 的 方式 进行 论述 . 

加 当 vw“(y) 三 0 时 ,方程 (41.2) 根本 没有 能 够 满足 所 需 边界 条 件 的 解 . 

@ 对 发 生 共振 的 流体 微 元 来 说 , 波 中 的 运动 是 定常 的 , 所 以 流体 微 元 与 波 之 间 的 能 量 交 换 在 对 时 
间 取 平均 值 后 不 等 于 零 (对 于 其 他 流体 微 元 , 波 中 的 运动 是 振荡 的 , 所 以 对 时 间 的 相应 平均 值 等 于 零 )， 
我 们 还 指出 , 按 上 述 方 向 进行 的 能 量 交换 使 流动 中 的 速度 梯度 趋 于 降低 ， 正 是 在 这 个 意义 上 才 考 虑 任 
章 小 的 条 性 ， 
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考虑 沿 无 穷 大 平板 的 平面 渤 流 (我 们 所 说 的 平面 淇 流 当 然 是 指 对 时 间 平 
均 的 流动 )@., 取 流 动 方向 为 z 轴 方 向 , 平板 所 在 平面 为 zz 平面 , 于 是 y 是 到 
平板 表面 的 距离 . 平均 速度 沿 y 轴 和 z 轴 的 分 量 都 为 零 : we = 由 vy = vs = 0. 
不 存在 压强 梯度 , 所 有 的 量 只 依赖 于 y. 

我 们 用 字母 o 表示 作用 于 单位 面积 平板 表面 的 摩擦 力 ( 它 显然 指向 z 轴 
方向 ). 量 o 其 实 就 是 由 流体 传递 给 平板 表面 的 动量 流 , 同时 也 是 指向 y 轴 负 
方向 的 恒定 动量 流 (更 准确 地 说 是 该 动量 流 的 z 分 量 ), 并 给 出 由 距离 表面 较 
远 的 流体 层 连续 传递 给 较 近 流体 层 的 动量 值 @. 

该 动量 流 的 存在 当然 是 因为 平均 速度 沿 y 方向 有 梯度 . 假如 流体 处 处 
都 以 同样 的 速度 运动 , 在 流体 中 就 不 会 有 这 样 的 动量 流 . 也 可 以 用 相反 的 方式 
提出 问题 : 给 定 某 个 确定 的 e 值 , 需要 求 出 : 密度 为 p 的 流体 应 当 如 何 运动 才 
能 使 动量 流 为 vc? 意思 是 , 需要 获得 非常 大 雷诺 数 下 的 渐 近 规律 , 但 仍然 假设 
流体 的 黏度 v 不 直接 出 现在 这 些 规 律 中 (不 过 , 医 度 > 在 小 距离 y 上 就 变 得 
重要 起 来 , 见 下 文 ). 

因此 , 在 到 平板 的 任何 距离 上 , 速度 梯度 du/dy 的 值 应 当 不 仅 取决 于 常 参 
量 p, o, 当然 还 取决 于 距离 y 本 身 . 从 p, o 和 y 能 够 组 成 的 具有 所 需 量 纲 的 
唯一 组 合 是 (c/p)!2/y. 所 以 应 当 有 

du vx 
dy xy 
这 里 为 进一步 讨论 方便 而 引入 了 量 wv (具有 速度 量 纲 ), 其 定义 为 


3) (42.1) 


4 一 pv2, (42.2) 
而 x 是 一 个 常数 (卡门 常数 )，x 的 值 无 法 用 理论 方法 计算 , 必须 通过 实验 来 
确定 . 它 等 于 @ 
x = 0.4. (42.3) 
求 关 系 式 (42.1) 的 积分 , 我 们 得 到 


w= (Iny+o), (42.4) 


@ 在 842 一 844 中 叙述 的 结果 属于 T. von 卡门 (1930) 和 工 . 普 朗 特 (1932). 

回 原文 如 此 ， 参 阅 公 式 (15.14)， 一 一 译 者 

@ 该 常数 值 (以 及 公式 (42.8) 中 的 另 一 个 常数 值 , 见 下 ) 得 自 管道 和 矩形 截面 槽 道 壁面 附近 以 及 
平板 边界 层 中 的 速度 分 布 的 测量 结果 . 
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其 中 ec 是 积分 常数 . 我 们 不 能 应 用 平板 表面 上 通常 的 边界 条 件 去 确定 这 个 常 
数 : 在 y= 0 处 , (42.4) 中 的 第 一 项 变 为 无 穷 大 . 原因 在 于 , 这 里 写 出 的 表达 式 
其 实 并 不 适用 于 非常 接近 表面 的 地 方 , 因为 当 y 非常 小 时 , 笑 性 的 影响 变 得 极 
为 重要 , 从 而 不 能 忽略 黏 性 . 无 穷 远 条 件 也 不 存在 : 在 y = oo 处 , 表达 式 (42.4) 
也 变 为 无 穷 大 . 这 是 因为 , 在 我 们 所 提出 的 理想 化 条 件 下 , 平板 表面 是 无 穷 大 
的 , 其 影响 从 而 也 延伸 到 无 穷 远 处 . 

在 确定 常数 c 之 前 , 我 们 预先 指出 所 研究 流动 的 下 述 重要 特性 : 与 通常 情 
形 不 同 , 它 没 有 能 够 用 来 确定 汕 流 尺 度 的 任何 特征 长 度 . 所 以 , 淇 流 的 基本 尺 
度 取决 于 距离 y 本 身 : 在 距离 平板 为 y 处 的 潮流 基本 尺度 具有 量 级 y. 至 于 
渍 流 的 速度 涨 落 , 其 量 级 为 w. 这 也 可 以 直接 得 自 量 纲 方法 , 因为 w 是 唯一 
能 够 从 现 有 的 量 c, o, y 组 成 的 具有 速度 量 纲 的 量 . 我 们 强调 , 当 平 均 速 度 随 y 
一 起 减 小 的 时 候 , 速度 涨 落 的 量 级 却 在 所 有 距离 上 都 是 相同 的 . 这 个 结果 与 速 
度 涨 落 的 量 级 取决 于 平均 速度 变化 Aw 这 个 一 般 法 则 是 一 致 的 (833). 在 所 研 
究 的 情况 下 , 不 存在 可 以 用 来 确定 平均 速度 变化 的 特征 长 度 1, 现在 应 当 把 Av 
合理 地 规定 为 v 在 距离 y 处 发 生 相 当 于 其 本 身 量 级 的 变化 时 的 相应 变化 值 . 
但 是 , 当 y 发 生 这 样 的 变化 时 , 速度 v 的 变化 值 根据 (42.4) 正好 具有 量 级 v，. 

在 距离 平板 足够 近 的 地 方 , 流体 的 黏 性 开始 起 作用 . 我 们 用 yo 表示 相应 
距离 的 量 级 . 可 以 按照 以 下 方法 确定 yo. 在 这 些 距离 上 , 油 流 尺度 的 量 级 为 yo， 
速度 的 量 级 为 w. 所 以 , yo 量 级 距离 上 的 流动 由 雷诺 数 Re ~ yov。/v 表征 . 当 
Re ~ 1 时 , 黏 性 开始 起 作用 . 由 此 求 出 


yo~ 元， (42.5) 
这 就 确定 了 我 们 所 关心 的 距离 . 
在 y < wy 的 距离 上 , 流动 取决 于 通常 的 黏 性 摩擦 . 这 里 的 速度 分 布 可 以 
直接 得 自 通常 的 黏 性 摩擦 力 公式 


所 以 
v= 一 1 = 一 外 (42.6) 


因此 , 在 紧 贴 平板 的 流体 薄 层 中 , 平均 速度 按照 线性 规律 变化 . 速度 在 整个 这 
一 层 流体 中 都 很 小 , 它 从 平板 表面 上 的 零 值 变化 到 y ~ yo 处 量 级 为 v 的 值 . 
这 一 层 流体 称 为 黏 性 底层 . 在 黏 性 底层 和 流动 的 其 他 部 分 之 间 当 然 没 有 任何 
明显 的 边界 , 在 这 个 意义 上 , 黏 性 底层 是 一 个 定性 的 概念 . 我 们 强调, 黏 性 底 
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层 中 的 流动 也 是 潮流 . 

此 后 我 们 将 不 再 关注 黏 性 底层 中 的 流动 , 仅 在 选取 (42.4) 中 的 积分 常数 时 
才 考 虑 黏 性 底层 的 存在 : 应 使 y~ yo 距离 上 的 速度 ww~w: 为 此 应 取 c= 一 yo， 
于 是 


4 一 zn (42.7) 


这 个 公式 确定 了 淇 流 沿 平板 流动 的 速度 分 布 (对 于 有 限 的 y). 这 种 分 布 称 为 
对 数 型 速度 剖面 @. 

在 公式 (42.7) 中 , 对 数 的 自 变量 其 实 还 应 当 包 含 某 个 因子 . 在 上 面 的 写法 
中 , 这 个 公式 仅仅 具有 人 们 所 说 的 对 数 精度 . 这 意味 着 , 可 以 假设 对 数 的 自 变 
量 足 够 大 , 使 得 对 数 本 身 也 很 大 . 在 (42.7) 的 对 数 的 自 变 量 中 引入 一 个 因子 等 
价 于 在 上 述 表 达 式 中 加 上 形 如 const ,w 的 一 项 , 其 中 const 是 量 级 为 1 的 数 ; 
在 对 数 近 似 下 可 以 忽略 这 一 项 , 因为 对 数 项 相对 很 大 . 但 是 , 在 这 个 公式 以 及 
下 面 的 公式 中 , 对 数 的 自 变量 其 实 不 是 非常 大 , 所 以 对 数 近似 的 精度 不 高 . 如 
果 在 对 数 的 自 变 量 中 引入 一 个 经 验 因子 , 或 者 等 价 地 让 对 数 项 加 上 一 个 经 验 
常数 , 就 可 以 提高 这 些 公式 的 精度 . 例如 , 一 个 更 精确 的 速度 剖面 公式 具有 以 
下 形式 : 


w= (2.5In +5.1) = 2.5we In De: (42.8) 





我 们 指出 , (42.6) 和 (42.8) 这 两 个 公式 的 形式 为 
w=vf(8),€= 2， (42.9) 


其 中 f(é) 是 一 个 普 适 函数 . 这 直接 得 自 以 下 事实 : 函数 上 是 唯一 能 够 从 现 有 
的 参量 p, o, > 和 变量 y 组 成 的 无 量 纲 组 合 . 因此 , 这 种 依赖 关系 在 到 平板 的 
所 有 距离 上 都 应 当成 立 , 在 公式 (42.6) 和 (42.8) 的 适用 区 域 之 间 的 过 渡 区 中 
也 成 立 . 图 31 给 出 函数 f(&) 在 半 对 数 (以 10 为 底 ) 尺度 下 的 图 像 . 实 线 1 和 
2 分 别 对 应 公式 (42.6) 和 (42.8), 虚线 是 过 渡 区 (大 约 从 上 s5 到 上 s30) 中 的 
经 验 关系 . 

容易 确定 所 研究 的 油 流 中 的 能 量 耗 散 率 . 量 o 是 动量 流 密度 张 量 的 分 量 
Zzy 的 平均 值 . 在 笑 性 底层 之 外 可 以 忽略 夭 性 项 ， 所 以 sy = pvsvy. 引入 速 


@ 在 这 个 意义 上 , 有 时 仍 在 使 用 的 “ 层 流 底层 " 的 名 称 是 不 妥当 的 . 它 与 层 流 的 相似 之 处 仅仅 在 
于 , 上 述 平 均 速 度 分 布 规律 与 同等 条 件 下 的 层 流 真实 速度 分 布 规律 相同 . 恭 性 底层 中 的 运动 涨 落 表现 
出 与 众 不 同 的 特性 , 至 今 还 未 获得 恰当 的 理论 解释 

加 对 数 型 速度 剖面 的 上 述 简单 推导 是 由 .A. 朗 道 (1944) 给 出 的 . 
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图 31 


度 涨 落 v', 并 且 注 意 到 平均 速度 指向 z 轴 方 向 , 我 们 有 w = 多 +，w 三 他 
于 是 @ 

0 = plvoVy) = plvs0) + pu(vy) = p(s05). (42.10) 
其 次 , y 方向 上 的 能 流 密度 等 于 (p+ pu2/2)oy (这 里 也 忽略 了 生性 项 ), 我 们 写 
出 好 = (十 由)2 + 十 o2 并 对 整个 表达 式 取 平 均 , 就 得 到 


(pw) 十 与 (他 锣 十 鹃 3 + wv) 十 put 人 (ov )。 
这 里 只 要 保留 最 后 一 项 即 可 . 其 实 , 速度 涨 落 的 量 级 是 w, 所 以 (在 对 数 精度 
下 ) 远 小 于 wu. 至 于 压强 , 其 潮流 涨 落 p' ~ pv2, 所 以 在 同等 精度 下 也 可 以 忽略 
上 述 表 达 式 中 的 第 一 项 . 因此 , 对 于 平均 能 流 密度 , 我 们 求 出 : 
(9) = pu(vsy) = vo. (42.11) 
当 趋 近 平 板 表 面 时 , 该 能 流 减 小 , 这 恰好 与 能 量 耗 散 有 关 . 导数 d(q)/dy 给 出 单 
位 体积 流体 中 的 能 量 耗 散 率 , 再 除 以 p 就 得 到 单位 质量 流体 中 的 能 量 耗 散 率 : 


3 3/2 
c= 全 -1 (2) | (42.12) 
my my 


@ 渤 流 涨 落 所 输 运 的 动量 流 密 度 张 量 称 为 雷诺 应 力 张 量 ， 这 个 概念 是 由 雷诺 引入 的 〈O. 雷诺 ， 
1895). 


- 196 . 第 四 章 边界 层 


到 目前 为 止 , 我 们 一 直 假 设 平板 表面 是 足够 光滑 的 . 对 于 粗糙 表面 , 可 以 
略微 改变 上 述 公 式 . 可 以 选取 粗糙 表面 上 诸多 小 突起 的 高 度量 级 来 度量 粗糙 
度 , 我 们 把 它 记 为 d. 量 d 和 层 流 底层 厚度 y 的 相对 大 小 才 是 重要 的 . 如 果 厚 
度 % 远大 于 d, 则 粗糙 度 根 本 无 关 紧 要 . 对 于 足够 光滑 的 平板 都 这 样 认 为 . 如 
果 % 和 d 具有 同样 的 量 级 , 则 无 法 写 出 任何 一 般 公式 . 

在 粗糙 度 很 大 的 相反 极限 情况 下 (d > yo), 我 们 又 可 以 建立 某 些 一 般 关系 
式 . 这 时 显然 谈 不 上 黏 性 底层 . 绕 粗 糙 面 上 诸多 小 突起 的 流动 是 满 流 , 表征 这 
种 流动 的 量 是 p, o, d, 而 黏度 v 就 像 通 常 那 样 不 应 直接 出 现在 这 里 . 这 种 流 
动 的 速度 具有 w 的 量 级 , 这 是 现 有 的 唯一 具有 速度 量 纲 的 量 . 因此 我 们 看 到 ， 
在 绕 粗糙 表面 的 流动 中 , 速度 在 y ~ d 的 距离 上 就 已 经 变 得 很 小 (~ v。), 而 不 
是 像 绕 光滑 表面 的 流动 那样 在 y ~ yo 的 距离 才 变 得 很 小 ， 由 此 显然 可 知 , 在 
(42.7) 中 把 v/v 改 为 d, 就 可 以 得 到 现在 的 速度 分 布 公式 


a 
We In ER (42.13) 
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现在 , 我 们 把 上 述 结果 应 用 于 管道 中 的 汕 流 . 在 管 壁 附近 (在 远 小 于 管道 
半径 a 的 距离 上 ) 可 以 把 管 壁 近似 看 做 平面 , 于 是 速度 分 布 应 当 由 公式 (42.7) 
或 (42.8) 描述 . 但 是 , 因为 函数 Iny 的 变化 很 慢 , 所 以 如 果 在 公式 (42.7) 中 用 
a 代替 y, 就 可 以 在 对 数 精度 下 应 用 这 个 公式 来 描述 管内 流动 的 平均 速度 U: 


U= 和 In. (43.1) 


MG 了 2/ 

我 们 将 把 平均 速度 UV 理解 为 单位 时 间 内 流 过 管道 横 截 面 的 流体 总 量 (体积 ) 
除 以 该 横 截 面 的 面积 : UV = Q/pra2. 

为 了 建立 平均 速度 U 与 用 来 维持 流动 的 压强 梯度 Ap/l 之 间 的 关系 (Ap 
是 长 度 为 ! 的 管道 两 端的 压强 差 ), 我 们 注意 到 , 推动 流体 在 管道 中 流动 的 力 
作用 在 横 截面 上 并 等 于 xa?Ap, 这 个 力 要 克服 管 壁 上 的 摩擦 力 . 因为 单位 面 
积 管 壁 上 的 摩擦 力 是 c = pv?, 所 以 总 摩擦 力 等 于 2ralpv2. 使 这 两 个 表达 式 相 
等 , 我 们 求 出 二 

地 = 于 pu (43.2) 

方程 (43.1) 和 (43.2) 用 参数 方程 的 形式 (参数 是 w) 给 出 了 管道 中 的 流速 与 
压强 梯度 之 间 的 关系 . 这 个 关系 通常 称 为 管道 的 阻力 定律 . 根据 (43.2) 用 Ap/ 
表示 w, 然后 代入 (43.1), 就 得 到 用 一 个 方程 的 形式 表示 出 来 的 阻力 定律 : 


加 | aAp a | aAp 
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通常 在 这 个 公式 中 引入 一 个 被 称 为 管道 阻力 因子 的 无 量 纲 量 , 其 定义 为 比值 
_ 20Ap/l 
~ pU2/2 


入 对 无 量 纲 的 雷诺 数 Re = 2aU/v 的 依赖 关系 , 可 以 用 隐 函 数 的 形式 由 以 下 方 
程 给 出 : 





(43.4) 


去 = 0.88ln(ReVX) — 0.85. (43.5) 
我 们 在 这 里 认为 x 的 值 由 (42.3) 给 出 , 并 在 对 数 项 以 外 加 上 了 一 个 经 验 常 
数 中 ,由 这 个 公式 确定 的 阻力 因子 是 雷诺 数 的 缓慢 递减 函数 . 为 了 比较 , 我 们 
给 出 圆 管内 的 层 流 阻力 定律 . 在 公式 (17.10) 中 引入 阻力 因子 , 得 到 


64 
和 = 元 . (43.6) 


随 着 雷诺 数 的 增 大 , 层 流 情况 下 的 阻力 因子 比 淇 流 情况 减 小 得 更 快 . 

图 32 画 出 了 入 对 Re 的 依赖 关系 图 像 (在 对 数 尺度 下 ). 快速 下 降 的 直线 
对 应 于 层 流 (公式 (43.6)), 而 较 平缓 的 曲线 (几乎 也 是 直线 ) 对 应 于 湛 流 . 随 着 
雷诺 数 的 增 大 , 流动 变 为 油 流 , 同时 发 生 第 一 条 线 向 第 二 条 线 的 过 渡 . 这 种 过 
渡 可 以 发 生 于 不 同 的 Re 值 , 这 取决 于 具体 的 流动 条 件 (流动 受 扰动 的 程度 ). 
发 生 过 渡 时 , 阻力 因子 急剧 增 大 . 
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Q@ 在 这 个 公式 中 , 对 数 前 的 因子 对 应 于 对 数 速度 剖面 公式 (42.8) 中 的 因子 ， 只 有 在 这 样 的 条 件 
下 , 描述 测 流 的 这 个 公式 作为 足够 大 雷诺 数 时 的 极限 公式 才 有 理论 意义 , 如 果 任意 选取 公式 (43.5) 中 
的 两 个 常数 值 , 它 的 作用 就 只 能 是 关于 和 对 Re 的 依赖 关系 的 纯 经 验 公式 .但 是 这 样 一 来 , 就 没有 任 
何 理由 认为 它 好 于 其 他 任何 一 种 足够 好 地 描述 了 实验 结果 并 且 更 为 简单 的 经 验 公式 . 
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上 述 公式 适用 于 壁面 光滑 的 管道 . 对 于 壁面 极端 粗糙 的 管道 , 只 要 把 v/v， 
改 为 a (对 比 (42.13)), 就 可 以 得 到 类 似 的 公式 . 现在 , 阻力 规律 公式 不 是 (43.3)， 


而 是 
v= /2 in. (43.7) 


对 数 函数 的 自 变量 现在 是 常数 ， 而 不 像 (43.3) 那样 含有 压强 梯度 . 我 们 看 到 ， 
平均 速度 现在 只 是 正比 于 管道 内 压强 梯度 的 平方 根 , 如 果 引 入 阻力 因子 ， 则 
(43.7) 的 形式 化 为 
和 全 8202 __13 
ln2(o/g lm:(a/d) 


即 和 是 一 个 常数 , 与 雷诺 数 无 关 . 


(43.8) 
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我 们 得 到 了 平面 灌流 的 对 数 型 速度 分 布 ,相应 规律 在 形式 上 在 整个 空间 
中 都 成 立 , 因为 我 们 所 研究 的 流动 是 沿 着 具有 无 穷 大 面积 的 平板 进行 的 . 在 实 
际 情况 下 , 对 于 沿 有 限 物 体 表面 的 流动 , 只 有 距离 表面 不 远 处 ( 即 边界 层 内 ) 的 
流动 才 具 有 对 数 型 剖面 ， 

对 于 沿 表面 的 流动 , 边界 层 的 厚度 在 流动 方向 上 不 断 增 大 (下 面 将 得 到 相 
应 规律 ). 这 就 解释 了 为 什么 管道 内 流动 的 对 数 型 速度 剖面 对 管道 的 整个 横 截 
面 都 成 立 . 管 壁 上 的 边界 层 从 管道 入 口 开 始 越 来 越 厚 , 经 过 某 段 有 限 的 距离 后 
就 已 经 充满 整个 横 截 面 . 所 以 , 如 果 考 虑 足够 长 的 管道 并 忽略 入 口 段 , 则 整个 
管道 内 的 流动 类 型 将 与 油 流 边界 层 内 的 流动 类 型 相同 , 我 们 记得 , 管道 内 的 层 
流 也 有 类 似 的 情况 , 这 种 流动 总 是 由 公式 (17.9) 来 描述 . 黏 性 的 作用 在 距离 管 
壁 任何 值 的 地 方 都 有 所 体现 , 决 不 仅 限于 紧 贴 壁面 的 流体 薄 层 内 . 

无 论 是 在 渤 流 边界 层 中 还 是 在 层 流 边界 层 中 ,平均 速度 的 减 小 终究 是 由 
流体 的 黏 性 引起 的 . 但 是 ， 条 性 对 满 流 边 界 层 的 影响 具有 非常 特别 的 表现 形 
式 . 在 灌流 边界 层 中 , 平均 速度 的 变化 过 程 本 身 并 不 直接 依赖 于 黏度 . 只 有 在 
黏 性 底层 中 ， 黏 度 才 出 现在 速度 梯度 的 表达 式 中 . 边界 层 的 总 厚度 取决 于 黏 
度 , 并 且 当 黏度 为 零 时 也 变 为 零 ( 见 下 ), 假如 黏度 精确 为 零 , 就 完全 不 存在 任 
何 边界 层 了 . 

我 们 在 839 中 已 经 研究 了 平板 绕 流 中 的 层 流 边 界 层 , 现在 把 上 一 节 的 结 
果 应 用 于 绕 同样 平板 的 流动 中 形成 的 湛 流 边界 层 . 在 灌流 边界 层 的 边界 上 , 流 
体 速 度 几 平等 于 基本 流动 速度 UV. 另 一 方面 , 我 们 使 用 公式 (42.7) 来 确定 边界 
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上 的 这 个 速度 (在 对 数 精度 上 ), 并 把 公式 中 的 y 替换 为 边界 层 厚 度 5@. 对 比 
这 两 个 表达 式 , 我 们 得 到 


wi ed 


U=—In (44.1) 


x v 
这 里 的 UU 起 常 参量 的 作用 , 厚度 5 则 沿 着 平板 缓慢 变化 , 所 以 w 也 是 z 的 缓 
变 函 数 . 仅 有 公式 (44.1) 不 足以 确定 这 些 函数 , 还 必须 得 到 w, 6 与 z 之 间 的 
某 个 关系 式 . 

得 到 这 个 关系 式 的 方法 就 是 得 到 淇 流 尾 迹 宽度 公式 (37.3) 的 方法 . 就 像 
那里 一 样 , 导数 d6/dz 的 量 级 应 当 是 边界 层 外 缘 处 沿 y 轴 和 沿 > 轴 的 速度 之 
比 . 后 者 的 量 级 为 U, 而 横向 速度 起 因 于 涨 落 , 所 以 其 量 级 为 v。. 于 是 ， 

d6 vv, 

dr TU’ 
从 而 

6~ 言 . (44.2) 
公式 (44.1) 和 (44.2) 一 起 确定 了 v。 和 5 对 距离 x 的 依赖 关系 @. 但 是 , 这 种 依 
赖 关系 不 能 写 为 显 式 . 我 们 在 下 面 将 用 某 个 辅助 变量 表示 6. 因为 内 是 z 的 
缓 变 函数 , 所 以 从 (44.2) 就 已 经 可 以 看 出 , 边界 层 厚度 基本 上 按 正比 于 zx 的 方 
式 变化 . 我 们 还 记得 , 层 流 边界 层 厚 度 以 z1/2 的 方式 增 大 , 这 慢 于 满 流 边界 层 
厚度 的 增长 . 

我 们 来 确定 作用 在 单位 面积 平板 上 的 摩擦 力 c 对 zx 的 依赖 关系 . 这 种 依 
赖 关系 可 由 下 面 两 个 公式 给 出 : 


2 
v. UT 
o = pv2, UV= 地 hh 


把 (44.2) 代入 (44.1), 就 得 到 第 二 个 公式 , 它 具 有 对 数 精度 . 引入 (单位 面积 平 
板 的 ) 阻力 因子 c, 其 定义 为 无 量 纲 比值 


c= =2 (¥). (44.3) 


于 是 , 从 上 面 两 个 方程 中 消去 w, 我 们 得 到 以 下 方程 : 
VY 2 =ln(cRes), Rez = < (44.4) 


@ 实际 上 , 整个 消 流 边界 层 厚 度 上 的 速度 剖面 并 非 都 是 对 数 型 的 ， 在 边界 层 内 靠 外 的 部 分 中 , 速 
度 增 长 的 最 后 20% 一 25% 比 对 数 型 增长 更 快 一 些 ， 这 些 偏差 看 来 与 边界 层 边界 的 无 规律 振动 有 关 ( 见 
§35 最 后 关于 潮流 区 边界 的 说 明 ). 

@ 严格 地 说 , 距离 = 应 当 近 似 地 从 层 流 边界 层 转变 为 济 流 边界 层 的 位 置 算 起 . 
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它 (在 对 数 精度 下 ) 以 隐 函 数 的 形式 给 出 了 c 对 z 的 依赖 关系 . 由 这 个 公式 确 
定 的 阻力 因子 c 是 距离 z 的 缓慢 递减 函数 . 
用 这 个 函数 可 以 表示 边界 层 厚 度 . 我 们 有 


/Jo fe 
* 一 —=U Me 
Vv 0 2 


6 = const .ZWVC. (44.5) 
这 个 公式 中 的 因子 的 经 验 值 约 为 0.3. 


用 类 似 方法 可 以 得 到 粗 烟 表面 上 的 满 流 边 界 层 公式 . 根据 公式 (42.13), 现 
在 我 们 有 取代 (44.1) 的 以 下 公式 : 


把 它 代入 (44.2), 求 出 


Vr, 6 
VU= hs 


其 中 a 是 粗糙 度 . 把 (44.2) 中 的 5 代入 此 式 , 得 到 





_ Ux] DUs 
US= zh Da 


或 者 , 如 果 引 入 阻力 因子 (44.3), 则 


2x2 ZWC 
一 = (44.6) 
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根据 在 最 后 几 节 中 得 到 的 结果 , 可 以 作出 关于 大 雷诺 数 下 阻力 定律 的 重 
要 结论 , 该 定律 给 出 Re 很 大 时 作用 在 物体 上 的 阻力 对 Re 的 依赖 关系 . 

我 们 已 经 描述 过 大 Re 数 下 (下 面 只 讨论 这 种 情况 ) 的 绕 流 图 案 , 其 特点 
如 下 . 在 流体 的 整个 基本 流动 区 域 中 ( 即 在 边界 层 之 外 的 所 有 地 方 , 我 们 在 这 
里 不 考虑 边界 层 ), 流体 可 以 视 为 理想 的 , 并 且 在 潮流 尾 迹 之 外 处 处 都 是 势 流 . 
尾 迹 的 宽度 取决 于 被 绕 流 物体 表面 上 分 离线 的 位 置 . 这 时 重要 的 是 , 虽然 这 个 
位 置 也 是 由 边界 层 的 性 质 决 定 的 , 但 结果 表明 , 正如 $40 中 所 指出 的 那样 , 它 
与 雷诺 数 无 关 , 因此 , 我 们 可 以 说 , 大 雷诺 数 下 的 整个 流动 图 像 基本 上 与 黏 性 
无 关 , 换言之 , 与 Re 无 关 (只 要 边界 层 保 持 层 流 状态 , 见 后 ). 

由 此 可 知 , 阻力 也 不 可 能 依赖 于 黏度 . 我 们 只 剩 下 三 个 量 : 来 流速 度 U, 流 
体 密度 p 和 物体 尺寸 I 从 它们 只 能 组 成 一 个 具有 力 的 量 纲 的 量 p7212. 习惯 
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上 , 我 们 在 这 里 不 使 用 物体 尺寸 的 平方 2, 而 是 引入 一 个 与 它 成 正比 的 量 一 一 
物体 的 横 截 面 面 积 5 ( 横 截面 垂直 于 来 流 方向 ), 从 而 写 出 


F = const . pU25, (45.1) 


其 中 常数 const 只 依赖 于 物体 的 形状 . 因此 , 阻力 (在 Re 很 大 时 ) 应 当 正 比 于 
物体 的 横 截面 面积 和 来 流速 度 的 平方 . 为 了 进行 比较 , 我 们 还 记得 , 阻力 在 Re 
极 小 (Re<<1) 时 正比 于 物体 的 尺寸 和 速度 的 一 次 方 (F ~ vplU; 见 $20)@ 
如 前 所 述 , 通常 考虑 阻力 因子 C 而 不 考虑 阻力 媚 , 其 定义 为 
F 
“737 

C 是 一 个 无 量 纲 量 , 只 能 依赖 于 Re. 公式 (45.1) 可 以 写 为 

C = const, (45.2) 


即 阻力 因子 只 取决 于 物体 的 形状 . 
然而 , 阻力 的 这 种 情形 并 不 能 延续 到 任意 大 的 雷诺 数 . 其 实 , 当 Re 足够 
大 时 , 层 流 边界 层 (位 于 分 离线 前 面 的 物体 表面 上 ) 失 稳 并 向 洪流 转变 . 这 时 ， 
并 非 整个 边界 层 都 转变 为 潮流 , 仅 是 它 的 某 一 部 分 如 此 . 
因此 , 物体 的 整个 表面 可 以 分 为 三 部 分 : 在 前 面 是 层 流 边 
界 层 , 然后 是 淇 流 边界 层 , 最 后 是 分 离线 后 方 的 区 域 一 
边界 层 向 清流 的 转变 对 基本 流动 的 整个 图 案 有 重要 
影响 : 这 导致 分 离线 显著 地 向 下 游 移动 , 物体 后 面 的 滑 流 
尾 迹 因而 缩小 (如 图 33 所 示 , 阴影 部 分 是 尾 迹 区 域 )J@. 潮 
流 尾 迹 的 缩小 引起 阻力 的 减 小 . 因此 , 边界 层 在 大 雷诺 数 。” 
下 向 油 流 的 转变 伴随 着 阻力 因子 的 减 小 ， 阻 力 因 子 在 相 四 
对 很 小 的 一 个 雷诺 数 范围 内 (在 105 的 几 倍 附近 ) 下 降 为 
原来 的 几 分 之 一 . 这 种 现象 称 为 失 阻 . 阻力 因子 在 这 个 雷 9 
诺 数 范围 内 减 小 了 很 多 , 以 致 于 在 C 为 常数 时 本 来 应 当 按照 正比 于 速度 平方 
的 方式 增加 的 阻力 本 身 , 这 时 甚至 会 随 速度 的 增加 而 减 小 @. 
可 以 指出 , 流向 物体 的 来 流 的 汕 流 程度 对 失 阻 现象 有 影响 . 该 程度 越 大 ， 
边界 层 越 早 (在 越 小 的 Re 下 ) 向 测 流 转变 , 阻力 因子 从 而 也 会 在 越 小 的 雷诺 数 


@ 绕 气泡 的 流动 是 一 种 特殊 情况 ， 即 使 Re 很 大 , 阻力 仍然 正比 于 速度 的 一 次 方 . 见 本 节 习 题 . 

@ 例如 , 在 长 圆柱 体 的 横向 绕 流 中 , 边界 层 向 注 流 的 转变 使 分 离 点 的 位 置 从 95° 移 至 60" (圆柱 
体 横 截面 上 的 角 从 流动 方向 算 起 ). 

@ 我 们 指出 , 对 于 绕 球体 的 流动 , 非 定常 性 的 第 一 次 出 现 (Re 的 相应 量 级 为 几 十 ) 并 不 伴随 着 阻 
力 的 突 跃 式 变化 . 这 是 因为 弱 自 激 条 件 下 的 过 渡 是 连续 的 ， 流 动 特性 只 可 能 在 曲线 C(Re) 发 生 剧 烈 
变化 时 才 有 所 改变 . 
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下 就 开始 减 小 (并 且 这 样 的 雷诺 数 范围 越 宽 ). 

图 34 和 35 给 出 通过 实验 得 到 的 球体 阻力 因子 对 雷诺 数 Re = Ud/v (d 为 
直径 ) 的 依赖 关系 图 像 (图 34 采用 对 数 尺度 , 图 35 采用 通常 尺度 ). 阻力 因子 
C 在 Re 很 小 (Re < 1) 时 按照 规律 C = 24/Re (斯 托 克 斯 公式 ) 减 小 , 然后 更 
慢 地 继续 减 小 , 一 直到 Re ~ 5 x 103 时 达到 极 小 值 为 止 , 此 后 稍微 增 大 . 在 震 
诺 数 介 于 2 x 104 和 2 x 105 之 间 时 , 规律 (45.2) 成 立 , 即 C 基本 保持 不 变 . 当 
Re 大 约 介 于 2x105 和 3x105 
之 间 时 出 现 失 阻 , 阻力 因子 大 
约 减 小 到 原来 的 1/4 到 1/5. 
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图 34 图 35 


为 了 进行 比较 , 我 们 给 出 一 个 没有 失 阻 现象 的 绕 流 实例 一 一 垂直 于 平面 
圆 盘 的 来 流 绕 圆 盘 的 流动 . 分 离 的 位 置 在 这 种 情况 下 是 明显 的 , 通过 纯粹 几何 
上 的 考虑 就 可 以 预先 知道 这 一 点 . 分 离 显 然 发 生 在 圆 盘 边 缘 , 并 且 不 会 再 从 那 
里 移 至 别处 . 所 以 , 当 Re 增 大 时 , 圆 盘 的 阻力 因子 保持 不 变 , 不 会 发 生 失 阻 . 

必须 注意 , 当 失 阻 发 生 在 高 速 情况 下 时 , 流体 的 可 压缩 性 已 经 可 以 产生 显 
著 影 响 . 马赫 数 M = U/c 是 表征 这 种 影响 程度 的 参数 ， 其 中 是 声速 . 如 果 
M 之 1, 就 可 以 把 流体 看 做 不 可 压缩 的 (§10). 因为 在 M 和 Re 这 两 个 数 的 定 
义 中 只 有 一 个 含有 物体 的 尺寸 , 所 以 这 两 个 数 可 以 独立 地 变化 . 

实验 结果 表明 , 可 压缩 性 对 层 流 边界 层 内 的 流动 一 般 起 稳定 作用 . 边界 层 
在 Re 达到 临界 值 时 向 湛 流 转变 , 该 临界 值 随 M 的 增 大 而 增 大 , 失 阻 也 随 之 
而 推迟 发 生 . 以 球体 为 例 , 当 M 从 0.3 变 为 0.7 时 , 失 阻 大 致 从 Re ~ 4 x 105 
推迟 到 Re = 8 x 105. 

我 们 还 指出 , 当 M 增 大 时 , 层 流 边界 层 分 离 点 的 位 置 向 上 游 移动 , 即 向 物 
体 的 前 部 移动 , 而 这 必然 导致 阻力 有 所 增加 . 
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习 题 


设 一 个 气泡 在 液体 中 运动 , 求 大 雷诺 数 情况 下 气泡 所 受 的 阻力 . 
解 : 在 液体 和 气体 之 间 的 界面 上 , 流体 速度 的 切 向 分 量 本 身 不 等 于 零 , 但 其 法 向 导数 
等 于 零 ( 息 略 气体 的 瞻 性 ). 所 以 ,边界 面 附近 的 速度 梯度 不 会 太 高 , 不 存在 边界 层 (如 839 
所 述 的 形式 ), 从 而 (几乎 在 整个 气泡 的 表面 上 ) 也 不 存在 分 离 现象 . 于 是 , 在 利用 体积 分 
(16.3) 计算 能 重 耗 散 率 的 时 候 ， 只 要 息 略 液体 的 表面 层 和 很 薄 的 涡流 尾 迹 ， 就 可 以 在 整个 
空间 中 应 用 绕 球体 势 流 的 过 度 分 布 ( 见 810 习题 2). 根据 816 习题 中 得 到 的 公式 进行 计 


算 , 我 们 求 出 
， Ov 
Ekin = -nf Br 


由 此 可 见 , 所 求 的 耗 散 阻力 


.2rR2 sin0d0 = —12nnRU?. 
r=R 





F = 12rnRU. 


这 个 公式 的 应 用 范围 其 实 不 大 , 因为 当 吉 度 足 够 大 时 , 气泡 就 不 再 保持 球形 了 ， 
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可 以 提出 这 样 的 问题 : 为 了 使 一 个 物体 (满足 一 定 条 件 , 例如 具有 给 定 面 
积 的 横 截 面 ) 在 流体 中 运动 时 受到 尽 可 能 小 的 阻力 , 物体 应 当 具有 什么 样 的 形 
状 ? 从 上 面 的 全 部 讨论 显然 可 知 , 为 此 必须 让 分 离 尽 可 能 远 地 向 后 移动 : 分 高 
应 当 发 生 在 更 接近 物体 后 端的 位 置 , 使 济 流 尾 迹 变 得 尽 可 能 更 罕 一 些 . 我 们 已 
经 知道 ,压强 沿 被 绕 流 物体 表面 向 下 游 方向 迅速 增 大 ， 就 会 促进 分 离 的 发 生 . 
所 以 , 必须 让 被 绕 流 物体 具有 这 样 的 形状 , 使 压强 沿 物体 表面 的 变化 在 上 述 压 
强 增 大 区 域内 尽 可 能 平缓 . 这 是 可 以 实现 的 , 只 要 让 物体 具有 细 长 的 形状 ( 沿 
流动 方向 ) 并 在 下 游 平缓 地 收缩 到 一 
个 尖端, 使 沿 物体 两 侧 的 流动 能 够 平 
缓 地 汇合 , 而 不 必 绕 过 任何 棱角 或 者 
大 幅 偏离 来 流 方向 .物体 前 端 应 当 是 
圆 形 的 . 假如 这 里 有 一 个 拐角 , 流体 一 
速度 在 拐角 顶点 处 就 会 变 为 无 穷 大 CC 
( 见 $10 习题 6), 从 而 导致 压强 沿 下 
游 方向 迅速 增 大 , 则 分 离 不 可 避免 

如 图 36 所 示 的 形状 在 很 大 程度 
上 满足 所 有 这 些 要 求 . 由 下 面 的 图 给 出 的 剖面 既 可 以 是 细 长 旋转 体 的 坑 面 ,也 
可 以 是 大 村 展 物体 (我 们 约定 称 这 样 的 物体 为 机 要 ) 的 截面 . 机 机 的 截面 形状 
也 可 以 是 非 对 称 的 , 例如 上 面 的 图 .在线 这 种 形状 物体 的 流动 中 , 分 离 仅 发 生 











图 36 
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于 非常 靠近 尖 后 缘 的 地 方 , 所 以 阻力 因子 相对 较 小 . 这 样 的 物体 称 为 良 绕 体 或 
流线型 物体 . 

在 良 绕 体 的 阻力 中 , 边界 层 内 流体 直接 作用 在 物体 表面 的 摩擦 力 非常 重 
要 . 对 于 非 良 绕 体 (在 前 一 节 中 讨论 过 ), 摩擦 力 的 作用 相对 很 小 , 所 以 实际 上 
无 关 紧 要 . 而 在 平板 绕 流 (来 流 平 行 于 平板 ) 这 种 相反 的 极限 情况 下 , 摩擦 力 是 
阻力 的 唯一 来 源 (§ 39). 

当 流 线 型 机 可 相 对 于 来 流 的 倾角 (图 36 中 的 a, 被 称 为 攻 角 ) 很 小 时 , 可 
以 产生 很 大 的 升力 玉 , 而 阻力 Fs 很 小 , 所 以 比值 /Fs 可 以 达到 很 大 的 值 
( 量 级 为 10 一 100). 但 是 , 只 有 当 攻 角 不 太 大 (通常 不 超过 大 约 10°) 时 才 会 如 
此 . 此 后 , 当 攻 角 继 续 增 加 时 , 阻力 开始 快速 上 升 , 而 升力 下 降 ， 导致 这 种 现象 
的 原因 是 , 良 绕 体 条 件 在 大 攻 角 下 不 再 成 立 : 发 生 分 离 的 位 置 沿 表面 向 物体 前 
部 移动 了 很 多 , 使 尾 迹 明显 变 宽 . 应 当 注 意 , 厚度 很 小 的 物体 在 极限 下 就 是 平 
板 , 而 平板 仅 在 攻 角 非常 小 的 情况 下 才 是 良 绕 体 . 即使 平板 相对 于 来 流 的 倾角 
很 小 , 在 平板 前 缘 也 会 发 生 分 离 . 

按照 定义 , 攻 角 a 是 从 升力 为 零 时 的 机 辟 位 置 算 起 的 . 在 小 攻 角 情况 下 ， 
可 以 把 升力 展开 为 a 的 寡 级 数 . 如 果 只 考虑 展开 式 中 的 第 一 项 , 我 们 就 可 以 
认为 力 玉 正比 于 a. 其 次 , 按照 同样 对 阻力 使 用 过 的 量 纲 方 法 , 升力 应 当 正 比 
于 pU2. 再 引入 经 展 i, 就 可 以 写 出 


F, = const. pU?alyl;, (46.1) 


其 中 的 常数 const 仅 取 决 于 机 姻 的 形状 , 特别 是 , 它 与 攻 角 无 关 . 对 于 辟 展 非常 
大 的 机 辟 , 可 以 认为 升力 正比 于 避 展 ; 在 这 种 情况 下 , const 只 决定 于 机 辟 横 截 
面 的 形状 . 

经 常 使 用 升力 因子 而 不 用 机 避 升 力 , 前 者 被 定义 为 


G, (46.2) 


__b 
~ llzpUY/2 
如 上 所 述 , 对 于 翼 展 非常 大 的 机 可 , 升力 因子 正比 于 攻 角 , 并 且 既 不 依赖 于 速 
度 , 也 不 依赖 于 翼 展 : 

Oy = const . a. (46.3) 


在 利用 茹 科 夫 斯 基 公式 计算 流线型 机 里 的 升力 时 , 必须 确定 速度 环 量 刀 ， 
其 方法 如 下 . 尾 迹 以 外 的 流动 处 处 有 势 , 而 尾 迹 在 所 给 情况 下 很 薄 , 并 且 在 机 
豆 表 面 上 只 占据 尖锐 后 缘 附 近 的 一 个 很 小 区 域 . 所 以 , 为 了 确定 速度 分 布 ( 同 
时 也 确定 环 量 站 ), 可 以 求解 理想 流体 绕 机 器 的 势 流 问题 . 这 时 可 以 把 尾 迹 当做 
一 个 始 自 机 下 尖 锐 后 缘 的 切 向 间断 面 , 速度 势 在 这 里 有 间断 pa - pi = 卫 . 在 
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838 中 已 经 证 明 , 导数 ap/az 在 这 个 曲面 上 也 有 间断 , 但 导数 9p/az 和 ap/by 
是 连续 的 . 对 于 有 限 贾 展 机 翼 , 这 样 提出 的 问题 有 唯一 解 , 只 不 过 寻求 精确 解 
是 极其 复杂 的 . 

如 果 机 回 有 很 大 的 中 展 (和 保持 不 变 的 横 截 面 ), 就 可 以 认为 它 沿 z 轴 是 
无 穷 长 的 , 从 而 可 以 认为 流动 是 平面 流 (在 zy 平面 内 ). 由 对 称 性 显然 可 知 , 中 
展 方向 上 的 速度 wz = Byp/8z 完全 为 零 . 因此, 在 这 种 情况 下 ,我 们 应 当 寻 求 
速度 势 有 间断 但 其 导数 连续 的 解 . 换言之 , 根本 不 存在 切 向 间断 面 , 我 们 只 要 
考虑 非 单 值 函数 p(x, y), 它 在 环绕 被 绕 流 机 里 剖面 一 周 时 具有 有 限 的 增 量 卫 . 
但 是 ， 在 这 样 的 形式 下 ， 平面 绕 流 问 题 的 解 不 是 单 值 的 ， 因 为 速度 势 可 以 有 
预先 给 定 的 任意 间断 值 . 为 了 得 到 唯一 的 结果 ， 必 须要 求 满足 一 个 附加 条 件 
(C.A. 恰 普 雷 金 , 1909). 

这 个 条 件 要 求 流体 速度 在 机 豆 的 尖锐 后 缘 处 不 等 于 无 穷 大 @. 在 这 方面 ， 
我 们 还 记得 , 当 理 想 流 体 流 过 一 个 拐角 时 , 拐角 顶点 处 的 流体 速度 一 般 而 言 按 
照 才 次 规律 变 为 无 穷 大 (810 习题 6). 可 以 说 , 上 述 条 件 意味 着 , 由 机 豆 两 侧 流 
过 的 气流 必须 平稳 地 汇合 , 而 不 能 绕 过 尖锐 后 缘 . 当 这 个 条 件 成 立时 , 有 势 绕 
流 问 题 的 解 自然 就 给 出 最 接近 真实 情况 的 流动 图 像 , 这 时 速度 处 处 有 限 , 而 分 
离 只 发 生 于 后 缘 处 . 于 是 , 问题 的 解 成 为 唯一 的 , 特别 是 计算 升力 所 需 的 环 量 
卫 也 被 确定 下 来 . 
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在 流线型 机 翼 ( 辟 展 有 限 ) 的 阻力 中 , 一 个 重要 部 分 与 注油 流 尾 迹 中 的 能 
量 耗 散 有 关 . 这 部 分 阻力 称 为 诱导 阻力 . 

在 821 中 已 经 展示 , 怎样 利用 远离 物体 处 的 流动 来 计算 与 尾 迹 有 关 的 阻 
力 . 但 是 , 那里 得 到 的 公式 (21.1) 并 不 适用 于 这 里 的 情况 . 按照 那个 公式 , 在 
尾 迹 横 截面 上 取 ww 的 积分 就 可 以 给 出 阻力 , 即 阻力 是 由 通过 尾 迹 横 截面 的 流 
量 给 出 的 . 然而 , 既然 机 票 是 流线型 的 , 所 以 机 下 后 的 尾 迹 很 薄 , 上 述 流量 在 所 
研究 的 情况 下 很 小 , 于 是 在 下 面 的 近似 下 可 以 完全 忽略 . 

类 似 于 §21 的 做 法 , 设 平 面 z = zl 和 平面 > = za 分 别 位 于 物体 后 方 和 前 
方 很 远 处 , 我 们 把 力 Fi 写 为 通过 这 两 个 平面 的 总 动量 流 的 z 分 量 之 差 . 如 果 
把 速度 的 三 个 分 量 写 为 UV + vz, vy, vz 的 形式 , 对 于 动量 流 密度 的 分 量 刀 -。 就 
有 表达 式 

Tsz = p+ p(U + vs)?, 


@ 在 中 文 文献 中 , 这 个 条 件 通常 称 为 库 塔 - 茹 科 夫 斯 基 条 件 . 一 一 译 者 
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于 是 阻力 为 
FPF,= ( / | 一 / | ) [p+p(U + va):] dy dz. (47.1) 


因为 尾 迹 很 薄 , 所 以 (在 沿 平面 > = zi 的 积分 中 ) 可 以 忽略 沿 尾 迹 横 截面 的 积 
分 , 于 是 处 处 仅 对 尾 迹 以 外 的 区 域 进行 积分 即 可 . 但 是 , 尾 迹 以 外 的 流动 是 势 
流 , 并 且 成 立 伯 努 利 公式 

2 


0 
p+alU+vh =po+ 


所 以 
Pp 一 po 一 pUvs 一 二 p( 吧 十 中 十 吧 ). (47.2) 


这 里 不 能 ( 像 821 那样 ) 忽略 二 次 项 , 因为 待 求 的 阻力 在 所 研究 的 情况 下 
正 是 由 它们 决定 的 . 把 (47.2) 代入 (47.1), 得 到 


F = (1-N)) pot p02+pUvs + 全 ( 吕 一 志 一 品 )| dy dz. 


下 一 T2 了 一 了 1 


常量 po + pU? 的 积分 之 差 等 于 零 , pUwvs 的 积分 之 差 也 等 于 零 , 因为 通过 前 后 
两 个 平面 的 流量 [fpvs dy dz 应 当 相 同 (在 所 考虑 的 近似 下 可 以 忽略 通过 尾 迹 
横 截面 的 流量 ). 其 次 , 如 果 把 平面 z = za 移动 到 物体 前 方 足够 远 的 地 方 , 则 
该 平面 上 的 速度 v 将 有 非常 小 的 值 , 于 是 可 以 忽略 p( 邮 - 吧 一 邮 ) 沿 该 平面 
的 积分 . 最 后 , 在 绕 流线型 机 机 的 流动 中 , 尾 迹 外 的 速度 we 远 小 于 w 和 vz. 
所 以 , 在 沿 平面 z = zi 的 积分 中 , o2 与 好 十 好 相 比 可 以 忽略 不 计 . 因此 , 我 们 
得 到 

= 5 / | (v2 + v2) dy dz, (47.3) 


这 里 沿 位 于 物体 后 方 远 处 的 一 个 平面 z = const 进行 积分 , 并 且 积 分 域 不 包括 
尾 迹 的 横 截面 @. 

用 这 种 方法 计算 的 流线型 机 翼 阻 力 可 以 通过 速度 环 量 忆 表示 出 来 , 该 环 
量 也 决定 了 升力 . 为 此 , 我 们 首先 指出 , 速度 在 距离 物体 足够 远 处 对 坐标 z 的 
依赖 关系 很 弱 ， 从 而 可 以 把 v,(y，z), vz(y，z) 看 做 与 x 完全 无 关 的 某 种 二 


@ 公式 (47.3) 可 能 造成 这 样 的 印象 : 当 距 离 = 增 大 时 , 速度 ww, v 的 量 级 根本 不 会 减 小 、 的 确 ， 
只 要 尾 迹 的 厚度 远 小 于 其 宽度 ， 正 如 我 们 在 推导 公式 (47.3) 时 所 假设 的 那样 ， 上 述 想法 就 是 正确 的 . 
在 机 可 后 方 非常 远 的 地 方 , 尾 迹 最 终 仍 会 变 厚 , 以 至 于 其 模 截 面 大 致 上 变 为 圆 形 ， 公 式 (47.3) 在 这 里 
不 再 成 立 , 而 ww, vz 则 随 焉 离 的 增 大 而 迅速 减 小 . 
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维 流动 的 速度 . 引入 流 函 数 (8 10) 作为 辅助 变量 是 方便 的 ， 这 时 w = 6w/6y， 
vy 二 一 6p/98z. 因此 ， 


m-$//|(% )+ 人 2) Jave 


其 中 沿 紧 直 坐标 y 的 积分 是 从 +oo 到 刀 , 又 从 ys 到 -oo (y1, yz 是 尾 迹 上 下 
边界 的 坐标 , 见 图 26). 因为 尾 迹 以 外 为 势 流 (rotwv = 0), 所 以 有 


Ca MN 
Oy? 8z2 


对 上 述 积 分 应 用 二 维 格林 公式 , 得 到 
B=- 人 sf Var dl, 


这 里 的 积分 沿 原来 面积 分 的 积分 域 边界 线 进行 (8/6n 表示 沿边 界线 外 法 向 的 
导数 ). 在 无 穷 远 处 =0, 所 以 积分 应 当 沿 尾 迹 横 截面 (在 yz 平面 上 的 截面 ) 
的 边界 进行 , 于 是 得 到 


= 的 -人 的] 


这 里 应 当 在 整个 尾 迹 宽度 上 积分 , 而 方 括号 中 的 差 值 表示 导数 6y/6y 在 通过 
尾 迹 时 的 间 斯 值 . 注意 到 8%/6y = vs = 8w/6z, 我 们 有 


( 员 一 ( 动 12) (强人 -区 
-党 。 


最 后 , 我 们 使 用 一 个 已 知 的 势 论 公式 
Wn/ (on) (mn) a 


其 中 积分 是 沿 某 条 平面 封闭 曲线 进行 的 , > 是 从 dl 到 需要 计算 出 y 的 那 一 点 
的 距离 , 而 方 括 号 中 的 表达 式 就 是 在 封闭 曲线 上 的 法 向 导数 的 间断 值 @, 在 


所 以 


名 在 一 维 势 论 中 , 这 个 公式 给 出 了 电荷 密度 为 


示 [( 训 ), (如 )] 


的 带电 平面 封闭 曲线 所 产生 的 电势 
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上 述 情况 下 , 积分 曲线 是 z 轴 的 一 段 , 所 以 对 于 函数 p(y,z) 在 z 轴 上 的 值 可 
以 写 出 : 


1 0 1 1 1 dT . 8 
wo= 去 /[( 颖 ) -( 末 )| lIn|lz—z|dz Se hs 一 区 dz 


最 后 , 把 它 代入 及, 就 得 到 诱导 阻力 的 下 列 公式 : 


J 
F, -£// 人 上 ) In|z— 2z’|dzdz’ (47.4) 











(L. 兽 朗 特 , 1918). 这 里 已 经 把 融 展 表示 为 ls = 1, 并 把 z 的 原点 取 在 机 里 一 端 . 

如 果 z 轴 方 向 上 的 所 有 长 度 都 增加 某 个 倍数 (保持 不 变 ), 则 积分 (47.4) 
将 保持 不 变 @. 这 表明 , 当 喷 展 增 大 时 , 机 辟 总 诱导 阻力 的 量 级 保持 不 变 . 换 言 
之 , 单位 长 度 机 责 的 诱导 阻力 随 融 展 增 大 而 减 小 @. 与 阻力 不 同 , 总 升力 


= -ou | raz (47.5) 


几乎 按照 正比 关系 随 翼 展 的 增 大 而 增 大 , 而 单位 长 度 机 翼 的 升力 保持 不 变 . 
为 了 实际 计算 积分 (47.4) 和 (47.5), 下 述 方法 颇 为 方便 . 我 们 按照 表达 式 


z= 卫 (一 cosg， 0<09<” (47.6) 
引入 新 变量 9 来 代替 坐标 z. 速度 环 量 分 布 可 以 写 为 三 角 级 数 的 形式 : 


T= —2Ul > A sinnb. (47.7) 
人 一 
这 里 , 一 = 0 的 条 件 在 机 既 两 端 ( 即 在 z = 0, ;或 92= 0, r 处 ) 是 成 立 的 . 
把 这 个 表达 式 代 入 公式 (47.5) 并 计算 积分 (并 且 利 用 函数 snbg 和 sinn0 
在 n 关 1 时 的 正 交 性 ), 我 们 得 到 


- 巡 


加 为 了 避免 误解 ， 我 们 指出 ， 当 长 度 单位 变化 时 ， 被 积 函数 中 的 对 数 将 增加 一 个 常数 ， 但 这 是 无 
关 紧 要 的 . 其 实 , 如 果 把 上 述 积分 中 的 In |z - z'| 替换 为 一 个 常数 , 则 相应 积分 必定 为 零 , 因为 


/ 往 —dz=T|=0 
(T 在 尾 迹 边界 上 等 于 零 ). 
@ 在 无 穷 大 姻 展 的 极限 下 ,单位 长 度 机 如 的 诱导 阻力 为 零 . 其 实 , 这 时 仍然 还 有 不 大 的 阻力 , 它 
取决 于 尾 迹 中 的 流量 ( 即 积分 /J vz dy dz), 我 们 在 推导 公式 (47.3) 时 忽略 了 这 部 分 流量 . 该 阻力 既 包 
括 摩擦 阻力 , 也 包括 起 因 于 尾 迹 耗 散 的 其 余部 分 阻力 . 


§47 诱导 阻力 . 209 ， 


因此 , 升力 仅 依赖 于 展开 式 (47.7) 中 的 第 一 个 系数 . 对 于 升力 因子 (46.2), 我 
们 有 
Cy = xAAi, (47.8) 
这 里 引入 了 机 辟 的 展 骇 比 入 = 
为 了 计算 阻力 , 我 们 对 公式 (47.4) 进行 一 次 分 部 积分 , 从 而 把 它 改写 为 
= £/ [re de (47.9) 


dz Zz—z 


容易 看 出 , 这 里 对 z 的 积分 必须 取 其 主 值 . 把 (47.7) 代入 , 经 过 初等 运算 @ 即 
可 得 到 以 下 诱导 阻力 因子 公式 : 





= "7A SS m.42. (47.10) 


n=1 
就 像 升力 因子 那样 , 我 们 定义 机 翼 的 阻力 因子 为 


Fo 
Cz 一 到 10277272， (47.11) 


这 里 的 阻力 也 是 指 zz 平面 单位 面积 上 的 阻力 . 


习 是 


在 升力 和 要 展 1: = ! 给 定 的 条 件 下 , 求 诱导 阻力 的 最 小 值 . 
解 : 从 公式 (47.8) 和 (47.10) 显然 可 知 , 在 O 给 定 的 条 件 下 ( 即 当 4i 给 定时 ), 如 果 


1 
Cz min = pe (1) 
速度 环 量 沿 爵 展 的 分 布 由 公式 
T= -人 VIO Vz 一 2) (2) 


给 出 . 如 果 翼 展 足 够 大 , 则 绕 机 事 任 何 截 面 的 流动 近似 对 应 于 绕 无 穷 大 翼 展 且 检 面 处 处 与 
其 相同 的 机 要 的 平面 流动 . 在 这 种 情况 下 可 以 说 , 当 机 事 在 Zz 平面 内 的 形状 是 半 轴 为 1./2 
和 1/2 的 椭圆 时 , 就 得 到 环 量 分 布 (2). 


@ 在 对 x’ 积分 时 , 必须 计算 积分 ( 主 值 ) 

T cosng’ ; 778sinno 
一 -一 一 一 60 = 
0 cosp' 一 cos0 sin0b 





在 对 z 积分 时 , 则 要 利用 


/2, n= m, 


广 sinmbsinynb db = { 
0 0， nzm. 
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8 48 薄 翼 的 升力 


按照 茹 科 夫 斯 基 定 理 , 计算 机 姻 升 力 的 问题 归结 为 计算 速度 环 量 芽 的 问 
题 . 对 于 翼 剖 面 处 处 相同 的 无 穷 大 器 展 流线型 薄 咽 , 可 以 在 一 般 形式 下 求解 这 
个 问题 (下 面 介绍 的 解法 是 由 M.B. 克 尔 德 什 和 I. 开 . 谢 多 夫 (1939) 提出 的 )， 

设 y=G(z) 和 y= 6(z) 是 机 翼 剖 面 下 半 部 分 和 上 半 部 分 曲线 的 方程 
(图 37). 我 们 假设 这 个 剖面 很 薄 且 稍微 弯曲 , 相对 于 来 流 方向 (xz 轴 ) 倾斜 一 
个 小 攻 角 . 换言之 , 假设 61, cz 本 身 及 导数 4, G3 都 很 小 , 即 剖 面 边 界 的 法 线 几 
乎 处 处 平行 于 y 轴 . 在 这 些 条 件 下 
可 以 认为 ， 由 于 存在 机 辟 而 引起 的 


流体 速度 扰动 ov 处 处 远 小 于 来 流速 
一 | 生生 一 一 _ 度 U (只 有 机 村 圆 钝 前 缘 附 近 很 小 
| 的 区 域 是 例外 ). 机 机 表 面 的 边界 条 
一 件 为 
37 Vy _ 
在 y Se 《 处 ， 二 一 C 


根据 上 述 假设 , 可 以 要 求 这 个 条 件 在 y = 0 处 成 立 , 而 不 是 在 y =¢ 处 成 立 . 于 
是 , 在 横 坐 标 轴 上 以 z =0 和 z= i 三 a 为 端点 的 线段 上 , 应 当 有 


BE { UC2(7), y 一 十 0， 


”lvd(z), yo -0. 0 


为 了 应 用 复 变 函数 论 方法 ， 我们 引入 复 速度 : dw/dz = vs -ioy ( 见 810)， 
它 是 变量 z = z 十 这 的 解析 函数 . 在 现在 的 情况 下 , 该 函数 在 横 坐 标 轴 的 线段 


1m dw -{ — UC2(z), y +0, 


dz -Ud(s), y= -0. ee 


为 了 求解 所 提问 题 , 我 们 首先 把 待 求 速度 场 v(z, y) 表示 为 两 个 速度 分 布 
之 和 的 形式 : 


v=vVt 十 9 一 ， 
它们 具有 以 下 对 称 性 : 


vz (x, —Yy) = vz (2, Y), vy (, 一 切 = 一 好 (cz， 2h， 
(48.3) 
vi (2, —y) = 一 好 (z， y), vi (%, 一 切 = (2 幼 )， 


848 薄 翼 的 升力 “211 : 


这 些 性 质 (对 于 单独 每 一 个 速度 分 布 vo- 和 w+) 与 连续 性 方程 和 势 流 方程 没 
有 矛盾, 并且 因为 问题 是 线性 的 , 所 以 可 以 独立 地 求 出 这 两 个 分 布 . 
复 速 度 也 可 以 相应 地 表示 为 和 的 形式 : 


Ww 一 十， 
并 且 这 两 项 在 线段 (0, a) 上 的 边界 条 件 是 


U 
Imwh 6 一 三 太 | 0 = 一 (G+ 的 ， 


? (48.4) 
Imw’|, ,0= -Inw|, ,oo= 5(4 -6). 


利用 柯 西 公式 可 以 确定 函数 ww: 
w= 信 © qe 


27i i, €—z% 


积分 是 沿 复 平面 ¢ 上 的 一 个 小 半径 圆 二 进行 的 , 圆心 位 于 点 = z (图 38). 
了 可 以 替换 为 一 个 无 穷 大 半径 的 圆 C" 和 一 条 按照 顺 时 针 方 向 环绕 的 封闭 
曲线 C, 后 者 可 以 收缩 至 两 次 通过 的 线段 (0，o). 沿 0' 的 积分 等 于 零 ， 因 为 
w'‘(z) 在 无 穷 远 处 等 于 零 . 沿 C 的 积分 给 出 以 下 表达 式 : 


这 二 -去 = 一 4 (与 (48.5) 


这 里 利用 了 w 的 虚 部 在 线段 (0, a) 上 的 边界 条 件 (48.4), 以 及 w/ 的 实 部 在 

这 条 线段 上 没有 间断 的 条 件 , 即 对 称 条 件 (48.3). 
为 了 求 出 函数 几 ，, 不 应 当 对 该 函数 本 身 应 用 

柯 西 公式 , 而 应 当 对 乘积 几 (z)g(z) 应 用 这 个 公式 ， 


其 中 
sl) = /2 


并 且 当 z =z > a 时 , 根 式 取 正 号 . 在 实 轴 的 线段 
(0, a) 上 , 函数 g(z) 是 纯 虚 的 , 并 且 有 间断 : 


rT 
i0)=— — 10) = -i 前 也 
ge+i0) = -ge —i0) = -i /= 图 38 


根据 函数 g(z) 的 这 些 性 质 显然 可 知 , 乘积 gw 的 虚 部 在 线段 (0, a) 上 有 间断 ， 
而 实 部 是 连续 的 , 这 类 似 于 函数 wi. 所 以 , 完全 类 似 于 公式 (48.5) 的 推导 , 我 


们 得 到 
人 4 十 + 











wi(z)g9(z) = 一 一 g(é + i0) dé. 
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综合 以 上 各 表达 式 , 我 们 最 终 求 出 薄 辟 绕 流速 度 分 布 公式 如 下 : 


dw_ UU fz-a /°c +6(E) | _€ Uf (0-4) 
ee ee Nd) et 


在 圆 钝 前 缘 附 近 ( 即 当 z 一 0 时 ), 这 个 表达 式 一 般 而 言 变 为 无 穷 大 ， 因 
为 上 述 近 似 不 适用 于 这 个 区 域 . 在 尖锐 后 缘 附 近 ( 即 当 z 一 a 时 ), (48.6) 的 第 
一 项 是 有 限 的 , 但 第 二 项 一 般 而 言 只 是 以 对 数 方式 变 为 无 穷 大 @. 这 种 对 数 奇 
异性 与 这 里 所 用 的 近似 有 关 , 在 更 精确 的 表述 中 就 会 消失 . 根据 恰 普 雷 金条 件 ， 
在 后 缘 处 不 存在 任何 知 次 律 发 散 性 . 由 于 适当 选择 了 上 面 所 用 的 函数 g(z), 这 
个 条 件 已 经 得 到 满足 . 

公式 (48.6) 使 我 们 能 够 确定 绕 机 鄙 剖 面 的 速度 环 量 二 根据 一 般 规则 ( 见 
§10), 荆 可 由 泌 数 wy(z) 在 单 极点 z = 0 的 留 数 给 出 . 容易 求 出 所 需 的 留 数 , 它 
等 于 w'(z) 在 无 穷 远 点 的 震级 数 展开 式 中 1/z 的 系数 : 


并 且 对 于 民 可 以 得 到 一 个 简单 的 公式 : 


7 J é 
r=0/ C+/ (48.7) 
我 们 指出 , 这 里 出 现 的 只 是 函数 4 与 名 之 和 . 可 以 说 , 如 果 把 薄 收 改 为 一 个 
形状 由 函数 (4 十 C2)/2 给 出 的 弯曲 薄板 , 则 升力 不 变 . 
例如 ,对 于 形 如 平板 的 无 穷 大 翼 展 机 喷 , 在 小 攻 角 a 下 有 =¢=a(a 一 z)， 
因而 公式 (48.7) 给 出 也 = -xaaU. 该 机 翼 的 升力 因子 等 于 
_ —pUT 


Oy = apU32 = 270. 


名 如 果 &1 和 Ga 在 后 缘 附 近 以 (a 一 z)* (k > 1) 的 方式 趋 于 零 , 即 如 果 后 缘 端点 是 尖 点 ,就 不 会 
出 现 这 种 发 散 性 . 
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8 49 一 般 传 热 方程 


我 们 在 82 最 后 已 经 指出 , 封闭 的 流体 动力 学 方程 组 应 当 包含 五 个 方程 . 
对 于 有 热传导 和 内 摩擦 过 程 的 流体 , 连续 性 方程 仍然 是 其 中 的 一 个 方程 , 欧 拉 
方程 则 要 换 为 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 . 至 于 第 五 个 方程 , 对 于 理想 流体 有 焙 守 人 恒 
方程 (2.6), 但 这 个 方程 对 于 黏 性 流体 当然 并 不 成 立 , 因为 在 黏 性 流体 中 有 不 可 
逆 的 能 量 耗 散 过 程 . 

在 理想 流体 中 , 能 量 守 恒定 律 可 由 方程 (6.1) 表示 : 


9 2 . V2 

(Ce) ee 
左边 是 单位 体积 流体 的 能 量变 化 率 , 右边 是 能 流 密度 的 散 度 . 在 黏 性 流体 中 ， 
能 量 守恒 定律 当然 也 成 立 : 某 区 域内 流体 总 能 量 的 变化 率 仍 然 应 当 等 于 通过 
该 区 域 边界 面 的 总 能 流 . 但 是 , 能 流 密度 现在 具有 另外 的 形式 . 首先 , 除了 与 
流动 中 的 直接 质量 输 运 有 关 的 能 流 pv(v3/2 + w), 还 有 与 内 摩擦 过 程 有 有 关 的 能 
流 . 后 者 可 由 矢量 v.o 表示 , 其 分 量 为 wc4 ( 见 816). 不 过 , 这 并 未 包括 能 流 
中 的 所 有 附加 项 . 

如 果 温度 在 流体 所 占 区 域 中 不 是 处 处 相同 ， 则 除了 上 述 两 种 机 理 的 能 量 
输 运 , 还 有 一 种 通过 被 称 为 热传导 的 方式 发 生 的 热量 输 运 . 这 意味 着 分 子 能 量 
从 高 温 处 向 低温 处 的 直接 输 运 . 这 种 输 运 与 宏观 运动 无 关 , 即使 在 静止 流体 中 
也 会 发 生 . 

我 们 用 q 表示 由 热传导 引起 的 热流 密度 . 热流 g 与 沿 流体 的 温度 变化 有 
关 . 在 温度 梯度 不 太 大 的 情形 下 , 立即 就 可 以 写 出 这 种 关系 . 我 们 实际 所 涉及 
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的 热传导 现象 恰恰 几乎 总 是 这 样 的 情形 . 于 是 , 我 们 可 以 把 g 展开 为 温度 梯度 
的 寡 级 数 , 并 且 只 取 展 开 式 中 的 一 次 项 . 展开 式 中 的 常数 项 应 当 为 零 , 因为 当 
VT 为 零 时 gq 应 当 同 时 为 零 . 因此 , 我 们 得 到 


q = —xVYT. (49.1) 


系数 x 称 为 热 导 率 . 因为 能 流 的 方向 应 当 从 高 温 处 指向 低温 处 , 即 g 和 VT 必 
须 指 向 相反 的 方向 , 所 以 由 此 立刻 可 以 看 出 , 热 导 率 总 是 正 的 . 一 般 而 言 , 系数 
x 是 温度 和 压强 的 函数 . 

因此 , 当 存 在 黏 性 和 热传导 时 , 流体 中 的 总 能 流 密 度 等 于 以 下 各 项 之 和 : 


12 
po (tw) 一 wo — xVYT. 


与 此 相应 , 一 般 的 能 量 守恒 定律 可 以 由 以 下 方程 表示 : 
了 (等 十 m) - 一 div |m (入 十 ) 一 VCO/ 一 v7| ; (49.2) 

这 个 方程 可 以 用 来 封闭 黏 性 流体 的 流体 动力 学 方程 组 . 不 过 , 利用 运动 方 
程 把 这 个 方程 变换 为 另 一 种 形式 将 更 为 方便 . 为 此 , 我 们 从 运动 方程 出 发 来 计 
算 单位 体积 流体 的 能 量 对 时 间 的 导数 . 我 们 有 


0 /pe _ op Ov Oe Op 
页 (使 +ee) = 二 中 +oo。 tmt a 


由 连续 性 方程 消去 8p/8i, 由 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 消去 9v/8t, 得 到 





吉 ( 芳 +pe) -全 div(pv) - pv 9 —v: Vp+ ne 法 +p — ediv(pv). 
现在 利用 热力 学 关系 式 

de—Tds -pdV =Tds+ 三 dp, 
于 是 


Oe Os pop nes 了 
HR- 克 div(po). 


把 它 代 入 前 一 个 等 式 并 引入 答 w 二 e 十 p/p, 我 们 求 出 

2 
训 (给 +r) 一 -( 王 + div(pv) — ov . -7 生 一 光 ， -Yp+AT 呈 二 
进一步 , 由 热力 学 关系 式 dw = Tds 十 dp/p 有 - 


Vp= pVw — pTYs, 
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所 以 等 式 过 最 后 一 项 可 以 写 为 以 形式 
ou 
ud = (oh) -oe = div(o.0) -oh Be 


本 这 此 表达 起 代入 上 面 的 祭 然后 先 加 上 再 减 去 div(xV 了 T), 就 得 到 


0 pu? Wy i: v2 / | 
去 (全 + = po ( 守 +w) v0 — xYT 








+pT ( 久 十 9 vs) - ba 2 — div(xVT). (49.3) 
把 体积 能 对 时 间 的 导数 的 这 个 表达 式 与 (49.2) 进行 对 比 , 得 到 方程 
pT ( 叶 十 名: vs) = oh + div(xy7T). (49.4) 


我 们 将 称 这 个 方程 为 一 般 传 热 方程 . 假如 没有 黏 性 和 热传导 , 其 右边 为 零 , 就 
得 到 理想 流体 的 精 守 恒 方 程 (2.6). 

需要 注意 关于 方程 (49.4) 的 以 下 说 明 . 左边 的 表达 式 正好 是 质量 焙 对 时 
间 的 全 导数 ds/dt 乘 以 pT, 该 全 导数 给 出 流体 微 元 在 空间 中 移动 过 程 中 的 
质量 炉 变 化 率 . 因此 , Tds/dt 是 单位 质量 流体 在 单位 时 间 内 获得 的 热量 , 而 
PT ds/dt 是 单位 体积 流体 在 单位 时 间 内 获得 的 热量 . 所 以 我 们 从 (49.4) 看 出 ， 
单位 体积 流体 所 获得 的 热量 为 

Be + div(xVT). 

这 里 第 一 项 是 由 于 笑 性 而 耗 散 为 热 的 能 量 , 而 第 二 项 是 通过 热传导 进入 上 述 
流体 所 占 区 域 的 热量 . 

把 ci 的 表达 式 (15.3) 代入 方程 (49.4) 右边 第 一 项 并 展开 : 

1 Ov Ov; (时 Ov 2 ,下 各 Couig Ov 


Ork Or; Boik 0 Ork ik Br 











Dik Br Ozxk 
容易 验证 , 第 一 项 可 以 写 为 
3 (中 Ov _ 2 ue) 











Ork Or; 3 Wh gr 
的 形式 , 对 第 二 项 则 有 
Cui y Ow Ov; Ov 
Gor gz 一 (= (divo). 
因此 , 方程 (49.4) 的 形式 化 为 





“fs ui Ove 2. Ou 2 
和 (家 +v: ‘vs)= div(xVT)++ 址 (各 二 一 可 0iD ) +6c(divo) (49.5) 
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经 过 不 可 逆 的 热传导 过 程 和 内 摩擦 过 程 , 流体 的 粹 增加 了 . 这 里 所 讨论 的 
当然 不 是 单独 每 个 流体 微 元 的 箭 , 而 是 整个 流体 的 总 炳 , 它 等 于 积分 「 psdV. 
单位 时 间 内 的 粹 变化 率 可 由 以 下 导数 给 出 : 


0 _ [8(ps) 
BR/”=/ dV. 


利用 连续 性 方程 和 方程 (49.5), 我 们 有 


Olps) os Op _ i A Ee 
"a =PBtsB = sdiv(pv) po:Vst+ div(xVT) 


au ask 2 bu ¢,, ,2 
十 3 (总 上 Or 3 ) Tdiv®) 








前 面 两 项 之 和 给 出 一 div(psv), 其 体积 分 可 以 变换 为 炉 流 psv 的 曲面 积分 . 
如 果 研 究 在 无 穷 远 处 静止 的 无 界 流体 , 我 们 就 可 以 让 边界 面 移动 至 无 穷 远 处 ， 
这 时 曲面 积分 中 的 被 积 函数 等 于 私 , 所 以 积分 也 等 于 零 . 第 三 项 的 积分 可 以 变 


换 如 下 : 
2 
/¥ 地 div(xVT)dV = / div A dV+ / NS dV. 


认为 流体 温度 在 无 穷 远 处 足够 快 地 趋 于 一 个 常 极限 值 ,， 我 们 把 第 一 个 积分 变 
换 为 无 穷 远 处 曲面 上 的 积分 , 在 该 曲面 上 VT = 0, 所 以 该 积分 为 零 . 
于 是 可 以 得 到 


2 fm/ Aav+ /号 ( 生 + 曙 -2mg 
元 / oar= / 7 V+ rat a ss) 4 


十 / (div v)? dV. (49.6) 











第 一 项 是 由 热传导 引起 的 粹 增长 率 , 其 他 两 项 则 是 由 内 摩擦 引起 的 粹 增长 率 . 
粹 只 能 增加 , 即 三 项 之 和 (49.6) 必须 是 正 的 . 另 一 方面 , 其 中 每 一 项 中 的 
被 积 函数 都 有 可 能 不 为 零 , 即使 其 余 两 个 积分 为 零 时 也 是 如 此 . 所 以 , 上 述 每 


@ 再 对 这 个 方程 右边 第 三 项 进行 变换 ( 见 下 文 ), 则 有 


O(ps) 
ot 





2 2 yi 
=-av [pew -|+ SD + 丈 豆 + 束 -天 襄 1) + 和 (div v)?. 
因此 , 在 考虑 热传导 时 , 箭 流 不 仅 包括 psv, 而 且 包括 -(xVT)/T.， 右边 最 后 三 项 通常 统称 为 灶 产 生 ， 
分 别 表示 由 热传导 、 剪 切 欠 性 和 体积 耕 性 这 三 种 不 可 逆 因 素 引 起 的 体积 粹 增长 率 . 粹 流 对 体积 灶 的 贡 
献 可 正 可 负 , 但 炳 产生 恒 为 正 . 一 一 译 者 
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一 个 积分 都 是 正 的 . 由 此 可 知 , 除了 我 们 已 经 知道 x 和 7 是 正 的 以 外 , 第 二 符 
度 ¢ 也 是 正 的 . 

在 推导 公式 (49.1) 时 已 经 默认 , 热流 只 取决 于 温度 梯度 , 而 与 压强 梯度 无 
关 . 这 个 假设 并 不 是 从 一 开始 就 显而易见 的 , 现在 可 以 用 以 下 方法 加 以 证 明 . 
假如 g 包含 正比 于 Vp 的 一 项 , 则 在 灶 变 化 率 表达 式 (49.6) 中 还 应 当 补 充 一 
项 , 其 中 的 被 积 函数 包含 乘积 Vp.VT, 因为 这 一 项 可 正 可 负 , 所 以 烂 对 时 间 的 
导数 不 一 定 为 正 , 而 这 是 不 可 能 的 . 

最 后 , 还 必须 对 上 述 讨 论 作出 以 下 详细 说 明 . 严格 地 说 , 具有 速度 梯度 和 
温度 梯度 的 流体 是 热力 学 非 平衡 的 系统 , 而 在 这 样 的 系统 中 , 各 热力 学 量 的 通 
常 定 义 已 经 失去 意义 , 因而 必须 加 以 修正 . 我 们 在 这 里 默认 采用 的 定义 首先 意 
味 着 , os 和 w 的 定义 仍然 与 以 前 一 样 : p 和 pe 是 单位 体积 流体 的 质量 和 内 能 ， 
v 是 单位 质量 流体 的 动量 . 有 了 这 些 定义 , 其 余热 力学 量 就 可 以 定义 为 p 和 e 
的 函数 , 即 它们 在 热平衡 态 下 的 相应 函数 @. 但 是 这 样 一 来 , 焙 s = sle, p) 已 
经 不 是 真正 的 热力 学 灶 : 严格 地 说 , 积分 J osdy 不 再 是 必定 随时 间 而 增加 的 
量 . 尽管 如 此 , 还 是 容易 看 出 , 当 速 度 梯度 和 温度 梯度 很 小 时 , s 在 这 里 所 采用 
的 近似 下 就 是 真正 的 箭 . 

其 实 , 如 果 存 在 某 些 梯度 , 则 一 般 而 言 , 在 粹 的 表达 式 中 会 出 现 与 这 些 梯 
度 有 关 的 一 些 附 加 项 (除了 s(p,，e)). 不 过 , 只 有 梯度 的 线性 项 (例如 正比 于 标 
量 divw 的 项 ) 才 会 出 现在 上 述 结果 中 . 这 些 项 本 来 可 正 可 负 , 但 是 因为 业 的 
平衡 值 s = s(p, e) 是 最 大 的 可 能 值 , 所 以 它们 在 本 质 上 应 当 都 是 负 的 . 因此 ， 
炳 对 各 种 小 梯度 的 帘 级 数 展开 式 只 能 包含 (除了 零 阶 项 以 外 ) 二 阶 项 和 更 高 阶 
的 项 . 

从 本 质 上 讲 , 在 815 中 已 经 有 类 似 的 说 明 (参看 52 页 的 脚注 ), 因为 速度 
梯度 的 出 现 就 已 经 是 热力 学 非 平 衡 现 象 . 的 确 , 义 性 流体 动量 流 密度 张 量 表 达 
式 中 的 压强 p 应 当 被 理解 为 热平衡 下 的 函数 p = p(p，e). 严格 地 说 , 这 时 p 已 
经 不 是 通常 意义 下 的 压强 , 即 它 不 等 于 作用 在 面 微 元 上 的 法 向 力 . 与 燃 的 上 述 
情况 不 同 , 二 者 在 这 里 的 区 别 在 小 梯度 的 一 阶 量 上 就 已 经 表现 出 来 : 我 们 已 经 
看 到 , 除了 p 以 外 , 在 法 向 力 中 还 出 现 正比 于 div% 的 一 项 (对 于 不 可 压缩 流体 
不 存在 这 一 项 , 于 是 差别 只 是 更 高 阶 的 量 ). 

因此 , 在 我 们 所 考虑 的 并 且 一 直 采 用 的 近似 下 ( 即 忽 略 速 度 、 温度 等 量 的 
更 高 阶 导数 时 ), 在 考虑 热传导 的 符 性 流体 运动 方程 组 中 出 现 的 三 个 系数 nC， 
x 完全 确定 了 这 种 流体 的 流体 动力 学 性 质 . 在 方程 组 中 再 引入 任何 附加 项 ( 例 
如 在 质量 流 密度 中 引入 正比 于 密度 梯度 或 温度 梯度 的 项 ) 都 没有 物理 意义 , 这 


@ 这 相当 于 认为 单独 的 流体 微 元 处 于 热力 学 平衡 态 (局 域 平 衡 假 设 )， 一 一 译 者 


.218 ， 第 五 章 流体 中 的 传 热 


在 最 好 的 情况 下 仅仅 表示 基本 物理 量 的 定义 发 生 改变 . 例如 , 这 将 导致 速度 不 
再 是 单位 质量 流体 的 动量 @. 
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形 如 (49.4) 或 (49.5) 的 一 般 传 热 方程 可 以 在 各 种 情况 下 大 为 简化 . 

如 果 流 动 速度 远 小 于 声速 , 则 由 流动 导致 的 压强 变化 很 小 , 使 得 由 此 引起 
的 密度 变化 (和 其 他 一 些 热力 学 量 的 变化 ) 可 以 忽略 不 计 . 但 是 , 非 均匀 加 热 的 
流体 在 上 述 意 义 下 并 不 是 完全 不 可 压缩 的 . 问题 在 于 , 密度 还 受 温度 变化 的 影 
响 . 密度 的 这 种 变化 一 般 而 言 不 能 忽略 不 计 , 所 以 即使 速度 相当 小 , 也 不 能 认 
为 非 均匀 加 热流 体 的 密度 是 不 变 的 . 因此 , 在 这 种 情形 下 确定 各 热力 学 量 的 导 
数 时 , 应 当 认 为 压强 保持 不 变 , 而 不 是 密度 不 变 . 这 样 , 我 们 有 


Os Os \ oT Os 
pa ( 品 ) 吕 ss ( 囊 ) m 
又 因为 T(8s/8T)s 是 定 压 热 容 cp, 所 以 


Os oT 
TF = TVs = cpV1. 


方程 (49.4) 的 形式 化 为 


Ov: 
k Dok 





pcp (有 十 内 v7) = div(xV7T) + af (50.1) 


对 于 非 均匀 加 热 的 流体 , 如 果 可 以 认为 运动 方程 中 的 密度 保持 不 变 , 则 必 
须要 求 (除了 流速 与 声速 之 比 很 小 ) 流体 中 的 温度 差 足够 小 . 我 们 强调 , 这 里 
恰恰 是 在 讨论 温度 差 的 实际 值 , 而 不 是 温度 梯度 . 这 样 就 可 以 认为 流体 是 如 前 
所 述 的 那 种 通常 意义 上 的 不 可 压缩 流体 . 特别 是 , 连续 性 方程 将 简单 地 表示 为 


@ 在 更 坏 的 情形 下 , 引入 这 样 的 项 可 以 完全 破坏 一 些 必要 的 守恒 定律 . 必须 注意 , 无 论 采用 何 种 
定义 , 质量 流 密度 了 必须 始终 是 单位 体积 流体 的 动量 ， 其 实 , 质量 流 密度 7 是 由 连续 性 方程 
se +divj=0 
定义 出 来 的 ; 乘 以 7 并 在 流体 所 占 整 个 区 域 上 积分 , 我 们 得 到 
立 / prdV = / 7dV， 


又 因为 积分 1 pr dV 确定 这 部 分 流体 质心 的 位 置 , 所 以 积分 『 jdV 显然 就 是 流体 的 动量 . 
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divo = 0. 既然 认为 温度 差 很 小 , 我 们 还 将 忽略 量 m, x, cp 随 温 度 的 变化 , 即 认 
为 它们 是 常量 . 把 oi.Bv;/Ozx 写 为 (49.5) 中 的 形式 , 我 们 得 到 不 可 压缩 流体 的 
传 热 方程 , 它 具有 以 下 比较 简单 的 形式 : 








oT v /Ov OveY 
受 +wvT=-xar+ 志 ( 束 + 瑟 ) ， (50.2) 
其 中 > = n/p 是 运动 犁 度 , 并 且 引 入 了 温 导 率 x 来 代替 x@: 
x= 一 (50.3) 


pcp 
静止 流体 中 的 传 热 方程 特别 简单 ， 能 量 输 运 这 时 完全 是 通过 热传导 方式 
进行 的 . 在 (50.2) 中 去 掉包 含 速 度 的 项 , 我 们 得 到 


二 = xAT. (50.4) 


这 个 方程 在 数学 物理 中 称 为 热传导 方程 或 备 里 叶 方 程 . 当然 , 可 以 用 简单 得 多 
的 方法 推导 这 个 方程 , 而 不 必 利 用 运动 流体 中 的 一 般 传 热 方程 . 按照 能 量 守恒 
定律 , 单位 时 间 内 某 区 域 所 吸收 的 热量 应 当 等 于 通过 该 区 域 边 界 进 入 的 总 热 
流 . 我 们 知道 , 这 样 的 守恒 定律 可 以 表示 为 热量 的 连续 性 方程 让 单位 时 间 内 
单位 体积 区 域 所 吸收 的 热量 等 于 带 有 负 号 的 热流 密度 的 散 度 ,就 可 以 得 到 这 
个 方程 . 前 者 等 于 pcp8T/Bt; 这 里 应 取 热 容 cp, 因为 压强 在 静止 流体 中 自然 应 
当 保 持 不 变 . 只 要 让 这 个 表达 式 等 于 -Vg = xVT, 就 正好 得 到 方程 (50.4). 

必须 指出 , 热传导 方程 (50.4) 对 流体 的 实际 适用 范围 是 非常 有 限 的 . 问题 
在 于 , 对 于 实际 位 于 重力 场 中 的 流体 , 很 小 的 温度 梯度 在 大 部 分 情况 下 就 已 经 
会 导致 明显 的 流动 ( 称 为 对 流 , 见 8 56). 所 以 , 只 有 当 温 度 梯度 方向 与 重力 方 
向 相反 或 者 流体 符 性 极 大 时 , 非 均匀 的 温度 分 布 才 会 真正 出 现在 静止 流体 中 . 
尽管 如 此 , 研究 形 如 (50.4) 的 热传导 方程 还 是 非常 重要 的 , 因为 固体 中 的 热 传 
导 过 程 也 是 由 这 种 形式 的 方程 描述 的 . 注意 到 这 一 点 , 我 们 将 在 这 里 和 §51, 
§52 中 更 详细 地 研究 它 . 

如 果 非 均匀 加 热 静 止 介质 中 的 温度 分 布 不 随时 间 变 化 (依靠 某 些 外 部 热 
源 的 维持 ), 则 热传导 方程 的 形式 变 为 


AT = 0. (50.5) 


因此 , 静止 介质 中 的 定常 温度 分 布 可 由 拉 普 拉 斯 方程 描述 . 在 不 能 认为 系数 x 


a 温 导 率 也 称 为 热 扩散 率 , 但 后 者 在 字面 上 容易 与 “ 热 扩 散 "”( 见 8 59) 的 概念 联系 在 一 起 . “ 温 导 
率 " 的 译 法 与 原文 (rexneparypompopomraoczp) 是 完全 对 应 的 ， 一 一 译 者 
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是 常量 的 更 一 般 的 情形 下 , 代替 (50.5) 的 是 方程 
div(xYT) = 0. (50.6) 


如 果 在 流体 中 有 外 部 热源 (例如 用 电流 加 热 ), 则 在 热传导 方程 中 应 当 补 

充 相应 附加 项 . 设 Q 是 单位 时 间 内 从 这 些 外 部 热源 释放 到 单位 体积 流体 中 的 

热量 . 一 般 而 言 , 8 是 空间 坐标 和 时 间 的 函数 . 于 是 , 热平衡 方程 , 即 热 传导 方 

程 , 可 以 写 为 以 下 形式 : 

pop = xAT 十 以. (50.7) 

我 们 来 写 出 热传导 方程 的 边界 条 件 ， 即 在 两 种 介质 分 界面 上 必须 成 立 的 
条 件 . 首先 , 两 种 介质 的 温度 在 分 界面 上 必须 相等 : 

=D. (50.8) 


此 外 , 来 自 一 种 介质 的 热流 必须 等 于 进入 第 二 种 介质 的 热流 . 选取 这 样 的 坐标 
系 , 使 所 讨论 的 这 部 分 分 界面 是 静止 的 , 则 对 于 每 一 个 分 界面 微 元 df 都 可 以 
把 这 个 条 件 写 为 

mVTi.df = x2VT2 .df. 


再 写 出 
VT.df = df, 
其 中 87Vbn 是 了 沿 分 界面 法 向 的 导数 , 就 得 到 以 下 形式 的 边界 条 件 : 
a = 和 (50.9) 


如 果 在 分 界面 上 有 一 些 外 部 热源 ,它们 在 单位 时 间 内 在 单位 面积 上 释放 
出 热量 8®, 就 应 当 写 出 以 下 条 件 来 代替 (50.9): 


刀 oT 
入 (50.10) 


在 关于 存在 热源 时 的 温度 分 布 的 物理 问题 中 ， 热 源 强度 本 身 通常 以 温度 
函数 的 形式 给 出 , 如 果 函 数 Q(T) 足够 快 地 随 并 的 增 大 而 增 大 , 并 且 在 物体 边 
界 上 保持 着 给 定 条 件 (例如 保持 着 给 定 温度 ), 则 建立 定常 的 温度 分 布 是 不 可 
能 的 . 通过 物体 外 表面 的 热量 散失 正比 于 物体 与 外 部 介质 之 间 温 度 差 了 一 7 
的 某 个 平均 值 , 而 与 物体 内 部 的 热量 释放 规律 无 关 . 显然 , 如 果 热 量 释放 足够 
快 地 随 温 度 增 大 而 增强 , 则 单 靠 热量 散失 不 足以 达到 平衡 态 . 

在 这 些 条 件 下 可 以 出 现 热 爆炸 : 对 于 放 热 的 燃烧 反应 , 如 果 反 应 速率 足够 
快 地 随 温度 增 大 而 增 大 , 则 由 于 不 可 能 出 现 定 常 分 布 , 物质 会 被 快速 加 热 , 反 
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应 于 是 加 速 进行 (H.H. 谢 苗 诺 夫 , 1923). 爆炸 燃烧 的 反应 速率 (以 及 热量 释放 
强度 ) 对 温度 的 依赖 关系 可 以 大 致 表示 为 正比 于 因子 e-VW/ 台 ,其 中 的 活化 能 
U 很 大 . 为 了 研究 产生 热 爆炸 的 条 件 , 必须 讨论 物质 受到 相对 缓慢 加 热 时 的 反 
应 过 程 , 所 以 必须 考虑 展开 式 





其 中 To 是 外 界 的 温度 . 因此 , 河 题 归 结 为 研究 带 有 热源 的 热传导 方程 , 热源 的 
体积 强度 具有 
Q = Qoe"(T™T) (50.11) 


的 形式 (A.A. 弗兰克 - 卡 梅 涅 茨 基 , 1939), 见习 题 1. 


习 题 


1. 设 两 个 平行 平面 之 闻 的 物质 层 内 分 布 着 体积 强度 为 (50.11) 的 热源 , 且 这 两 个 平面 

上 的 温度 保持 不 变 . 求 可 能 出 现 定常 温度 分 布 的 条 件 (I. A. 党 兰 克 一 卡 梅 涅 医 基 , 1939)@. 
解 : 在 所 给 情况 下 , 定常 的 热传导 方程 为 

AT 


dzw? 


边界 条 件 为 : 在 T=0 处 和 Zz 二 21 处 了 = To (21 是 物质 层 的 厚度 ). 引入 无 量 纲 变量 


T=a(T-T)，€= 子 ， 


人 


则 2 
7 二 Ae” =0, = 和. 
积分 一 次 ( 先 乘 以 2r/)， 从 这 个 方程 求 出 


T2 = 2X(ero 一 e7)， 


其 中 10 为 常数 ， 它 显然 是 了 的 最 大 值 , 并且 根据 问题 的 对 称 性 , 应当 在 物质 层 正中 央 即 
《= 1 处 达到 这 个 值 . 所 以 , 利用 在 《= 0 处 = 0 的 条 件 再 积分 一 次 , 这 就 给 出 


未 人 = 可 人 人 


emo/2arcosh ero/2 = Y 3， (1) 


@ 对 相关 问题 的 详细 讨论 , 见 : @pamx-Kaxeremxag .A. ug 中 y3ns mw rennonepemasa s xumn- 
Yeck0 交 KEHeTRKe6，Mocrkasa: Hayxa, 1967 (Frank-Kamenetskii D.A. Diffusion and Heat Transfer in 
Chemical Kinetics. New York: Plenum, 1969). 


计算 积分 , 我 们 得 到 
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由 这 个 方程 确定 的 函数 Xro) 在 To 等 于 确定 值 Tocr 时 具有 最 大 值 入 = 和 cr. 如 果 入 > Xer， 
则 不 存在 满足 边界 条 件 的 解 @， 相关 数值 为 : Acr = 0.88, ro = 1.2@. 
2. 设 静 止 流体 中 维持 着 恒定 的 温度 梯度 . 现在 向 流体 中 浸入 一 个 球体 , 求 流体 和 球体 


中 由 此 形成 的 定常 温度 分 布 . 
解 : 整个 空间 中 的 温度 分 布 可 由 方程 AT = 0 确定 , 在 7 二 忆 处 的 边界 条 件 为 
Ti 一 也 ， a = 和 23， 


( 尽 是 球体 的 半径 , 下 标 1 和 2 分 别 指 球体 和 流体 ), 无 穷 远 条 件 为 VT 二 4 (4 是 给 定 的 
温度 梯度 ). 根据 问题 条 件 的 对 称 性 , A 是 必须 用 来 确定 所 需 解 的 唯一 和 失重. 拉 普 拉 斯 方程 
的 这 样 的 解 为 const 人 .7 和 const 入 .V(1/r). 此 外 , 注意 到 解 在 球 心 处 应 当 有 限 ,我 们 村 
求 以 下 形式 的 温度 五 和 TD; 


Ti=cA.:r, 及 = oa4. 志 十 人 .ri 
常数 cl 和 ca 可 由 7 = 民 处 的 条 件 确定 , 结果 是 


_ 3x2 要 mm—x /RY 
人 9， 五 = |+ 和 2a (2) |4 和 
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我 们 来 研究 无 穷 大 静止 介质 中 的 热传导 , 下 面 给 出 问题 的 最 一 般 提 法 . 在 
初始 时 刻 上 = 0 给 定 整个 空间 中 的 温度 分 布 : 


当 t=0 时 , T= Tb(7)， 
其 中 To(m) 是 坐标 的 给 定 函 数 , 需要 确定 此 后 所 有 时 刻 的 温度 分 布 . 
把 所 求 的 函数 T(r, t) 展开 为 坐标 的 侍 里 叶 积分 : 


T(r, #) = / T(t) eh"r Ss. T(t) = / T(r, be-i'rdaz， (51.1) 


对 于 温度 的 每 一 个 传 里 叶 分 量 Thew"", 方程 (50.4) 给 出 


dt 十 k XTk 0， 





四 当 入 < Xor 时 , 在 方程 (1) 的 两 个 根 中 , 只 有 较 小 的 根 对 应 于 稳定 的 温度 分 布 . 
加 对 于 球状 区 域 (其 半径 作为 长 度 D， 类 似 的 值 等 于 Xe. = 3.32，moer = 1.47， 而 对 于 无 穷 长 的 
柱状 区 域 , xcr = 2.00，moer = 1.36. 
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由 此 求 出 Th 对 时 间 的 依赖 关系 : 
= Toy eKxt. 
因为 当 t=0 时 应 当 有 工 = Tb(7), 所 以 To 显然 是 函数 To 的 傅 里 时 展开 式 的 
系数 : 
Tg FE. j mo eikr gd3y'. 
因此 , 我 们 求 出 


d3k 
(2m” 





T(r, t) = / To(r’") e—* Xxteik: (r—r’) d3z/ 
对 上 下 的 积分 可 以 分 解 为 形 如 
[ee egeae = (E) ene 


的 三 个 同样 积分 的 乘积 , 其 中 & 是 矢量 的 一 个 分 量 (如 果 把 积分 中 的 cos 替 
换 为 sin, 则 类 似 的 积分 为 零 , 因为 函数 sin 是 奇 函数 )， 最 后 得 到 以 下 表达 式 : 


一 9r/ 2 
T(r, t) 一 Bn /mo emp| - | d3z/. (51.2) 


这 个 公式 完全 解决 了 所 提出 的 问题 , 它 通 过 初始 时 刻 的 给 定 温度 分 布 确 
定 了 任何 时 刻 的 温度 分 布 . 

如 果 初 始 温度 分 布 只 依赖 于 一 个 坐标 z, 则 在 (51.2) 中 完成 对 多 和 >z 的 
积分 , 就 得 到 


T(z, t) = pr . me)em| - Ca Ea. (51.3) 


设 在 t=0 时 , 温度 在 一 个 点 (坐标 原点 ) 是 无 穷 大 , 而 在 整个 空间 中 的 
其 余 各 点 均 为 零 , 并 且 从 该 点 释放 出 的 总 热量 是 有 限 的 , 它 正比 于 J Tb(r)dsz. 
这 样 的 温度 分 布 可 以 用 5 函数 来 表示 : 


Tb(r) = const .6(7). (51.4) 
于 是 , 在 计算 公式 (51.2) 中 的 积分 时 , 只 要 令 m' 为 零 即 可 , 结果 得 到 


1 _ 2 
T(r, t) = const. BTXt)73 e™” /4xt, (51.5) 


在 点 7=0 处 , 温度 随时 间 按 t73/? 的 方式 减 小 , 而 周围 空间 的 温度 同时 升 
高 , 并 且 温 度 显著 不 为 零 的 区 域 逐渐 扩展 (图 39). 这 种 扩展 过 程 主要 取决 于 
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(51.5) 中 的 指数 因子 : 该 区 域 尺度 的 量 级 ; 由 表达 式 
1 ~ VE (51.6) 


给 出 , 即 ! 按照 正比 于 时 间 的 平方 根 的 方式 随时 间 而 增加 . 
类 似 地 , 如 果 在 初始 时 刻 从 平面 z=0 集中 释放 
出 有 限 的 热量 , 则 此 后 时 刻 的 温度 分 布 可 由 以 下 公式 


确定 : 
Te, 1) = const 3 2 ne (51.7) 
可 以 用 稍微 不 同 的 观点 来 解释 公式 (51.6). 设 1 
是 物体 尺寸 的 量 级 , 则 可 以 下 结论 说 , 如 果 这 个 物体 
被 非 均匀 加 热 , 则 使 物体 各 点 的 温度 变 得 基本 相同 所 
需 时 间 的 量 级 + 等 于 
RN 
NN 


T~C—. 51.8 
> (51.8) 


时 间 7 可 以 称 为 热传导 过 程 的 弛 豫 时 间 , 它 与 物体 尺 
RN 寸 的 平方 成 正比 , 与 温 导 率 成 反比 . 
由 上 述 公式 所 描述 的 热传导 过 程 有 这 样 的 性 质 : 


任何 热 扰动 的 影响 在 瞬间 就 传记 整个 空间 . 例如 , 从 

图 39 公式 (51.5) 可 见 , 从 点 源 释 放出 的 热量 在 需 刻 之 间 就 

能 传 到 很 远 的 地 方 , 使 介质 的 温度 只 有 在 无 穷 远 处 才 

渐 近 地 等 于 零 . 对 于 温 导 率 x 与 温度 有 关 的 介质 , 只 要 这 种 关系 不 会 导致 x 

在 某 个 空间 区 域 中 为 零 , 这 个 性 质 就 同样 成 立 ,但 是 , 如 果 x 是 温度 的 递减 函 

数 , 并 且 当 温度 为 零 时 该 函数 也 为 零 , 这 就 会 减缓 热传导 过 程 , 使 得 任何 热 扰 

动 在 每 一 个 时 刻 只 能 影响 空间 中 的 某 个 有 限 的 区 域 . 在 这 里 所 讨论 的 热传导 

问题 中 , 可 以 认为 介质 的 温度 (在 受 影响 的 区 域 以 外 ) 等 于 零 (94.5. 泽 尔 道 维 
奇 , A.C. 康 帕 涅 茨 , 1950; 下 面 两 道 习 题 的 解 是 他 们 得 到 的 ). 


习 是 


1. 一 种 介质 的 热 容 和 热 导 率 是 温度 的 堆 函 数 , 而 密度 是 常量 . 设 在 给 定时 刻 , 从 任意 
某 个 热源 释放 的 热量 传 至 一 个 区 域 的 边界 ,而 该 区 域 以 外 的 温度 等 于 零 , 求 温度 在 该 区 域 
边界 附近 趋 于 零 的 规律 . 

解 : 如 果 z 和 cp 是 温度 的 器 函数 , 则 温 导 率 X 和 质量 烩 忆 二 cpdT (不 计 ww 中 的 
常量 ) 也 是 如 此 . 所 以 可 以 写 出 X = aW", 其 中 太 = pw 表示 介质 的 体积 迷 . 于 是 ， 热 传 
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时 方程 
2 div(xVT) 
PCp Bt be 
化 为 以 下 形式 : 
ow 。 宙 
TK 一 adiv(W VW). (1) 


在 不 长 的 时 间 间 隔 内 可 以 认为 , 一 小 块 边界 是 平 的 , 而 它 在 空间 中 的 移动 速度 v 保持 
不 变 . 所 以 , 我 们 寻求 方程 (1) 的 形式 为 风 = 人 W(x 一 wv) 的 解 , 其 中 了 是 王 直 于 边界 的 方 


向 上 的 坐标 , 我 们 有 i : a 
Tg = QE (w" 作 ) ' (2) 
经 过 两 次 积分 , 由 此 求 出 全 趋 于 零 的 以 下 规律 :; 
W x jz (3) 


其 中 |z| 是 到 受热 区 域 边界 的 距离 . 这 同时 也 证 明了 结论 : 如 果 指 数 n > 0, 则 受热 区 域 有 
边界 (在 边界 以 外 WW 和 和 均 为 零 ). 如 果 n < 0, 则 方程 (2) 没有 在 有 限 距离 上 趋 于 零 的 
解 , 即 在 每 一 个 时 刻 , 在 整个 空间 中 都 发 生 热 传导 . 

2. 在 同样 的 介质 中 , 设 在 初始 时 刻 从 平面 z = 0 上 释放 出 热量 @ ( 指 单位 面积 上 释放 
出 的 热量 ), 而 此 时 在 空间 中 的 其 余部 分 有 了 = 0. 求 此 后 各 时 刻 的 温度 分 布 . 

解 : 在 一 维 情形 下 , 方程 (1) 是 


(4) 
从 我 们 已 有 的 参量 @, a 和 变量 xz,t 只 能 构成 一 个 无 量 纲 组 合 ， 


(Q 和 a 的 量 岗 分 别 为 J/m? 和 (m3/J)" m2/s)， 因 此, 所 求 济 数 WW(z, t) 应 有 以 下 形式 : 
2\ 1/(2+”n) 
w= (S) 7@ (6) 


这 里 与 元 量 纲 函数 f(&) 相 磁 的 男 数 具 有 量 岗 J]/m3， 把 它 代 入 方程 (4), 这 给 出 
a (madfY ed ,so 
(2+n)3 (ra¥) + +f=0. 
这 个 方程 可 以 写 为 全 微分 的 形式 , 它 有 一 个 简单 的 满足 问题 条 件 的 解 : 


nn 1/n 
1 = [zat | 四 
其 中 名 是 积分 常数 . 
当 另 > 0 时 ,这 个 公式 给 出 边界 面 了 = 士 zo 之 间 区 域 中 的 温度 分 布 , 这 两 个 边界 面 是 
由 等 式 上 = 士 Eo 确定 的 .在 这 个 区 域 以 外 , 全 = 0. 由 此 可 知 , 被 加 热 区 域 的 边界 面 按照 


zo 一 const .£1/(2+") 
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的 规律 随时 间 扩 展 . 常数 &0 可 由 总 热量 不 变 的 条 件 确定 : 
o= 广 Wdz = of re (8) 


) (9) 


由 此 可 得 


l1+n ol—n I™ (3 
€2t" = (2 十 m)i+"2 2 


nnn/2 rn( 


当 n= 二 一 vy < 0 时 ,我 们 把 解 写 为 以 下 形式 : 


9 十 


= 


i/v 


f= 3 加 + 的 | (10) 


Be v 
这 时 在 整个 空间 中 都 发 生 热 传导 , 并 且 WW 在 大 距离 上 按照 坎 函 数 规 律 减 小 : W ~ z-2/. 
这 个 解 仅 在 vw< 2 时 才 适 用 ; 当 vw >>2 时 , 积分 (8) (现在 积分 上 下 限 为 士 oo) 发 散 , 这 在 物 
理 上 表示 热量 在 且 间 就 传 至 无 穷 远 处 . 当 vy < 2 时 , (10) 中 的 常数 名 由 以 下 表达 式 给 出 : 
1 1 

ear 
总 一 = 人 (11) 
(> 
v 


最 后 , 当 n 一 0 时 ,我 们 有 名 二 2/V 而 公式 (5) 一 (7) 则 给 出 与 公式 (51.7) 一 至 


的 解 
和 ©@ ( 2 ) 本 Q 一 z2/4at 
= lim | 一 汪 -(1-n2 = . 
mn be "10 2VT 





W 
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为 了 确定 有 限 介 质 中 的 热传导 问题 的 唯一 解 , 给 出 初始 温度 分 布 是 不 够 
的 , 还 必须 给 出 介质 表面 上 的 边界 条 件 . 

我 们 来 研究 半 无 穷 大 空间 (z > 0) 中 的 热传导 问题 , 并 且 首先 考虑 边界 面 
2=0 上 的 温度 保持 恒定 的 情形 , 我 们 规定 这 个 温度 为 零 , 即 介质 其 他 各 点 的 
温度 都 从 这 个 温度 算 起 . 

在 初始 时 刻 仍 给 定 整个 介质 中 的 温度 分 布 . 于 是 , 边界 条 件 和 初始 条 件 为 


在 z=0 处 T=0; ， 当 t=0 时 , 在 z>0 处 T= T(x, y, 2). (52.1) 


借助 于 下 面 的 技巧 , 热传导 方程 的 满足 这 些 条 件 的 解 可 以 化 为 在 z 轴 的 
两 个 方向 上 都 没有 限制 的 无 穷 大 介质 情况 下 同样 方程 的 解 ， 设想 介质 也 充满 
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平面 z = 0 的 左边 , 并 且 这 部 分 介质 中 的 温度 分 布 在 初始 时 刻 由 函数 -TD 描 
述 . 换言之 , 描述 初始 时 刻 整 个 空间 中 温度 分 布 的 函数 对 z 而 言 是 奇 函数 , 即 


To(—z, y, 2) = —To(z, y, 2). (52.2) 


从 等 式 (52.2) 可 知 To(0, y, z) 二 一 70(0， y, z) = 0， 即 所 需 边 界 条 件 (52.1) 
在 初始 时 刻 自 动 成 立 , 而 根据 问题 条 件 的 对 称 性 , 该 条 件 在 任何 其 他 时 刻 显然 
也 成 立 . 

因此 , 问题 化 为 求解 无 穷 大 介质 情况 下 的 方程 (50.4), 它 具 有 满足 (52.2) 
的 初始 函数 元 (x,，y，z), 但 没有 任何 边界 条 件 . 于 是 , 我 们 可 以 利用 一 般 公 式 
(51.2). 

我 们 把 (51.2) 中 沿 xz 的 积分 域 分 为 从 -oo 到 0 和 从 0 到 oo 这 两 部 分 ， 
并 利用 关系 式 (52.2), 于 是 得 到 


3 -sm [ nop- 


x {= - 气 妆 | — exp - | } dz' dy dz/. (52.3) 


这 个 公式 确定 了 整个 介质 中 的 温度 , 从 而 完整 地 给 出 了 所 提问 题 的 解 . 

如 果 初 始 温度 分 布 只 依赖 于 x, 则 公式 (52.3) 的 形式 变 为 

ce A /2 

T(z, t) 一 5 人 To(z’) {0 - 7 |- exp - 人 | } (52.4) 

我 们 来 研究 以 下 情形 作为 例子 : 在 初始 时 刻 , 设 温度 在 z = 0 之 外 处 处 等 
于 给 定 的 常 值 ; 不 失 一 般 性 , 可 以 令 该 温度 值 为 -1; 平面 z = 0 上 的 温度 始终 
为 零 . 把 T(z) = -1 代入 (52.4), 可 以 直接 得 到 相应 的 解 . 把 (52.4) 中 的 积分 
拆 为 两 个 积分 , 并 在 每 一 个 积分 中 作 变 量 代 换 (x 一 z)/2Vzt = &, 我 们 就 得 到 
T(z, t) 的 以 下 表达 式 : 


ne) -| 
其 中 函数 erf z 定义 为 2 
erf z 一 所 [ ee dé (52.5) 


并 称 为 误差 函数 (注意 erf oo = 1). 因为 erf(-z) = -erf cz, 我 们 最 后 得 到 


T(z, t) = -ef (295) (52.6) 


。 228 . 第 五 章 流体 中 的 传 热 


在 图 40 中 画 出 了 函数 erf& 的 图 像 . 空间 中 的 温度 分 布 随 时 间 而 趋 于 均匀 . 在 
这 个 过 程 中 , 任何 给 定 温度 值 都 按照 正比 于 Vt 的 规律 向 右 移 动 . 最 后 这 个 结 
果 显 然 可 以 预先 得 到 . 其 实 , 所 讨论 的 问题 仅仅 取决 于 一 个 参量 一 一 边界 平面 
与 其 余 空 间 之 间 的 初始 温度 差 To (已 被 取 为 1). 从 我 们 所 掌握 的 参量 T, x 和 
变量 z, t 只 能 构成 一 个 无 量 纲 组 合 z/VXE, 于 是 所 求 温度 分 布 显 然 应 当 由 形 
如 全 = 歼 F(z/v 迁 ) 的 函数 给 出 . 
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现在 研究 介质 边界 面 绝热 的 情形 . 换言之 , 在 平面 z = 0 上 必须 没有 热流 ， 
即 应 当成 立 9T/8z = 0. 
因此 , 我 们 现在 有 以 下 边界 条 件 和 初始 条 件 : 


在 z=0 处 他 一 0; 当 t=0 时 , 在 z>0 处 T= T(z, y, z). (52.7) 


为 了 求解 , 我 们 仿照 上 一 个 情形 下 的 做 法 , 仍然 设想 介质 在 平面 z = 0 的 
两 边 都 是 无 穷 大 的 , 但 初始 时 刻 的 温度 分 布 现 在 相对 于 平面 z = 0 是 对 称 的 . 
换言之 , 现在 假设 函数 To(z, y, z) 相对 于 z 是 偶 函 数 : 


To(—z, y, 2) = To(z, y, 2). (52.8) 


于 是 ， 
OTo(z, y, z) Ps _ O70(-z, 2 Z) 


Oz oz 

并 且 在 z=0 处 有 67T0/8x = 0. 根据 对 称 性 显然 可 知 , 这 个 条 件 在 所 有 后 续 时 
刻 都 将 自动 成 立 . 重复 以 前 的 计算 , 但 是 用 (52.8) 代替 (52.2), 我 们 就 得 到 所 
提问 题 的 通 解 , 相应 公式 与 (52.3) 或 (52.4) 的 区 别 仅仅 在 于 , 花 括号 中 的 两 项 
之 差 现在 是 两 项 之 和 . 

我 们 再 来 研究 具有 另 一 类 型 边界 条 件 的 问题 ,这 时 也 能 得 到 热传导 方程 
的 通 解 . 考虑 以 平面 z = 0 为 边界 的 介质 , 有 热流 从 外 部 通过 该 边界 面 进入 介 
质 , 并 且 热流 是 时 间 的 给 定 函 数 . 换言之 , 我 们 有 边界 条 件 和 初始 条 件 : 


在 z=0 处 -x 一 ql) 当 上 = -co 时 , 在 x>0 处 工 =0， (52.9) 
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其 中 q(t) 是 给 定 的 函数 . 

我 们 首先 解决 一 个 辅助 问题 , 其 中 q(t) = 6(t). 容易 看 出 , 这 个 问题 在 物理 
上 等 价 于 从 点 源 释 放出 的 给 定 总 热量 在 无 穷 大 介质 中 传导 的 问题 .其实 , x = 0 
处 的 边界 条 件 -xz67Vaz = 6(t) 在 物理 上 表示 , 在 瞬间 就 有 单位 热量 通过 平面 
z= 二 0 上 的 单位 面积 区 域 . 而 在 条 件 为 t=0 时 T= 26(z)/pcp 的 问题 中 , 在 初 
始 时 刻 有 热量 1 pcpT dz = 2 从 同样 区 域 中 集中 释放 出 来 , 其 中 一 半 沿 z 轴 正 
方向 传导 ( 另 一 半 沿 > 轴 负 方向 传导 ). 由 此 显然 可 知 , 这 两 个 问题 的 解 是 相同 
的 , 于 是 根据 (51.7) 求 出 


MT(z, t) = /om(- 去) 


因为 方程 是 线性 的 ， 所 以 在 不 同时 刻 流入 的 热量 的 影响 可 以 简单 地 又 加 
在 一 起 , 于 是 在 条 件 (52.9) 下 , 所 求 的 热传导 方程 通 解 为 


xT(x, t) = [. 1 人 d(T) exp 区 。 d7. (52.10) 


特别 地 , 平面 z = 0 上 的 温度 变化 规律 为 


aT(0, t) = 人 J q(T) dr. (52.11) 


利用 这 些 结果 可 以 直接 得 到 另 一 个 问题 的 解 , 在 这 个 问题 中 , 平面 z=0 
上 的 温度 了 本身 是 时 间 的 给 定 函数 : 
在 z=0 处 T=To(t); ， 当 t= 一 0 时 , 在 :>0 处 T=0. (52.12) 
为 此 我 们 指出 , 如 果 某 个 函数 T(z, t) 满足 热传导 方程 , 则 导数 9T/8z 也 满足 
该 方程 . 另 一 方面 , 计算 表达 式 (52.10) 对 z 的 导数 , 我 们 得 到 


OT(z,t) 1 zgq(7) 22 
6 J 2 Tat 7) 上 | EA 


这 个 函数 满足 热传导 方程 , 并 且 g(t) 是 它 在 z = 0 处 的 值 (根据 (52.9)); 显然 ， 
这 个 函数 正好 给 出 具有 条 件 (52.12) 的 问题 的 解 . 用 T(x, t) 代替 -x68T/9x,， 
用 To(t) 代替 q(t), 于 是 得 到 


加 ” _T(7) 
ec en ec 


对 于 通过 边界 面 x = 0 的 热流 值 g = -xz8TV8c, 经 过 简单 的 变换 , 我 们 得 到 


x + d7b(r) dr 
0- 译 / A 











(52.14) 
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这 个 公式 是 积分 公式 (52.11) 的 逆 变 换 ， 
很 容易 求解 带 有 周期 性 边界 条 件 的 一 个 重要 问题 , 这 时 边界 面 z =0 上 的 
温度 在 全 部 时 间 内 都 是 给 定 的 周期 函数 : 


在 x=0 处 T= TDe-i2t. 


显然 ， 整个 空间 中 的 温度 分 布 对 时 间 的 依赖 关系 也 表现 为 同样 的 因子 eiwt. 
一 维 热传导 方程 在 形式 上 与 方程 (24.3) 相同 , 后 者 确定 了 黏 性 流体 在 振动 平 
面 上 的 运动 . 所 以 , 我 们 立即 可 以 模仿 公式 (24.5) 写 出 所 求 的 温度 分 布 , 其 形 


式 为 
T= ep(-/ 芝 ) ep(/ 芝 一 it) (52.15) 
我 们 看 到 , 边界 面 上 的 温度 起 伏 以 热 波 的 形式 从 边界 面向 介质 内 部 传播 ， 
其 衰减 很 快 . 
热传导 理论 的 另 一 类 问题 是 : 有 限 大 小 的 物体 受到 非 均匀 加 热 , 在 物体 表 
面 上 维持 给 定 条 件 , 研究 物体 温度 均匀 化 的 速度 . 按照 一 般 方法 , 我 们 寻求 热 
传导 方程 的 以 下 形式 的 解 : 


下 一人 (rr)e 和 nt 
其 中 A。 是 常量 . 对 于 函数 T,, 我们 得 到 方程 
XAT = -NaT (52.16) 


在 给 定 的 边界 条 件 下 , 这 个 方程 仅 对 一 些 特定 的 和 才 有 非 零 解 , 这 些 A, 
是 方程 的 本 征 值 . 所 有 本 征 值 都 是 正 的 实数 , 而 相应 函数 T(x, y, z) 构成 完备 
的 正 交 函 数 系 . 设 初 始 时 刻 的 温度 分 布 由 函数 To(x, y, z) 给 出 . 只 要 把 它 按 函 
数 系 T， 展开 : 
To(7) = >》 cn7h(r)， 


我 们 就 得 到 所 提问 题 的 解 , 其 形式 为 


T(r, t) = 》 cnTn(r)e- xnt. (52.17) 
温度 均匀 化 的 速度 显然 主要 取决 于 该 级 数 中 与 最 小 的 和 A, 相对 应 的 项 . 设 
入 1 是 其 中 最 小 的 , 则 温度 均匀 化 所 需 时 间 可 以 定义 为 
1 


7 一 一 


A 
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习 题 
1. 设 球面 (半径 为 电 ) 的 温度 是 时 间 的 给 定 函 数 TD(t), 求 其 周 图 的 温度 分 布 . 
解 : 对 于 中 心 对 称 的 温度 分 布 , 球面 坐标 下 的 热传导 方程 为 
OT _ x a(r7) 
WH rr 65 
把 荆 (7 加 = 下 (m /Jr 代入 , 它 化 为 一 维 热 传导 方程 类 型 的 方程 
BF _ OF 
Bt XBr3 
于 是 , 根据 (52.13) 直接 就 可 以 写 出 所 求 的 解 , 其 形式 为 
_ Rr-R 六 了 Cr) (一 避 
2r(rx)LM2 /。 (t — 7)32 em|- 4x(t— 可 
2. 题目 同上 , 但 是 球面 温度 为 Tb ei*t. 
解 : 类 似 于 (52.15), 我 们 得 到 





T(r, £) 








_ mm it Wy Ww 
T=Te exp| (1 —i)(r — A) 艺 | 


3. 设立 方 体 ( 边 长 为 口 ) 的 表面 满足 条 件 : (a&) 保持 给 定 温度 全 = 0; (b) 绝热 . 求 立方 
体温 度 均匀 化 的 时 间 . 
解 : 在 情形 (a) 中 , 与 入 的 最 小 值 相对 应 的 是 方程 (52.16) 的 解 
NY . No 


.RT . 
Ti = gin 一 sn 一 sin 一- 
Q a Q 


(坐标 原点 位 于 立方 体 的 一 个 角 上 ), 并 且 





在 情形 (b) 中 , 我们 有 卫 = cos(rz/a) (或 者 y 或 z 的 同样 的 函数 ), 并 且 7 = a2/n2x. 
4. 题目 同上 , 但 是 把 立方 体 改 为 半径 为 的 球体 
解 ; 与 的 最 小 值 相对 应 的 是 方程 (52.16) 的 中 心 对 称 解 


214 三 sin kr, 
r 


并 且 在 情形 (a) 路 二 7/RR, 于 是 


在 情形 (b) 中 ,kk 是 方程 tankRR 二 kR 的 最 小 正 根 , 由 此 求 出 5 及 二 4.493, 于 是 
T 一 0050 王 
x 
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853 传 热 的 相似 律 


流体 中 的 传 热 过 程 比 固体 中 更 为 复杂 , 因为 流体 能 够 运动 . 漫 没 在 运动 流 
体 中 的 高 温 物 体 , 其 冷却 过 程 比 它 浸没 在 静止 流体 中 时 快 得 多 , 因为 在 静止 流 
体 中 只 能 通过 热传导 来 实现 传 热 . 非 均 匀 加 热流 体 的 运动 称 为 对 流 . 

我 们 将 假设 流体 中 的 温度 差 足 够 小 从 而 可 以 认为 流体 的 物理 性 质 与 温 
度 无 关 . 另 一 方面 , 我 们 又 假设 该 温度 差 足 够 大 , 从 而 在 与 之 相 比 时 可 以 忽略 
因为 内 摩擦 造成 能 量 耗 散 而 释放 热量 所 引起 的 温度 变化 ( 见 555). 于 是 , 在 方 
程 (50.2) 中 可 以 忽略 符 性 项 , 剩 下 
元 + vvT = xAT, (53.1) 
其 中 XX = x/pcp 是 温 导 率 . 这 个 方程 加 上 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 和 连续 性 方程 , 足 
以 描述 所 讨论 条 件 下 的 对 流 . 我 们 在 下 面 将 研究 定常 对 流 @. 于 是 , 所 有 对 时 
闻 的 导数 均 为 零 , 我 们 得 到 下 列 基 本 方程 组 : 


vv: VT = xAT, (53.2) 
(Vv. Vw = A +vAv, divv=0. (53.3) 


在 这 个 方程 组 中 ,未知 函数 为 v, TT 和 p/p, 而 不 变 的 参量 仅 有 两 个 : > 和 x. 
此 外 , 这 些 方程 的 解 通过 边界 条 件 还 依赖 于 某 个 特征 长 度 i, 速度 UV 和 特征 温 
度 差 一 To, 其 中 前 两 个 量 照例 给 出 问题 中 的 相关 国体 尺寸 和 基本 流动 速度 ， 
而 第 三 个 量 则 给 出 流体 与 固体 之 间 的 温度 差 . 

在 用 我 们 所 掌握 的 参量 构成 无 量 纲 量 时 出 现 一 个 问题 : 温度 应 当 具 有 什 
么 样 的 量 纲 ? 为 了 回答 这 个 问题 , 我 们 注意 到 温度 是 由 方程 (53.2) 确定 的 , 而 
这 是 了 的 线性 齐 次 方程 . 所 以 , 温度 在 乘 以 任意 常量 后 仍然 满足 该 方程 . 换 言 
之 , 可 以 任意 选取 温度 的 度量 单位 , 由 于 可 以 对 温度 进行 这 种 变换 , 所 以 在 形 
式 上 人 允许 温度 具有 某 个 特有 的 量 纲 , 该 量 纲 与 其 余 各 量 的 量 纲 无 关 . 度 (如 摄 
氏 度 ) 正好 就 是 这 样 的 量 纲 , 人 们 通常 用 这 个 单位 来 测量 温度 . 

因此 , 在 上 述 条 件 下 可 以 用 五 个 参量 来 表征 对 流 , 其 量 纲 为 : 


==cmYs, (VI=cm/s, WWJ]=em, [D7)=°. 
由 此 可 以 构成 两 个 独立 的 无 量 纲 组 合 .我们 选取 雷诺 数 Re = Ul/v 和 被 定义 为 
Pr = 二 (53.4) 


Xx 


@ 为 了 使 对 流 保持 定常 , 严格 地 说 , 在 与 流体 接触 的 那些 固体 内 必须 有 热源 , 使 这 些 固体 的 温度 
保持 不 变 . 
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的 普 朗 特 数 作为 这 样 的 无 量 纲 组 合 . 其 他 任何 无 量 纲 量 都 可 以 用 Re 和 Pr 表 
示 @. 普 朗 特 数 只 是 某 种 物性 常量 , 而 与 流动 本 身 的 性 质 无 关 . 对 于 气体 , 这 个 
数 的 量 级 总 是 1. 对 于 各 种 液体 ，Pr 值 的 范围 较 大 . 对 于 符 性 非常 大 的 液体 ， 
Pr 可 以 达到 非常 大 的 值 . 作为 例子 , 我 们 列 出 一 些 物质 在 20°C 下 的 Pr 值 : 


空 “ 气 0.733 
水 6.75 

酒 精 16.6 

甘 油 7250 

水 银 0.044 


采用 类 似 于 §19 的 做 法 , 我 们 现在 可 以 作出 结论 : 在 (上 述 类 型 的 ) 定常 
对 流 中 , 温度 和 速度 的 分 布 具有 以 下 形式 ; 
全 一 了 r VD 入 
元 =f (于 Re, Pr) jt es (7 Re). (53.5) 
确定 温度 分 布 的 无 量 纲 函 数 同时 依赖 于 Re 和 Pr 这 两 个 参数 ; 速度 分 布 只 依 
赖 于 参数 Re, 因为 速度 分 布 由 方程 (53.3) 确定 , 而 此 方程 根本 不 包含 热 导 率 . 
两 个 对 流 流 动 在 雷诺 数 和 普 朗 特 数 相 同 的 条 件 下 是 相似 的 . 
固体 与 流体 之 间 的 传 热 通常 用 比值 
q 
i 
来 表征 , 其 中 gq 是 通过 固体 表面 的 热流 密度 , 而 区 一 To 是 固体 与 流体 之 间 的 
特征 温度 差 . 由 比值 a 定义 的 量 称 为 传 热 系数 . 如 果 已 知 流体 中 的 温度 分 布 ， 
则 只 要 计算 流体 边界 上 的 热流 密度 g = -xz67V/sn ( 沿 固体 表面 法 向 取 导 数 )， 
就 容易 确定 传 热 系 数 . 
传 热 系 数 是 有 量 纲 量 . 作为 表征 传 热 的 无 量 纲 量 , 还 使 用 努 塞 尔 数 


al 
Nu = 2 (53.7) 


利用 相似 方法 可 知 , 对 于 每 一 种 给 定 类 型 的 对 流 , 努 塞 尔 数 只 是 雷诺 数 和 普 朗 
特 数 的 确定 函数 : 








(53.6) 


Nv = f(Re, Pr). (53.8) 


对 于 雷诺 数 足够 小 的 对 流 , 这 个 函数 具有 退化 的 简单 形式 . 低速 运动 对 应 
着 Re 很 小 的 情形 , 所 以 在 一 级 近似 下 可 以 忽略 方程 (53.2) 中 包含 速度 的 那 一 
项 , 于 是 温度 分 布 可 由 方程 AT = 0 来 确定 , 而 这 是 适用 于 静止 介质 的 通常 的 


@ 有 时 使 用 被 定义 为 UL/x 的 保 克 莱 数 , 它 等 于 乘积 RePr. 
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定常 热传导 方程 . 现在 , 传 热 系数 显然 既 不 依赖 于 流体 速度 , 也 不 依赖 于 流体 
医 度 , 所 以 应 有 
Nw = const, (53.9) 


并 且 在 计算 该 常数 时 可 以 把 流体 当做 是 静止 的 . 


习 题 


设 流体 沿 贺 管 (半径 为 RR) 作 治 肃 叶 流动 , 且 管 壁 温度 按照 线性 规律 沿 管 长 变化 , 求 流 
体 中 的 温度 分 布 . 

解 : 管道 的 所 有 横 截面 都 有 相同 的 流动 条 件 , 所 以 可 以 寻求 形式 为 全 = Az 十 f(7) 的 
温度 分 布 , 其 中 4z 是 管 壁 的 温度 (选取 柱 面 坐 标 , z 轴 沿 着 管 轴 ). 对 于 速度 ,根据 (17.9) 有 


r2 
w=v=w(1- 在 ) 


其 中 五 是 平均 速度 . 把 它 代入 (53.2), 得 到 方程 


mm (cane a) | 


这 个 方程 的 解 在 + 二 0 处 应 当 没 有 奇异 性 , 而 在 + 二 忆 处 了 二 0, 于 是 


mm 的 





热流 密度 为 
三 perDRA, 





oT 
Or 


rr 二 R 


它 与 热 导 率 无 关 ， 


8 54 边界 层 内 的 传 热 


在 雷诺 数 非常 大 时 ， 流 体 中 的 温度 分 布 表现 出 与 速度 分 布 本 身 相 类 似 的 
特性 . 非常 大 的 Re 值 等 价 于 非常 小 的 黏度 . 但 是 , 因为 数 Pr = v/x 通常 不 是 
非常 小 , 所 以 应 当 认 为 温 导 率 x 就 像 v 那样 也 很 小 . 这 相当 于 , 在 足够 大 的 速 
度 下 可 以 把 流体 近似 地 看 做 理想 流体 一 一 在 理想 流体 中 应 当 既 没有 内 摩擦 过 
程 , 也 没有 热传导 过 程 ， 

但 是 , 这 样 的 观点 仍然 不 适用 于 靠近 壁面 的 一 层 流体 , 因为 在 理想 流体 观 
点 下 , 在 固体 表面 上 既 不 成 立 无 滑 移 边界 条 件 , 也 不 成 立 流体 与 固体 温度 相同 
的 条 件 . 所 以 , 在 边界 层 中 不 但 流体 速度 会 迅速 减 小 , 流体 温度 也 会 迅速 变化 
到 固体 表面 的 温度 . 边界 层 的 特征 就 是 其 中 的 速度 和 温度 都 具有 很 大 的 梯度 . 





§54 边界 层 内 的 传 热 . 235 . 


至 于 流体 所 占 主要 区 域 中 的 温度 分 布 , 则 容易 看 出 , 在 绕 加 热 物 体 的 流动 
中 (在 Re 很 大 时 ), 流体 的 加 热 基 本 上 仅仅 发 生 在 尾 迹 中 , 而 尾 迹 以 外 的 流体 
温度 保持 不 变 . 其 实 , 当 Re 很 大 时 , 基本 流动 中 的 热传导 过 程 几乎 不 起 任何 
作用 . 所 以 , 只 有 在 边界 层 内 经 过 加 热 的 流体 , 才 会 通过 其 自身 的 运动 , 使 这 
部 分 流体 所 能 达到 区 域 中 的 温度 发 生变 化 . 但 是 , 我 们 知道 ( 见 835), 来 自 边 
界 层 的 流 线 只 有 在 分 离线 之 后 才 离 开 边 界 层 并 进入 基本 流动 区 域 , 它们 在 那 
里 进入 注 流 尾 迹 区 . 流 线 一 旦 进入 尾 迹 区 , 就 不 会 再 出 来 因此 , 绕 加 热 物 体 
表面 流 过 并 且 位 于 边界 层 内 的 流体 全 部 会 进入 尾 迹 区 , 然后 一 直 留 在 尾 迹 中 ， 
我 们 看 到 , 热传导 发 生 在 涡 量 不 为 零 的 区 域 中 . 

在 湛 流 区 内 部 , 流体 因为 强烈 混合 而 出 现 高 强度 的 热 交 换 , 而 强烈 混合 是 
任何 油 流 的 特征 . 这 种 传 热机 理 可 以 称 为 油 流 传 热 , 并 且 可 以 仿照 我 们 已 经 引 
入 的 江 流 穆 度 wum 的 概念 (833), 用 相应 的 系数 xiwb 来 表征 它 ， 灌流 温 导 
率 的 量 级 由 公式 

Xturb ~ A 
给 出 , 这 与 wurb 的 公式 (33.2) 相同 . 

因此 , 层 流 和 满 流 中 的 传 热 过 程 是 根本 不 同 的 . 在 黏度 和 热 导 率 都 任意 小 
的 极限 情形 下 , 在 层 流 中 完全 没有 传 热 过 程 , 所 以 流体 温度 在 空间 中 的 每 个 点 
都 保持 不 变 . 相反 , 即使 在 同样 的 极限 情形 下 , 在 满 流 中 也 要 发 生 传 热 , 这 导致 
流动 各 个 部 分 的 温度 迅速 均匀 化 . 

首先 研究 层 流 边 界 层 中 的 传 热 . 运动 方程 (39.13) 的 形式 保持 不 变 , 现在 
应 当 对 方程 (53.2) 作 类 似 的 简化 . 这 个 方程 在 分 量 记号 下 具有 以 下 形式 (各 量 
均 与 坐标 z 无 关 ): 

oT oT oT oT 
wt 
在 方程 的 右边 , 导数 82T/68z? 与 927/8y2 相 比 可 以 忽略 不 计 , 于 是 
oT 7 oT 
Vr By 十 way = XB 

对 比 这 个 方程 与 (39.13) 中 的 第 一 个 方程 , 显然 可 以 看 出 , 如 果 普 朗 特 数 
的 量 级 为 1, 则 对 于 速度 we 减 小 同时 温度 工 变化 的 这 一 层 流 体 , 其 厚度 的 量 
级 6 仍然 由 在 $39 中 得 到 的 公式 给 出 , 即 它 反比 于 VRe. 热流 值 

Q 一 一 ~x 5 5 
所 以 , 我 们 得 出 结论 : g 以 及 努 塞 尔 数 都 与 VRe 成 正比 . 但 是 , Nu 对 Pr 的 依 
赖 关 系 仍 未 确定 . 因此 , 我 们 得 到 


Nu = VFe f(Pr). (54.2) 


(54.1) 
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由 此 可 知 , 例如 , 传 热 系数 a 反比 于 物体 尺寸 1 的 平方 根 . 

我 们 现在 研究 湛 流 边界 层 中 的 传 热 ， 就 像 842 那样 , 这 时 研究 沿 无 穷 大 
平板 的 平面 油 流 最 为 方便 . 采用 量 纲 方法 可 以 确定 这 种 平面 满 流 中 的 横向 温 
度 梯度 dT/dy, 同样 的 方法 曾经 被 用 来 确定 速度 梯度 du/dy. 用 4 表示 由 温度 
梯度 引起 的 沿 y 轴 的 热流 密度 . 这 个 量 与 动量 流 o 一 样 是 常量 (与 y 无 关 ), 并 
且 同 样 可 以 作为 确定 流动 性 质 的 给 定 参量 . 此 外 , 我 们 现在 还 有 密度 p 和 质量 
热 容 cp. 我 们 再 引入 量 作为 代替 o 的 参量 . g 和 cp 分 别 具 有 量 纲 g.s-3 和 
cm2 .s-2.“C-!. 至 于 黏度 和 热 导 率 , 它们 在 Re 足够 大 时 不 可 能 以 显 式 出 现在 
dT/dy 中 . 

在 §53 中 已 经 提 到 , 方程 相对 于 温度 是 齐 次 的 , 所 以 可 以 让 温度 改变 任何 
倍数 而 不 破坏 该 方程 . 但 是 当 温度 改变 时 , 热流 也 应 当 改 变 同样 的 倍数 , 所 以 
gq 和 工 应 当成 正比 . 而 从 w vs p, cp 和 wy 5 只 能 构成 一 个 具有 量 纲 “cmrl 同 
时 正比 于 g 的 量 , 这 样 的 量 是 gq/pepvsy;; if 以 应 : 






其 中 8 是 应 当 通 过 实验 来 确定 


T= (54.3) 
因此 , 与 速度 一 样 ， 温度 也 按照 对 数 律 分 布 这 里 的 积分 常数 应 应 当 根据 针 性 
底层 条 件 来 确定 , 就 像 推导 (42.7) 时 的 做 法 样 . 给 定点 的 流体 温度 与 壁面 
温度 (我 们 规定 后 者 为 零 ) 之 差 由 两 部 分 组 ,一 部 分 是 湛 流 层 的 温度 变化 , = 
部 分 是 黏 性 底层 的 温度 变化 . 从 对 数 律 (54.3) 仅 可 确定 潮流 层 的 温度 变化 . 所 
以 , 如 果 在 对 数 的 自 变 量 中 引入 了 厚度 系数 yo, 从 而 把 (54.3) 写 为 
加 q 
二 HpCpUs ( ) 

的 形式 , 则 const ( 乘 以 括号 前 的 系数 ) 应 当 是 黏 性 底层 中 的 温度 变化 .该 温度 
变化 当然 也 依赖 于 > 和 x. 因为 const 是 无 量 纲 量 , 所 以 其 形式 应 当 是 数 Pr 
的 某 个 函数 , 而 Pr 是 能 够 从 我 们 所 掌握 的 量 v, x, p, us, cp 构成 的 唯一 的 无 
量 纲 组 合 (至 于 热流 gq, 它 不 可 能 出 现在 const 中 , 因为 工 应 当 正 比 于 g, 而 gq 








@ 这 里 的 x 是 速度 剖面 对 数 律 (42.4) 中 的 卡门 常数 ， 根 据 这 样 的 定义 ，B = weurb/xeurb, 其 中 
zeurb 和 Xeurb 是 以 下 关系 式 中 的 系数 : 


g = PcpX a 0 二 pu au 
一 Ce 一 b 一 一 。 
PAturb 8y ? Tur Oy 
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已 出 现在 括号 之 前 的 系数 中 了 ). 于 是 , 我 们 得 到 以 下 形式 的 温度 分 布 规律 : 


q ur 
TO [n+f(Pr)| (54.4) 
(IL. 朗 道 , 1944). 在 这 个 表达 式 中 , 常数 8 的 经 验 值 为 6 = 0.9. 对 于 空气 , 函 
数 了 满足: f(0.7) 心 1.5. 

利用 公式 (54.4) 可 以 计算 沿 管道 、 平 板 等 的 端 流传 热 , 这 里 不 再 详细 讨论 . 

温度 的 满 流 涨 落 . 我 们 在 上 面 所 讨论 的 淇 流 中 的 温度 , 当然 是 指 它 对 时 间 
的 平均 值 . 在 空间 中 的 每 一 点 , 真实 温度 都 会 随时 间 而 发 生 类 似 于 速度 涨 落 的 
极 不 规则 的 变化 . 

我 们 将 认为 , 平均 温度 在 平均 速度 发 生变 化 的 距离 ! ( 淇 流 的 基本 尺度 ) 
上 才 有 重要 变化 . 对 于 温度 的 小 尺度 涨 落 (在 和 <i 的 尺度 上 ), 可 以 采用 在 
833 中 研究 满 流 局 部 性 质 时 已 经 使 用 过 的 一 些 一 般 概念 和 相似 方法 ， 并 且 认 
为 数 Pr ~ 1 (否则 必须 引入 由 v 和 x 确定 的 两 个 内 尺度 ). 于 是 , 尺度 的 惯性 
区 同时 也 是 对 流 区 一 一 在 对 流 区 中 , 温度 均匀 化 是 通过 受热 情况 不 同 的 “流体 
微 元 ” 的 机 械 混合 来 实现 的 , 真正 的 热传导 此 时 不 起 作用 , 温度 涨 落 的 性 质 在 
这 个 区 域内 与 大 尺度 运动 无 关 . 我 们 来 确定 惯性 区 中 的 温度 差 元 对 尺度 入 的 
依赖 关系 (A. M. 奥 布 霍 夫 , 1949). 

表达 式 x(VT)YT 给 出 由 热传导 引起 的 (单位 体积 中 的 ) 能 量 耗 散 率 ( 见 
(49.6) 或 后 文中 的 (79.1)). 除 以 pcp, 我 们 得 到 量 x(VT)YT = p/T, 它 确定 由 
耗 散 引起 的 温度 下 降 率 . 假设 温度 的 油 流 涨 落 相对 较 小 , 就 可 以 把 分 母 中 的 人 
替换 为 保持 不 变 的 平均 温度 . 这 样 引入 的 量 y 是 (与 < 一 起 ) 决定 非 均匀 加 热 
流体 中 的 汕 流 局 部 性 质 的 又 一 个 参量 . 

按照 在 833 中 叙述 的 方法 ( 见 (33.1) 之 后 的 内 容 ), 我 们 用 表征 和 尺度 涨 
落 的 量 来 表示 vy: 

2 
% ~ Xturb (全 ) ， 


把 Xeur ~ urb ~ Xux，w ~ (ENA)V3 (根据 (33.2) 和 (33.6)) 代入 此 式 , 就 得 到 
所 求 结 果 : 








T? ~ pe-13A2/3. (54.5) 


因此 , 对 于 和 > ho, 温度 涨 落 就 像 速度 涨 落 那样 正比 于 和 1/3. 

在 入 < 和 的 距离 上 , 温度 均匀 化 是 由 真正 的 热传导 引起 的 . 在 入 < 和 的 
尺度 上 , 温度 平稳 变化 . 按照 同样 对 速度 进行 过 的 分 析 , 这 里 的 温度 差 T、 正 
比 于 入 
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习 是 


1. 设 Pr 和 Re 很 大 , 求 层 流 边 界 层 中 努 塞 尔 数 对 普 朗 特 数 的 依赖 关 系 的 极限 规律 

解 : 当 Pr 很 大 时 , 温度 发 生变 化 的 距离 8' 远 小 于 速度 vz 减 小 的 那 一 层 流体 的 厚度 5 
(6' 可 以 称 为 温度 边界 层 的 厚度 ). 对 方程 (54.1) 中 的 各 项 进行 估计 ,就 可 以 得 到 6' 的 量 级 . 
在 从 Yy 二 0 到 yy ~ 6' 的 距离 上 ,温度 变化 的 量 级 是 流体 与 固体 之 间 总 的 温度 差 工 一 To, 而 
这 个 距离 上 的 速度 变化 具有 U6'/6 的 量 级 (速度 在 距离 5 上 才 有 量 级 为 U 的 总 变化 值 ). 
所 以 , 既然 y w 6', 方程 (54.1) 中 各 项 的 量 级 为 

OT TI-D eT 5 Ti—T 
Xap ~X BT 
对 比 这 两 个 表达 式 , 这 给 出 63 ~ x6lJU. 把 56~ 1/VRe 代入 , 我们 得 到 
1 6 

”Rev5Pry5 ™ Pri/ 
因此 , 当 Pr 很 大 时 , 温度 边界 层 厚 度 与 速度 边界 层 厚度 之 比 与 Pr 的 立方 根 成 反比 . 热流 





6’ 


最 后 得 到 传 热 的 极限 规律 @: 
Nu = const . Re /2Pr/3, 


2. 设 Pr 很 大 , 温度 分 布 满足 对 数 律 (54.4), 求 函 数 f(Pr) 的 极限 规律 
解 : 根据 842 中 的 讨论 , 黏 性 底层 中 的 模 向 速度 量 级 为 vn(y/yo)?, 涡流 尺度 的 量 级 为 


Y/Yyo， 因此, 疯 流 温 导 率 
y \ yt 
a 
Yo Yo 


{我 们 在 这 里 已 经 利用 了 关系 式 (42.5)). 在 Yj ~ WoPr-1/4 的 距离 上 , Xturp 与 通常 的 温 导 
率 X 在 量 级 上 是 相当 的 . 因为 Xturb 随 y 增加 得 非常 快 , 所 以 显然 可 知 , 温度 在 黏 性 底层 
中 的 主要 变化 发 生 在 到 壁面 距离 的 量 级 为 y1 的 地 方 , 并 且 可 以 认为 它 正 比 于 y1， 即 认 为 


其 量 级 为 
10 _ ,4 3/4 
x xPrl/4 pcpvx Pr 


对 比 公式 (54.4),， 我 们 求 出 函数 f(Pr) 的 形式 
f(Pr) = const . Pr3/4, 
其 中 const 是 常数 . 


@ 对 于 各 种 物质 的 实际 热 导 率 值 , 普 朗 特 数 达 不 到 使 这 个 极限 规律 成 立 的 值 . 但 是 , 这 样 的 规律 
可 以 应 用 于 对 流 扩散 , 因为 描述 对 流传 热 的 方程 同样 也 是 描述 对 流 扩散 的 方程 , 并 且 温度 起 溶质 浓度 
的 作用 , 热流 起 溶质 流 的 作用 , 而 传 质 普 朗 特 数 定义 为 Pp = v/D, 其 中 D 是 扩散 系数 . 例如 , 对 于 水 
溶液 和 类 似 的 液体 , Pp 的 量 级 可 达 103, 而 对 于 黏度 非常 大 的 溶剂 ， Pp 的 量 级 可 达 108 甚至 更 高 . 
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3. 推导 非 均匀 加 热 汕 流 中 的 以 下 局 部 关联 函数 之 间 的 关系 : 
Brr = (TB — Ti)’), Birr = (v2 — v1) (Ts — T1)) 


(A.M. 亚 格 洛 姆 , 1949). 
解 ; 所 有 计算 类 似 于 834 中 的 推导 . 除了 函数 Brr 和 Birr, 我 们 引入 辅助 函数 


= (NIT), birT = (viTiT2), 
并 且 为 了 简化 讨论 , 我 们 考虑 完全 均匀 的 各 向 同性 涡流 . 于 是 有 : 
Brr = 2(T2) — 2brr, Birr = dbirr (1) 
(因为 流体 是 不 可 压缩 的 , 所 以 平均 值 
(vuTiT) = ~(va Ti Ty), 
而 形 如 (v1i 了 3) 的 平均 值 为 零 ; 可 以 对 比 (34.18) 的 推导 )， 利用 方程 
+ (0: WT=xAT, divo =0 


计算 导数 
abrr - _22brr | 2XxAibmr (2) 
ot 2 XL t 


根据 各 向 同性 和 均匀 性 , 函数 biTT 具有 以 下 形式 : 








biTT = nibrTT (3) 
(其 中 是 "二 72 一 ri 方向 上 的 单位 矢量 )， 而 prrr 和 brr 只 依赖 于 r. 利用 (1) 和 (3)， 
方程 (2) 的 形式 化 为 


0B 3 
-2p 一 a div(mB-r7r) — xADBrr = 2 去 六" Br77) 一 闫 和 (= 2 ) 5 


其 中 引入 量 





2 = -于 元 (2) 
(与 正文 中 引入 的 量 相同 ) 因为 可 以 认为 局 部 灌流 是 定常 的 ,所 以 在 所 得 等 式 中 忽略 导数 
0Brr/8t. 再 对 7 积分 , 就 得 到 所 需 的 关系 式 (类 似 于 (34.21)): 


dB 4 
BrTT 一 2X 二 = 一 了 79. (4) 





当 了 六 Xo 时 , 含有 X 的 项 很 小 , 而 根据 (54.5), 双 数 Brr x r2/3. 于 是 , 从 (4) 有 
BrrT 久 -Sry. 
在 7 < 之 和 No 的 距离 上 , 我 们 有 Brr xr?, 而 项 BTr 可 以 息 略 , 于 是 


1 2 
BrT 名 一 。 
TT x 9 
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漫 入 静止 流体 中 的 温度 计 所 指示 的 温度 等 于 流体 的 温度 . 如 果 流 体 是 运 
动 的 , 则 温度 计 所 指示 的 温度 略 高 于 流体 的 温度 . 这 是 因为 , 温度 计 表 面 附近 
的 流体 因 内 摩擦 而 减速 , 从 而 受到 加 热 . 

一 般 问 题 可 以 用 以 下 方式 提出 . 设 一 个 任意 形状 的 物体 浸入 运动 流体 中 ， 
经 过 足够 长 时 间 后 达到 了 某 种 热平衡 , 需要 确定 这 时 出 现在 它们 之 间 的 温度 
差 隐 一 To. 

该 问题 的 解 由 方程 (50.2) 给 出 , 但 是 现在 已 经 不 能 像 方 程 (53.1) 那样 忽 
略 黏 性 项 ; 正 是 秋 性 项 决定 了 我 们 在 这 里 所 关注 的 效应 . 因此 , 对 于 定常 状态 ， 
我 们 有 方程 








mr v /Ov awkY 
vvT-xAT+ 闪 (如 + 儿 |) (55.1) 


这 里 还 应 当 补 充 流体 本 身 的 运动 方程 (53.3), 严格 地 说 , 还 包括 固体 内 的 热 传 
导 方 程 , 在 物体 热 导 率 足够 小 的 极限 情况 下 ,可 以 完全 忽略 物体 中 的 热传导 ， 
从 而 认为 物体 表面 上 每 一 点 的 温度 就 简单 地 等 于 流体 在 该 点 的 温度 , 而 流体 
的 温度 则 通过 求解 方程 (55.1) 来 获得 , 相应 边界 条 件 是 67Van = 0, 即 没 有 热 
流通 过 物体 表面 . 相反 , 在 物体 热 导 率 足 够 大 的 极限 情况 下 , 可 以 近似 地 要 求 
物体 表面 上 各 点 的 温度 相同 . 这 时 , 整个 表面 上 的 导数 97Van 一 般 不 为 零 , 应 
当 仅 仅 要 求 通过 物体 整个 表面 的 总 热流 ( 即 97Van 在 整个 表面 上 的 积分 ) 为 
零 即 可 . 在 这 两 种 极限 情况 下 , 物体 的 热 导 率 都 不 显 含 在 问题 的 解 中 ; 我 们 在 
下 面 将 假设 二 者 必 居 其 一 . 

方程 (55.1) 和 (55.3) 包含 常 参量 x, > 和 c, 此 外 在 方程 的 解 中 还 有 物体 
的 尺寸 ! 和 来 流速 度 UV (温度 差 元 - 罗 现在 不 是 任意 的 参量 , 它 本 身 应 当 通 
过 求解 方程 来 确定 ). 从 这 些 参量 可 以 构成 两 个 独立 的 无 量 纲 组 合 , 我 们 取 它 
们 为 Re 和 Pr. 于 是 可 以 断定 , 所 求 的 温度 差 五 -To 等 于 某 个 具有 温度 量 纲 
的 量 (我 们 取 其 为 U2/cp) 乘 以 Re 和 Pr 的 一 个 函数 : 


U2 
Tl 一 To 三 ce Pr). (55.2) 


当 雷 诺 数 非常 小 时 , 即 当 速度 U 足够 小 时 , 容易 确定 这 个 函数 的 形式 . 这 
时 , 方程 (55.1) 中 的 v. YT 远 小 于 xAT, 所 以 方程 (55.1) 简化 为 


2_ /oY 
XAT = 一 36 ( rt 到 (55.3) 


在 物体 尺寸 1 量 级 的 距离 上 , 温度 和 速度 发 生 显著 变化 . 所 以 , 对 方程 (55.3) 
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的 两 边 进行 估计 , 结果 给 出 


x — 7b) A vU?2 
2 Cpl? ? 


于 是 得 到 结论 : 当 Re 很 小 时 ， 
Ti — To = const. Pr (55.4) 


其 中 const 是 与 物体 形状 有 关 的 常数 . 我 们 注意 到 , 温度 差 与 速度 U 的 平方 成 
正比 . 

相反 , 在 Re 很 大 的 极限 情况 下 , 速度 和 温度 只 在 很 薄 的 边界 层 中 才 发 生 
变化 , 这 时 也 可 以 对 (55.2) 中 函数 f(Pr，Re) 的 形式 作出 某 些 一 般 结 论 . 设 6 
和 4 分 别 是 速度 和 温度 有 变化 的 距离 . 5 和 8 相差 一 个 依赖 于 Pr 的 因子 . 在 
边界 层 中 , 因为 黏 性 而 在 单位 时 间 内 灾 放 的 热量 由 积分 (16.3) 给 出 . 如 果 折 合 
到 单位 面积 的 物体 表面 , 其 量 级 为 vp(U/6)?6 = vpU236. 另 一 方面 , 这 些 热量 
应 当 等 于 散失 于 物体 的 热量 , 即 热流 


eT 2 一 70 
4 一 Xp 和/ 


比较 这 两 个 表达 式 , 我 们 求 出 结果 





一 了 UV 
1—7To0= A (55.5) 
因此 , 函数 f 在 这 种 情况 下 也 与 Re 无 关 , 但 它 对 Pr 的 依赖 关系 仍 未 确定 . 


习 题 


1. 设 流体 在 管 壁 温度 To 保持 恒定 的 国 管 中 作 泊 肃 叶 流 动 , 求 流体 中 的 温度 分 布 . 
解 : 在 柱 面 坐标 下 (z 轴 沼 管道 轴线 ), 我 们 有 


个 2 
ww ==2%0|1- (#) | 
其 中 五 是 平均 流速 . 代入 (55.3), 得 到 方程 


1d (IT _ 1 vr, 
rdr\ dr R4 xcp 


在 r=0 处 有 限 , 并 且 在 7 二 RR 处 满足 条 件 工 = TT 的 解 为 


Pr r\ 
T-T= 人 zi- (Ll. 
el (| 
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2. 设 流 体 绕 固 体 球 流动 , 雷诺 数 很 小 , 求 固体 球 与 流体 之 间 的 温度 差 . 假设 球 的 热 导 
率 很 大 ， 

解 : 取 球 面 坐标 7, 0, p, 原点 位 于 球 心 , 极 轴 沿 来 流速 度 方 向 . 利用 公式 (15.20) 和 球 
体 绕 流速 度 公 式 (20.9) 计算 张 量 分 量 9ui/Bzk + Buk/6zi, 我 们 得 到 方程 (55.3) 在 球面 坐 
标 下 的 形式 : 


44 2 4 
2 (= 玫 ) + 2 和 % (mo 蓄 ) = -4 [ee (3- 加 + 加) + 到 |， 


72 Or Or 7r2sin 00 00 74 74 
9P 
Pa 
A= 4 ww ， 
我 们 寻求 形 如 


T = f(r)cos*0 + g(7) 
的 人 T(r, 9). 在 分 离 出 依赖 于 和 不 依赖 于 9 的 部 分 之 后 , 就 得 到 f 和 g 的 两 个 方程 : 


2 
P+2f -6f=-4( 加 -加 + 加) 


2 1 7 Rs 
rg 十 279 +2f = 一 476， 


从 第 一 个 方程 得 到 








3 +7 
47 r 12r6 
( 略 去 形 如 const .7? 的 项 , 因为 它 在 无 穷 远 处 不 为 零 ), 于 是 第 二 个 方程 给 出 解 


__4 3R? RR’ Rs 本 clR3 eR 
1 一 IN25 3 18r5 
常量 c1, ca, cs 可 以 根据 以 下 条 件 来 确定 : 


在 7 三 忆 处 T= const, / snode =0, 





Rp 
在 > 一 尽 处 f(R)=0，g(R)+ Bf (B) = 0; 
在 无 穷 远 处 应 当 有 荆 二 To. 我 们 求 出 


cl 二 -号 4， C2 一 子 4， ca = To. 
对 于 固体 球 ( 二 T(R)) 和 流体 (Tb) 之 间 的 温度 差 ,我 们 求 出 
n_n= se. 
8 cp 
我 们 指出 , 所 得 到 的 温度 分 布 原来 还 满足 条 件 : 
在 二 忌 处 到 =0 即 F(R)= 9(R) =0. 


所 以 , 它 同 时 也 是 热 导 率 很 小 的 固体 球 的 同一 个 问题 的 解 . 
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856 自由 对 流 


我 们 在 $3 中 已 经 看 到 , 如 果 流 体 在 重力 场 中 处 于 力学 平衡 态 , 则 其 温度 
分 布 应 当 只 取决 于 高 度 z: T= T(z). 如 果 温度 分 布 不 满足 这 个 要 求 , 这 时 它 一 
般 是 三 个 坐标 的 函数 , 则 流体 中 的 力学 平衡 是 不 可 能 的 . 此 外 , 即使 T= 了 (2)， 
但 如 果 竖 直方 向 上 的 温度 梯度 指向 下 方 , 并 且 其 大 小 超过 一 定 的 极限 值 (84)， 
则 力学 平衡 仍然 是 不 可 能 的 . 

力学 平衡 的 破坏 导致 流体 内 部 流动 的 出 现 ， 这 种 流动 使 流体 各 点 的 温度 
趋 于 相同 . 重力 场 中 的 这 种 流动 称 为 自由 对 流 . 

我 们 来 推导 描述 自由 对 流 的 方程 . 假设 流体 是 不 可 压缩 的 , 这 意味 着 假设 
压强 沿 流体 的 变化 足够 小 , 从 而 可 以 忽略 由 压强 变化 引起 的 密度 变化 . 例如 在 
大 气 中 , 压强 随 高 度 而 变化 , 上 述 假 设 的 含义 是 我 们 不 研究 太 高 的 气 柱 , 因为 
在 这 样 的 气 柱 中 , 密度 随 高 度 有 显著 变化 . 至 于 由 流体 的 非 均匀 加 热 引 起 的 密 
度 变 化 , 这 当然 是 不 能 忽略 的 , 正 是 这 样 的 密度 变化 导致 了 引起 对 流 的 力 . 

我 们 把 可 变 的 温度 写 为 了 = To 十 T' 的 形式 , 其 中 To 是 某 个 保持 不 变 的 
平均 温度 , 它 是 计算 温度 变化 T' 的 起 点 . 假设 T' 远 小 于 TL. 

我 们 把 流体 的 密度 也 写 为 p= po +p 的 形式 , 其 中 po 保持 不 变 . 因为 温 
度 变化 T' 很 小 , 所 以 由 它 引 起 的 密度 变化 p' 也 很 小 , 并 且 可 以 写 出 


名) 7 7 
汪 ( 猴 T’ = -popTv， (56.1) 
oT 2 


其 中 8 = 一 (8p/68T)p/p 是 流体 的 定 压 体 膨 胀 系数 @. 
在 压强 的 表达 式 p = po +g 中 , po 不 是 常量 , 而 是 当 温度 和 密度 (分 别 等 
于 To 和 po) 保持 不 变 时 与 力学 平衡 态 相 对 应 的 压强 . 它 按 流体 静 力 学 方程 


po = pog .7 十 const = —pogz + const (56.2) 


随 高 度 而 变化 , 其 中 坐标 z 沿 竖 直 向 上 的 方向 计算 . 

在 高 度 为 h 的 流体 柱 中 , 流体 静 力 学 压强 的 变化 为 pogh. 该 压强 差 导 致 
pgh/c2 量 级 的 密度 变化 , 其 中 c 是 声速 ( 见 后 文中 的 (64.4)). 按照 条 件 , 无 论 
与 密度 本 身 相 比 , 还 是 与 温度 变化 所 导致 的 密度 变化 (56.1) 相 比 , 上 述 密度 变 
化 都 必须 小 到 可 以 忽略 . 换言之 , 应 当成 立 不 等 式 

儿 < pe, (56.3) 
其 中 6 是 特征 温度 差 . 


@ 我 们 将 认为 6 > 0. 
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我 们 首先 对 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 进行 变换 . 在 重力 场 中 , 纳 维 - 斯 托 克 斯 方 
程 的 形式 为 
+{v:V)v = -+vAv+g. 


在 (15.7) 的 右边 补充 单位 质量 流体 所 受 重 力 g9， 即 可 得 到 这 个 方程 . 下 面 把 
p 二 po 十 pp = po 十 Pp' 代入 方程 . 精确 到 一 阶 小 量 , 有 
Vp_ Vr Yr vp, 
加 pp， 
p po po po 
或 者 , 再 把 (56.1) 和 (56.2) 代入 , 有 


p Po 
把 这 个 表达 式 代入 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 并 省 略 po 的 下 标 , 最 终 得 到 
Ov 
区 十 
可 以 证 明 , 在 自由 对 流 中 , 热传导 方程 (50.2) 中 的 黏 性 项 远 小 于 其 余 各 项 ， 
因此 可 以 忽略 该 项 . 于 是 得 到 


4+v.VT' = XAT'. (56.5) 
方程 (56.4) 和 (56.5) 以 及 连续 性 方程 diyv = 0 组 成 描述 自由 对 流 的 封闭 
方程 组 (A. 奥 伯 贝克 , 1879; J. 布 西 内 斯 克 , 1903)@. 
对 于 定常 流 , 对 流 方程 的 形式 化 为 


7 
(ww V)u = 3y +vAv — gpT.. (56.4) 


7 
(5…V)o = 二 一 967" +vAw, (56.6) 
vv: YT = xAT, (56.7) 
divv = 0. (56.8) 


决定 未 知 函 数 v, p/p, T' 的 这 五 个 方程 包含 三 个 参量 : v, x 和 gB. 此 外 ， 
它们 的 解 还 包含 特征 长 度 h 和 特征 温度 差 6. 现在 没有 特征 速度 , 因为 没有 任 
何 由 其 他 外 部 原因 引起 的 流动 , 整个 流动 都 是 由 流体 非 均匀 加 热 引 起 的 . 从 这 
些 参 量 可 以 构成 两 个 独立 的 无 量 纲 组 合 (我 们 还 记得 , 这 时 应 当 让 温度 具有 特 
别 的 量 纲 , 见 853). 通常 选取 普 朗 特 数 Pr = v/x 和 瑞 利 数 @ 
裔 二 0% (56.9) 


@ 这 样 的 近似 通常 称 为 布 西 内 斯 克 近 似 , 这 时 在 运动 方程 中 部 分 考虑 密度 扰动 的 影响 (与 重力 有 
关 ), 在 连续 性 方程 中 则 完全 忽略 这 种 影响 . 一 一 译 者 
@ 在 文献 中 还 使 用 格拉 斯 惟 夫 数 Gr = 98Bha/v2 = Ra/Pr. 
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作为 这 样 的 无 量 纲 组 合 . 

普 朗 特 数 只 依赖 于 流体 物质 本 身 的 性 质 ， 瑞 利 数 则 是 这 种 对 流 的 基本 特 
征 数 . 
自由 对 流 的 相似 律 为 

家 元 了 (元 ， Ra, Pr)， 7= 6F( 元 ， Ra, Pr). (56.10) 


如 果 两 个 流动 的 Ra 和 Pr 相同 , 则 这 两 个 流动 相似 ， 人们 还 用 努 塞 尔 数 表征 
重力 场 中 的 对 流传 热 , 其 定义 仍然 是 (53.7). 努 塞 尔 数 现在 只 是 Ra 和 Pr 的 
函数 . 

对 流 既 可 以 是 层 流 , 也 可 以 是 汕 流 . 满 流 的 出 现 取决 于 瑞 利 数 一 一 对 流 在 
Ra 非常 大 时 就 变 成 湛 流 对 流 . 


习 题 


1. 在 竖 直 平板 上 出 现 自由 对 流 , 假设 速度 和 湿度 差 仅 在 紧 贴 平板 表面 的 很 薄 一 层 边 
界 层 中 才 显 著 不 为 零 ， 把 确定 努 塞 尔 数 的 问题 化 为 求解 相应 的 常 微 分 方程 (E. 波 尔 率 森 ， 
1921). 
解 : 在 平板 平面 内 党 竖 直 方向 取 工 轴 , y 轴 径 直 于 平板 , 坐标 原点 位 于 平板 下 缘 . 在 边 
界 层 中 , 压强 沿 2 轴 不 变 ( 见 $39), 所 以 处 处 都 等 于 流体 静 力学 压强 po(z), 于 是 p' 二 0. 
在 通常 的 边界 层 精度 下 , 方程 (56.6) 一 (56.8) 的 形式 化 为 
Ovz Du Ov 
“ry 
eT or oT 
“or By X67 " 
Ov 


Ovy _ 
Bt = 





+9g8(T — To), 


其 边界 条 件 为 
在 y=0 处 , vz 二 Vy = 二 0, 全 = Ti， 在 y=o0 处 , v4 = 二 0, 代 =To 
(TH 是 平板 温度 , 7b 是 远离 平板 处 的 流体 温度 ). 通过 引入 自 变 量 


TT 3 
€ a CrL/4 (ER , Gr = 98( 3 To)h (2) 
(h 是 平板 高 度 ), 可 以 把 这 些 方程 化 为 常 微分 方程 , 令 
ve = -Gr Vig(e), T-n=(n 7)0(é), (3) 


h3/2 
则 (1) 中 的 最 后 一 个 方程 给 出 


vGr1/4 
vy = Cr rAd 一 3p)， 
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而 前 两 个 方程 给 出 p(E) 和 0(E) 的 方程 : 
p+3pp’ —2p2+0=0, 0 +3Prpo =0. (4) 


从 (3) 和 (4) 可 知 , 边界 层 厚度 6 ~ (Zh3/Gr)!/4, 使 这 个 解 成 立 的 条 件 5 安 h 在 Gr 足够 
大 的 情况 下 是 成 立 的 . 
(单位 面积 平板 上 的 ) 总 热流 为 
__l Ee or 
Rh Dy 


dx Cr、\1/4 
dz = 一 了 9(0， Pr)(T — To)( 训 





y=0 


努 塞 尔 数 
Nu = (Pr)Grl/4， 


其 中 函数 有 (Pr) 由 方程 (4) 的 解 给 出 . 

2. 一 股 浸没 的 热气 体 油 流 射流 在 重力 场 影响 下 发 生 高 曲 , 求 它 的 形状 (T', HH. 阿布 拉 
英 维 奇 , 1938). 

解 : 设 T' 是 射流 和 周转 气体 之 闻 湿 度 差 的 某 个 平均 值 (在 射流 横 截 面 上 取 平 均值 )， 
U 是 射流 中 气体 的 某 个 平均 速度 , 1 是 沿 射流 的 距离 (从 射流 出 口算 起 , 假设 1 远大 于 射流 
出 口 的 尺寸 ). 热流 Q@ 党 射流 保持 不 变 的 条 件 为 


Q ~ pepT'uR? = const, 


又 因为 涡流 射流 的 半径 正比 于 1 ( 见 §36), 所 以 
© 


1 2 Da 
Tul’ = const Des (1) 
(我 们 指出 , 如 果 不 考虑 重力 场 , 则 wu oc 1/1 ( 见 (36.3)), 并 且 从 (1) 可 知 T' cx 1/1). 
通过 射流 横 截 面 的 动量 流失 量 正比 于 pu2R2m ~ gu?l?2n (mn 是 沿 射 流 方向 的 单位 失 
量 ). 它 的 水 平分 量 沿 射流 保持 不 变 : 


uw212 cos 0 = const (2) 


(9 是 nn 与 水 平方 向 之 间 的 央 角 ), 竖 直 分 重 的 变化 取决 于 作用 在 射流 上 的 升力 , 而 升力 正 
比 于 
/172 By® 
PPyT’'R? ~ phgT'lR ~ ee 


所 以 ,我 们 有 
TO sin0) ~ Ss. (3) 
根据 (2), 由 此 可 知 
Se = const .1 cos!/? 0, 


从 而 最 后 得 到 


db 
人 co85720 一 const .! (4) 
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(bo 给 出 射流 在 出 口 的 方向 ). 
特别 地 , 如 果 角 8 沿 整个 射流 的 变化 不 大 , 则 (4) 给 出 
0 — 0 = const 2, 
这 意味 着 , 射流 具有 三 次 抛物 线 的 形状 , 它 对 直线 轨迹 的 偏离 d = const 13, 
3. 一 股 热 气体 涡流 射流 ( 现 利 数 很 大 ) 从 静止 热 物体 上 升 起 , 求 射流 的 速度 和 湿度 随 
高 度 的 变化 规律 ( 兄 , B. 泽 尔 道 维 奇 , 1937). 
解 : 与 上 述 情形 一 样 , 射流 的 半径 正比 于 离开 射流 源 的 距离 , 于 是 类 似 于 (1) 有 
Tuz2 = const, 
而 取代 (3) 的 是 
二 (z2u2) _ ont 
(z 是 从 物体 算 起 的 高 度 , 假设 它 远大 于 物体 的 尺寸 ), 对 最 后 这 个 方程 进行 积分 , 求 出 


uC 213， 


对 于 温度 则 相应 地 求 出 


ocx 一 5/3. 
4. 题目 同上 , 但 射流 改 为 自由 升 起 的 层 流 对 流 射流 ( 兄 .B, 泽 尔 道 维 奇 , 1937). 
解 : 除了 表示 热流 保持 不 变 的 关系 式 


T'uR? = const, 


我 们 还 有 得 自 方程 (56.6) 的 关系 式 


从 这 些 关系 式 求 出 射流 的 半径 、 速 度 和 温度 随 高 度 的 以 下 变化 规律 : 
Re Vz, w= const, T'c i. 


我 们 指出 , 瑞 利 数 
Racx TR’ cx Vz 


随 高 度 的 增加 而 增加 , 所 以 射流 在 某 个 高 度 上 会 变 为 涡流 . 
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在 流体 和 固 壁 具有 给 定 相对 位 置 的 情况 下 , 如 果 逐 渐 增 加 瑞 利 数 , 则 流体 
的 静止 状态 终 将 变 得 对 任何 小 扰动 都 不 稳定 @, 结果 就 会 出 现 对 流 , 并 且 从 静 


加 不 要 把 这 种 不 稳定 性 与 在 8 28 中 讨论 过 的 对 流 不 稳定 性 混为一谈 ! 
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止 流 体 中 的 纯 热 传导 方式 向 对 流 方式 的 转变 是 连续 的 . 所 以 , 努 塞 尔 数 对 Ra 
的 依赖 关系 在 这 个 转变 中 不 发 生 间 断 , 只 发 生 偏 折 . 

为 了 从 理论 上 确定 临界 值 Racr, 应 当 按 照 已 经 在 8 26 中 阐述 过 的 方法 进 
行 分 析 . 我 们 在 这 里 对 上 述 情 况 重复 这 一 分 析 过 程 . 

把 T' 和 yp 表示 为 


T=D+7T p=p0+pw (57.1) 


的 形式 , 其 中 天 和 pb 是 静止 流体 的 相应 参量 , 而 r 和 w 是 扰动 . 和 z0 满 


足 方 程 
d277 
dz2 


=0, 0 = pgpTo. 
从 第 一 个 方程 得 到 T4 = -4z, 其 中 4 是 常量 ; 在 我 们 所 关心 的 从 下 部 加 热流 
体 的 情况 下 , 该 常量 4 > 0. 

在 方程 (56.4), (56.5) 中 , v ( 未 受 扰动 的 速度 为 零 ), r 和 uw 是 小 量 . 忽略 
二 次 项 并 认为 扰动 对 时 间 的 依赖 关系 表现 为 e-t, 我 们 得 到 方程 





AT = 


一 iv = —Vw+vAv — brg, 
一 iT 一 Av;, = XAT, 
divv = 0. 
最 好 把 这 些 方程 写 为 无 量 纲 形式 ,为 此 引入 其 中 所 有 量 的 度量 单位 : 对 于 长 


度 、 频 率 、 速 度 、 压 强 和 温度 , 这 分 别 是 h, v/ 忆 , v/h, pv2/h? 和 Ahv/x. 在 
本 节 下 文中 (包括 习题 ), 所 有 字母 均 表 示 相 应 的 无 量 纲 量 . 方程 的 形式 变 为 


一 iwv = 一 VUw + Av 十 RaTn, (57.2) 
—iwrPr = Ar 十 vz， (57.3) 
divv=0 (57.4) 


(n 是 z 轴 方 向 上 的 单位 矢量 , 它 竖 直 向 上 ). 这 里 明显 出 现 无 量 纲 参数 Ra 和 
Pr. 如 果 与 流体 接触 的 固体 表面 保持 恒定 的 温度 ， 则 在 这 部 分 表面 上 应 当成 
立 条 件 @ 

v=0,， T=0. (57.5) 


@ 我 们 考虑 与 理想 传 热 壁面 相对 应 的 最 简单 的 边界 条 件 . 当 壁 面 的 热 导 率 有 限时 , 在 方程 组 中 还 
应 当 补充 壁面 中 的 热传导 方程 ， 我 们 也 不 考虑 流体 具有 自由 面 的 情况 ， 在 这 样 的 情况 下 ， 严 格 地 说 ， 
应 当 考 虑 由 扰动 导致 的 自由 面 变形 , 以 及 由 此 产生 的 表面 张力 . 
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方程 (57.2) 一 (57.4) 和 边界 条 件 (57.5) 确定 了 频率 w 的 本 征 频谱 . 如 果 
Ra < Racr, 则 其 虚 部 y = Imw < 0, 所 以 扰动 衰减 . 临界 值 Rac: 就 是 ( 当 Ra 
增加 时 ) 最 先 出 现 满足 条 件 7 > 0 的 频率 本 征 值 的 那 一 个 Ra 值 . 当 Ra = Racr 
时 , 7 值 穿 过 零点 . 

静止 流体 的 对 流 不 稳定 性 问题 具有 以 下 特征 : 所 有 本 征 值 iw 都 是 实数 ， 
使 得 扰动 单调 衰减 或 增强 , 没有 振荡 . 所 以 , 静止 流体 失 稳 所 导致 的 稳定 运动 
是 定常 的 . 对 于 流体 充满 封闭 带 状 区 域 并 且 在 壁面 上 满足 边界 条 件 (57.5) 的 
情况 , 我 们 来 证 明 这 个 结论 @. 

让 方程 (57.2) 和 (57.3) 分 别 乘 以 w* 和 一 , 然后 沿 带 状 区 域 积分 . 对 v*. Av 
和 "Ar 这 两 项 作 分 部 积分 外 , 并 注意 到 边界 条 件 使 区 域 边界 上 的 积分 为 零 ， 
我 们 得 到 

a / olzday = / (|rotvl? + Rarv*) dV. 
(57.6) 

-iwPr / |r|2dqy = fv 十 TVz) dV. 


取 这 些 等 式 的 复 共 圈 并 与 原来 的 等 式 相 减 , 我 们 求 出 
I / opPdy = Ra / (ro* — T°) dV, 
-i(w + w*)Pr 站 rav = - / (rw — 7*ve) dV. 
最 后 , 第 二 个 等 式 乘 以 Ra 并 与 第 一 个 等 式 相 加 , 得 到 
Rew / (lo2 + Ra PrlrP)dy =0. 


因为 积分 恒 为 正 , 这 就 是 所 需 结 果 Rew = 0@. 我 们 指出 , 4 < 0 (流体 受热 上 


@ 我 们 按照 B. C. 索 罗 金 (1953) 的 结果 给 出 这 个 推导 过 程 和 下 面 的 变 分 原理 表述 . 
@ 利用 等 式 
vAvV = —U". rotrotv = div(v" x rot v) — |rot v|?, 
T"Ar = div(r* v7) ~ |vrl?, 


VY- Vw = div(wv). 


@ 从 数学 观点 看 , 上 述 推导 归结 为 证 明 方程 组 (57.2) 一 (57.4) 的 自 共 轿 性 .从 物理 观点 看 , 可 以 
用 以 下 方法 来 解释 导致 这 个 结果 的 原因 . 设 一 个 流体 微 元 受到 扰动 后 开始 移动 ,例如 向 上 移动 . 它 在 
移动 到 周围 流体 温度 稍 低 的 地 方 后 会 因为 热传导 而 冷却 ， 但 仍然 比 周围 介质 更 热 ， 所 以 , 作用 在 流体 
微 元 上 的 浮力 指向 上 方 , 它 将 继续 沿 原 方向 运动 .至 于 究竟 是 减速 运动 还 是 加 速 运动 ， 则 取决 于 温度 
梯度 与 各 种 耗 散 系 数 之 间 的 关系 . 无 论 那 一 种 情况 , 都 不 会 出 现 振动 , 因为 没有 “回复 力 *. 我 们 指出 ， 
当 存 在 自由 面 时 , 回复 力 会 由 于 表面 张力 而 出 现 ， 办 为 表面 张力 使 已 经 变形 的 表面 有 变 平 的 趋势 ， 而 
在 考虑 这 种 力 时 , 上 述 结论 已 经 不 再 成 立 . 
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升 ) 在 形式 上 对 应 着 Ra < 0, 这 时 积分 可 以 为 零 , 于 是 iw 可 以 是 复数 . 
我 们 回 到 等 式 (57.6). 现在 让 第 二 个 等 式 乘 以 Ra, 然后 与 第 一 个 等 式 相 
加 , 就 得 到 增长 率 7 = 一 jw 的 以 下 表达 式 : 


5 (57.7) 


三 |、 


> 
其 中 J 入 表示 积分 


J = / [(rot 0)? + Ra(Vr)2 — 2Ra Tv] dV, 
(57.8) 
N= fw + RaPr7?)dV 


(假设 v 条 是 实 函 数 ). 众所周知 , 自 共 辆 线性 微分 算 子 的 本 征 值 问 题 具有 变 
分 表述 , 这 种 表述 恰好 基于 形 如 (57.7), (57.8) 的 表达 式 . 把 了 和 NN 看 做 函数 v 
和 7 的 泛 函 , 要 求 J 在 divv =0 和 N=1 的 附加 条 件 下 具有 极 值 , 后 者 起 “ 归 
一 化 条 件 ” 的 作用 . 按照 变 分 学 一 般 法 则 , 我 们 组 成 变 分 方程 


J +Y8N— A 2w (div wv) dV = 0, (57.9) 


其 中 的 常量 y 和 函数 w(r) 起 待定 的 拉 格 朗 日 乘 子 的 作用 . 如 果 计 算 其 中 的 变 
分 (这 时 要 进行 分 部 积分 并 考虑 边界 条 件 (57.5)), 再 让 独立 变 分 5v 和 57 的 相 
应 表达 式 为 零 , 则 确实 得 到 方程 (57.2), (57.3)， 从 这 样 提出 的 变 分 问题 计算 出 
J 值 后 , 按照 (57.7) 就 得 出 -7 = 一 yu 的 最 小 值 , 即 增强 (或 衰减 一 -这 取决 于 
7 的 符号 ) 速度 最 快 的 扰动 的 增长 率 . 

根据 其 推导 过 程 的 含义 , 临界 值 Racr 确定 了 相对 于 无 穷 小 扰动 的 稳定 性 
边界 . 但 是 , 对 静止 流体 对 流 稳定 性 问题 的 研究 表明 , 该 临界 值 同时 也 是 对 任 
何 有 限 扰动 的 稳定 性 边界 @. 换言之 , 当 Ra < Ru. 时 , 除了 静止 状态 , 运动 方 
程 没有 任何 不 随时 间 衰 减 的 解 ， 我 们 来 证 明 这 个 结论 (B.C. 索 罗 人 金 , 1954). 

对 于 有 限 扰动 , 运动 方程 应 当 写 为 以 下 形式 : 

Ov 


区 =—Vw+Av+ Rarn— (v:Vy)y, 


Pr 元 一 Ar 十 Vz 一 Prv.VT， 


它们 与 (57.2), (57.3) 的 区 别 在 于 非 线 性 项 . 对 于 这 些 方程 , 我 们 可 以 完全 重复 
从 方程 (57.2), (57.3) 推导 关系 式 (57.6), (57.7) 的 上 述 过 程 . 根据 等 式 divw = 0， 





(57.10) 


@ 说 到 扰动 强度 有 限 , 我 们 在 这 里 是 指 对 于 这 种 扰动 在 方程 (56.4), (56.5) 中 不 能 忽略 非 线性 项 ， 
但 为 推导 这 些 方程 而 提出 的 那些 条 件 这 时 仍然 成 立 , 
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非 线性 项 化 为 散 度 形式 : 
vv:V)v = div ($*) ) TV:VT=div (¥°) 。 


从 而 在 积分 后 消失 . 所 以 , 我 们 最 后 得 到 关系 式 


它 与 等 式 (57.7) 7N = -J 的 区 别 仅仅 在 于 , 乘积 YN 现在 被 改 为 对 时 间 的 导 
数 . 根据 上 述 变 分 原理 , 对 于 任何 函数 v 和 7 都 有 一 J < YN, 所 以 

2 < 2y.N(t), 
从 而 

N(t) «< N(0) et. (57.11) 
但 是 , 在 临界 值 以 下 (Ra < Racr), 根据 线性 理论 得 到 的 包括 最 大 增长 率 mm 在 
内 的 所 有 增长 率 都 是 负 的 . 所 以 从 (57.11) 可 知 , 当 + 一 oo 时 NO 十 0, 又 因 
为 N 中 的 被 积 函数 严格 为 正 , 所 以 函数 v 和 r 本 身 也 趋 于 零 . 

回 到 计算 Racr 的 问题 . 因为 所 有 本 征 值 iw 都 是 实数 , 所 以 当 Ra = Racr 

时 成 立 的 等 式 y = 0 意味 着 w = 0. 于 是 , 临界 值 Racr 可 以 定义 为 方程 组 


An — Vy + RaTn = 0, 
Ar = —v,, (57.12) 
divv=0 


中 的 参数 Ra 的 最 小 本 征 值 (这 个 问题 也 有 变 分 表述 , 见习 题 2). 我 们 注意 到 ， 
无 论 是 方程 (57.12) 本 身 , 还 是 它们 的 边界 条 件 , 都 不 含有 普 朗 特 数 Pr. 所 以 ， 
对 于 具有 相对 给 定位 置 的 流体 和 固体 ， 由 这 些 方程 和 条 件 确定 的 临界 瑞 利 数 
也 不 依赖 于 组 成 流体 的 物质 . 

最 简单 同时 在 理论 上 又 很 重要 的 一 个 问题 ， 是 关于 两 块 无 穷 大 水 平平 板 
之 间 的 流体 层 在 平板 温度 维持 恒定 且 上 板 温 度 更 低 条 件 下 的 稳定 性 问题 @. 

为 了 求解 这 个 问题 , 最 好 把 方程 组 (57.12) 化 为 一 个 方程 @8. 对 第 一 个 方 
程 应 用 算 子 rotrot = V div 一 A, 然后 取 其 z 分 量 并 使 用 其 余 两 个 方程 , 得 到 


As = Ra A2T (57.13) 
@ 这 个 问题 最 先是 由 贝 纳 尔 通过 实验 提出 的 〈H. 贝 纳 尔 ，1900), 瑞 利 也 从 理论 上 研究 过 ( 瑞 利 ， 


1916). 
@ 珀 柳 和 索 思 韦 尔 证 明了 这 个 问题 中 的 iw 是 实数 (A. 珀 柳 , R.V. 索 有 思 韦 尔 , 1940). 
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(其 中 As = 82/9z? + 82/5y2 是 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 ). 两 块 平板 上 的 边界 条 件 为 : 
在 z=0,1 处 ，T=0，w=0， 二 ==0 


(根据 连续 性 方程 ,后 者 等 价 于 条 件 : 对 于 所 有 z, y 均 有 vs = vy = 0). 根据 
(57.12) 中 的 第 二 个 方程 , 关于 wz 的 条 件 可 以 替换 为 关于 r 的 高 阶 导数 的 条 件 : 


gr -0 ror 0 


Bz2 Oz3 Oz 
我 们 寻求 以 下 形式 的 7: 
T= f(z)p(z, 2 p= eh'" (57.14) 


(其 中 是 zy 平面 上 的 矢量 ), 并 且 对 于 f(z) 得 到 方程 


d2 
(去 -局 ) f+Rakf =0. 


这 个 方程 的 通 解 为 函数 cosh uz 和 sinh pz 的 线性 组 合 , 这 里 
2 二 k2- Ral/3k2/311/3, 


并 且 取 三 个 不 同 的 根 11/3. 该 线性 组 合 的 系数 取决 于 边界 条 件 , 由 此 引出 一 组 
代数 方程 , 其 相 容 条 件 给 出 一 个 超越 方程 , 它 的 根 就 定 出 依赖 关系 =, (Ra)， 
n 二 1, 2,…. 反 函 数 Ra = Ran(k) 在 大 取 某 些 确定 值 时 有 极 小 值 , 这 些 极 小 
值 中 的 最 小 值 即 给 出 临界 值 Rau@. 它 等 于 1708, 并 且 以 1/h 为 度量 单位 时 
的 相应 波 数值 为 kc: = 3.12 (H. 杰 弗 里 斯 , 1928). 
因此 , 如 果 厚 度 为 h 的 水 平流 体 层 具有 向 下 的 温度 梯度 4, 则 这 层 流 体 在 
以 下 条 件 下 是 不 稳定 的 @: 
二 一 > 1708. (57.15) 


当 Ra > Racr 时 , 在 流体 中 会 出 现 定 常 对 流 , 这 种 运动 在 zy 平面 上 是 周期 性 


@ 在 以 下 书 中 可 以 找到 计算 细节 : Tepmmyaa 工 . 3., Kyxopuixuh BE. M. KomrnexTrhanan ycroMuw- 
BOCTP HECXKUMAEMON 2KHIKOCTH,， MockBpa: Hayrka, 1972 (Gershuni G. 2,, Zhukhovitskii E. M. Convective 
Stability of Incompressible Fluids. Jerusalem: Keter, 1976)， 还 可 以 参考 在 114 页 提 到 的 钱 德 拉 塞 卡 的 
书 以 及 德 拉 津 和 雷 德 的 书 . 

加 当 A 给 定时 , 该 条 件 对 于 足够 大 的 h 总 是 成 立 的 ， 为 了 避免 误解 , 应 当 注意 这 里 所 讨论 的 厚 
度 h 应 当 使 得 由 重力 场 造 成 的 流体 密度 变化 无 关 紧 要 . 所 以 , 这 个 判 据 不 适用 于 较 高 的 流体 柱 , 在 这 
种 情况 下 应 当 使 用 在 54 中 得 到 的 判 据 ， 从 这 个 判 据 可 以 看 出 , 只 要 温度 梯度 不 是 过 大 ， 则 无 论 流体 
柱 高 度 如何 , 都 不 会 出 现 对 流 . 
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的 . 两 块 平板 之 间 的 全 部 空间 分 为 诸多 互相 靠近 的 同样 的 单元 , 每 个 单元 内 的 
流动 都 沿 封闭 迹 线 进 行 , 流体 不 会 从 一 个 单元 流 进 另 一 个 单元 . 这 些 单元 在 边 
界面 上 形成 某 种 栅 格 @. 临界 值 kee 确定 了 栅 格 的 周期 , 而 不 是 它 的 对 称 图 案 . 
线性 运动 方程 允许 (57.14) 中 的 函数 p(z, y) 具有 任何 形式 , 只 要 它 满足 方程 
(Az 一 妃 )p = 0. 在 线性 理论 的 范围 内 无 法 消除 这 种 不 确定 性 . 看 来 , 应 当 实 现 
某 种 “二 维 ” 运动 结构 , 使 得 在 zy 平面 上 只 有 一 维 周 期 性 一 一 在 该 平面 上 只 有 
一 族 平行 条 带 @. 


习 题 


1. 设 竖 直 放置 的 柱状 国 管 内 充满 流体 , 沿 管 轴 方向 维持 恒定 的 温度 梯度 . 在 以 下 情况 
下 求 流体 中 出 现 对 流 所 对 应 的 临界 瑞 利 数 : (a) 管 壁 理想 传 热 ; (b) 管 壁 绝热 (T. A. 奥 斯 特 
罗 乌 英 夫 , 1846). 

解 : 我 们 寻求 方程 (57.2) 一 (57.4) 的 解 , 使 对 流速 度 处 处 指向 管 轴 (z 轴 ) 方向 , 而 
整个 流动 图 像 沿 管 轴 不 变 , 即 yz 二 v,T,， Bw /8z 这 些 量 只 依赖 于 管道 横 截 面 上 的 坐标 @. 
方程 的 形式 为 

0 Ow 
=— = 0, 页 


=0,， Asau = 一 Ra7 十 A2T ==» 


dw 
Dr Oz’ 
( 瑞 利 数 Ra = gBAR4/xv, 其 中 忆 是 管道 半径 ). 从 前 三 个 方程 可 知 Bw/Bz = const, 再 利 
用 其 余 方程 消去 T, 得 到 
A3v = Rav， 
在 管 壁 上 (r = 1) 应 当成 立 条 件 v 二 0, 以 及 条 件 T+ = 二 0 (情况 (a)) 或 87/Br =0 (情况 (b)). 
此 外 , 通过 管道 横 截 面 的 总 流量 应 当 等 于 零 . 
方程 具有 形 如 cosrap .Jn(kr)，cosmp :In(kr) 的 解 , 其 中 Jn, In 是 实 灾 量 贝 塞 尔 函 数 
和 虚 变 量 贝 塞 尔 函 教 , 1 二 Ra; r, p 是 管道 横 截 面 上 的 极 坐 标 . 当 对 流 开始 出 现时 , 相应 
的 解 具有 最 小 的 Ra 值 . 结果 表明 , 这 样 的 解 对 应 n 二 1: 


v = vo cos p[J1 (kr)Ii(k) — Li(kr)Ji (k)], 


V0_ cos 2[Ji(kr)I (KR) + Ii(kr)J1(k)] 


To Ra 





@ 这 种 具有 顶 格 结构 的 定常 周期 对 流 称 为 贝 纳 尔 对 流 ， 一 一 译 者 

@ 理论 分 析 指 出 ,在 略 大 于 Rac: 的 区 域内 ,只 有 这 种 结构 相对 于 小 扰动 是 稳定 的 ; “三 维 * 棱柱 
结构 是 不 稳定 的 ， 实 验 结果 特别 依赖 于 实验 条 件 (包括 容器 侧 壁 的 形状 和 尺寸 ), 并 且 不 是 单 值 的 .在 
许多 情况 下 观察 到 的 三 维 六 边 形 结构 看 来 与 上 部 自由 面 上 表面 张力 的 影响 有 关 , 也 与 流体 黏度 对 温度 
的 依赖 关系 有 关 (在 上 述 理论 中 当然 把 黏度 v 当做 常量 ). 

@ 方程 还 具有 沿 z 轴 的 周期 解 , 其 中 包含 因子 e**. 但 是 , 所 有 这 些 解 都 给 出 更 高 的 临界 值 Rac. 
我 们 注意 到 , 所 考虑 的 解 对 应 & = 0, 它 还 满足 精确 的 ( 非 线性 ) 方程 (57.10), 因为 非 线性 项 (o.V)v 
和 vw- vr 便 等 于 零 . 
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(并 且 梯 度 Bw/68z = 0). 由 这 些 公式 描述 的 运动 相对 于 通过 管 轴 的 一 个 竖 直 平面 是 反对 称 
的 ,这 个 平面 把 流动 区 域 分 为 两 部 分 : 流体 在 一 部 分 区 域 中 下 降 , 而 在 另 一 部 分 区 域 中 上 
升 ， 上 述 解 满足 在 7 二 1 处 v=0 的 条 件 , 在 情况 (a) 中 ,条件 7 二 0 时 致 方程 J1(k) = 0 
它 的 最 小 根 给 出 临界 值 Racr 二 k4 = 216. 在 情况 (b) 中 , 条 件 67/Br = 0 导致 方程 
Jo(k) ，Ioe) _ 2 
Tk) I(k) k 
这 个 方程 的 最 小 根 给 出 Racr = 68. 
2. 对 于 由 方程 (57.12) 确定 的 关于 Ra 的 本 征 值 问题 , 给 出 相应 变 分 原理 的 表述 . 
解 : 为 了 让 方程 (57.12) 具有 更 对 称 的 形式 , 我们 引入 新 函数 户 = VRaT 来 代替 T, 即 
再 次 改变 温度 的 度量 单位 ， 于是， 








VRain=Vw—Av, VRav:= -AF，divo= 0. 
采用 推导 (57.7) 的 做 法 , 我 们 得 到 VRa = J/N, 其 中 
J= 孔 站 [coto)j2+(vP]day N= / vf dV 


(容易 证 明 积分 N 为 正 , 只 要 把 它 化 为 VRG / (VV ?dV 的 形式 即 可 ). 变 分 原理 可 以 表述 


为 : 在 divv 二 0 和 N= 1 的 附加 条 件 条 件 下 求 J 的 极 值 . J 的 最 小 值 给 出 VRa 的 最 小 
本 征 值 , 


千 
沙 志 


§58 混合 流体 的 流体 动力 学 方程 


在 前 面 的 所 有 论述 中 一 直 假设 流体 按照 其 组 成 是 完全 均匀 的 . 如 果 我 们 
要 研究 混合 流体 , 并 且 其 组 成 沿 空间 而 改变 , 则 流体 动力 学 方程 会 有 重要 变化 . 

我 们 仅 限于 研究 双 组 元 混合 流体 . 我 们 将 用 浓度 e 描述 混合 流体 的 组 成 ， 
它 被 定义 为 给 定 体 微 元 内 混合 流体 一 种 组 元 的 质量 与 这 部 分 流体 总 质量 之 比 . 

流体 中 的 浓度 分 布 一 般 随时 间 而 变化 . 浓度 的 变化 有 两 种 方式 . 其 一 , 当 
流体 有 宏观 运动 时 , 任何 给 定 的 流体 微 元 都 作为 一 个 整体 而 运动 , 其 组 成 保持 
不 变 . 流体 的 纯 机 械 混合 就 是 通过 这 种 方式 实现 的 , 这 时 虽然 每 一 个 运动 流体 
微 元 的 组 成 保持 不 变 , 但 是 在 空间 中 每 一 个 给 定 的 静止 点 , 流体 的 浓度 会 随时 
间 变 化 . 如 果 不 考虑 可 能 同时 发 生 的 热传导 过 程 和 内 摩擦 过 程 , 则 这 样 的 浓度 
变化 是 热力 学 可 道 过 程 , 并 不 导致 能 量 耗 散 . 

其 二 , 组 成 的 变化 可 以 通过 物质 的 分 子 输 运 来 实现 , 这 时 物质 从 一 个 流体 
微 元 向 另 一 个 流体 微 元 输 运 ， 这 种 直接 改变 每 一 个 流体 微 元 组 成 的 浓度 均匀 
化 过 程 称 为 扩散 . 扩散 是 不 可 逆 过 程 , 并 且 与 热传导 和 符 性 一 样 , 是 混合 流体 
中 能 量 耗 散 的 原因 之 一 . 

我 们 用 字母 p 表示 流体 的 整体 密度 . 对 于 流体 的 整体 质量 , 连续 性 方程 保 
持 以 前 的 形式 : 


oe +div(pv) = 0. (58.1) 


它 表 示 , 某 区 域 中 的 流体 总 质量 只 能 因为 流体 流入 或 流出 该 区 域 而 发 生变 化 . 
必须 强调 , 对 于 混合 流体 , 严格 而 言 应 当 重 新 定义 速度 这 个 概念 本 身 . 既然 已 
经 写 出 形 如 (58.1) 连续 性 方程 , 我 们 其 实 已 经 把 速度 定义 为 单位 质量 流体 的 
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总 动量 , 这 与 以 前 的 定义 一 致 . 
纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 (15.5) 也 保持 不 变 . 现在 推导 混合 流体 的 其 余 流 体 动 
力学 方程 . 
假如 没有 扩散 , 则 每 一 个 给 定 流体 微 元 的 组 成 在 其 运动 过 程 中 保持 不 变 ， 
这 意味 着 全 导数 dc/dt 应 当 为 零 , 即 成 立方 程 
于 = = +v:Vc=0. 
利用 (58.1), 可 以 把 这 个 方程 写 为 


人 一 -一 十 div(pocu) = 


人 性 方程 的 形式 (pc 是 单位 体积 混合 流体 中 
该 组 元 的 质量 )， 再 写 为 积分 形式 : 


BRB/ rev = pods 
这 表明 , 某 区 域内 给 定 组 元 质量 的 变化 率 等 于 穿 过 该 区 域 边界 面 的 运动 流体 
所 输 运 的 该 组 元 质量 . 
存在 扩散 时 , 除了 该 组 元 的 物质 流 pcu, 还 有 另 一 个 物质 流 也 会 导致 混合 
流体 中 的 物质 输 运 , 即使 流体 在 整体 上 没有 运动 时 也 是 如 此 . 设 站 是 这 种 扩散 
流 的 密度 , 即 单位 时 间 内 因为 扩散 而 穿 过 单位 面积 的 上 述 组 元 的 质量 9. 于 是 
对 于 某 区 域内 这 种 组 元 质量 的 变化 率 , 我 们 有 


/rv =- $0.af- fias, 


或 者 在 微分 形式 下 有 
a =—div(pcv) — divi. (58.2) 


利用 (58.1), 可 以 把 混合 流体 中 一 种 组 元 的 这 个 连续 性 方程 写 为 以 下 形式 : 
(器 二 v9- ve) = —divi. (58.3) 


为 了 再 推导 一 个 方程 , 我 们 重复 849 中 的 做 法 . 我 们 注意 到 , 流体 的 热力 
学 量 现 在 也 是 浓度 的 函数 ,在 通过 运动 方程 计算 导数 


0 /pw 
(等 + 


@ 两 种 组 元 的 物质 流 密度 之 和 应 当 等 于 pv。 所以, 如 果 一 种 组 元 的 物质 流 密度 是 pcw 十 i 则 另 
一 种 组 元 的 物质 流 密度 是 pl1 - c)v - 衬 
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时 (849), 我 们 必须 完成 的 步 又 包括 对 p68e/8t 和 一 v .Vp 进行 变换 . 这 个 变换 现 
在 有 所 不 同 , 因为 内 能 和 烩 的 热力 学 关系 式 包 含 与 浓度 的 微分 有 关 的 附加 项 : 


de =Tds+ 让 dp+hde, 
1 
dw 二 二 


其 中 jz 是 按照 相应 方式 定义 的 混合 流体 化 学 势 @. 因此 , 在 导数 pae/8 中 现 
在 出 现 一 个 附加 项 pu8c/8t. 如 果 把 第 二 个 热力 学 关系 式 写 为 


dp=pdw—pTds— phpde 
的 形式 , 我 们 就 看 出 , 项 --v.Vp 包含 一 个 附加 项 pp .Vc， 所 以 , 在 表达 式 
(49.3) 中 应 当 补 充 
(¥ 要 人 
PN 就 tw-ve) =—jdivi. 


京 (每 +2) =— div |m (到 +w) -wo+a 

十 pT ( 针 +v. va 一 a +divg~jydivi. (58.4) 
我 们 在 这 里 把 -kVT 改写 为 某 个 热流 q, 它 既 可 以 依赖 于 温度 梯度 , 也 可 以 依 
赖 于 浓度 梯度 ( 见 下 一 节 ), 我 们 把 等 式 右边 最 后 两 项 之 和 写 为 


divgq — Jdivi = div(g — pi) + i Vh. 
根据 g 的 定义 , (58.4) 中 散 度 算 子 下 的 表达 式 


v2 ; 
mw (+) —v:o 十 9 


由 热力 学 可 知 ( 见 第 五 卷 885), 对 于 双 组 元 混合 流体 ， 
ds =Tds—pdV 十 Aidril 十 Ha dn2, 


式 中 ni, na 是 单位 质量 混合 流体 中 两 种 组 元 的 粒子 数 ， 而 ju ,pa 是 这 些 组 元 的 化 学 势 ， 粒 子 数 ni 
和 ns 满足 关系 式 nimi 十 namz = 1, 式 中 mi, ma 是 这 两 种 粒子 的 质量 ， 如 果 引 入 浓度 e = ma 
作为 变量 , 我 们 就 得 到 


de=Tds—pdV+ ( 生 和 皇 ) ae 
rl m2 


与 正文 中 的 关系 式 进行 比较 , 我 们 看 到 , 所 用 化 学 势 与 通常 的 化 学 势 wa, pa 之 间 的 关系 为 
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是 流体 中 的 总 能 流 . 第 一 项 是 与 流体 的 整体 运动 有 关 的 可 逆 能 流 , 而 后 两 项 之 
和 -bo.,c' 二 gg 是 不 可 道 能 流 . 当 不 存在 宏观 运动 时 , 与 黏 性 项 有 关 的 能 流 w…c/ 
消失 , 于 是 热流 就 是 9， 


能 量 守恒 定律 方程 为 
二 (全 +ee)=-a|m (Ft) -votal. (58.5) 
从 (58.4) 减 去 这 个 方程 , 即 得 所 求 的 方程 
pT ( 针 ye vs) - oh So (58.6) 


它 是 前 述 方程 (49.4) 的 推广 . 

于 是 , 对 于 混合 流体 , 我 们 得 到 了 封闭 的 流体 动力 学 方程 组 . 此 方程 组 的 
方程 数目 比 纯 流 体 情形 多 一 个 , 因为 增加 了 一 个 未 知 函数 一 一 浓度 . 这 些 方程 
是 : 连续 性 方程 (58.1), 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 , 混合 流体 一 种 组 元 的 连续 性 方程 
(58.2), 以 及 确定 炉 变化 的 方程 (58.6). 但 是 应 当 注意 , 方程 (58.2) 和 (58.6) 在 
本 质 上 暂时 只 确定 了 相应 流体 动力 学 方程 的 形式 , 因为 其 中 含有 未 定 的 量 : 物 
质 流 i 和 热流 g. 只 有 用 浓度 梯度 和 温度 梯度 表示 出 i 和 gq, 这 些 方程 才 是 确 
定 的 , 相应 表达 式 将 在 8 59 中 获得 . 

关于 流体 总 焙 变 化 率 的 计算 完全 类 似 于 849 中 的 计算 (用 (58.6) 代替 
(49.4)), 结果 是 


0 (q— Hi):YvT 1 fi:vp 


(为 简洁 起 见 , 我 们 没有 写 出 黏 性 项 ). 





8 59 扩散 系数 和 热 扩散 系数 


扩散 流 i 和 热流 g 之 所 以 产生 , 是 因为 在 流体 中 存在 浓度 梯度 和 温度 梯 
度 . 这 时 不 应 当 认 为 i 只 依赖 于 浓度 梯度 , 而 g 只 依赖 于 温度 梯度 . 相反 , 它们 
中 的 每 一 个 一 般 而 言 都 依赖 于 这 两 个 梯度 . 

如 果 浓 度 梯 度 和 温度 梯度 不 大 , 就 可 以 认为 i 和 g 是 Vu 和 VT 的 线性 
函数 (g 和 it 在 V 和 VT 给 定 的 条 件 下 与 压强 梯度 无 关 , 其 理由 已 经 在 $49 
中 指出 , 那里 对 g 进行 了 讨论 ). 因此 , 我 们 把 i 和 g 写 为 2 的 梯度 和 了 的 梯 
度 的 线性 函数 : 

1 一 一 CQV1 一 OOVT， 
Q= 一 0OVH 一 7VTI 十 /好 
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系数 6 和 5 之 间 有 一 个 简单 的 关系 , 这 是 动 理 系数 对 称 原 理 的 推论 . 这 个 
一 般 原理 的 内 容 如 下 ( 见 第 五 卷 $120). 考虑 某 一 个 封闭 系统 , 设 zl z2,… 是 
表征 其 状态 的 某 些 量 . 它们 的 平衡 值 可 由 下 述 事实 确定 : 在 统计 平衡 态 下 , 整 
个 系统 的 烂 S 应 当 具 有 最 大 值 , 即 应 当成 立 X。= 0, 其 中 Xu 表示 以 下 导数 : 


(59.1) 


假设 系统 处 于 近 平 衡 态 , 这 意味 着 所 有 的 ze 与 其 平衡 值 相差 很 小 , 而 量 Xe 很 
小 . 在 系统 中 将 出 现 使 它 趋 于 平衡 态 的 一 些 过 程 . 这 时 , 量 ze 是 时 间 的 函数 ， 
而 其 变化 率 取决 于 对 时 间 的 导数 za. 我 们 把 后 者 表示 为 X。 的 函数 , 并 把 这 些 
函数 展开 为 级 数 . 精确 到 一 阶 项 , 我 们 有 


fa = — Yoo Xs. (59.2) 
b 





昂 萨 格 动 理 系数 对 称 原理 表明 , 量 y,, ( 称 为 动 理 系数 ) 关于 下 标 a,b 对 称 : 
Yab = Toa- (59.3) 
炉 5 的 变化 率 等 于 
$=- Xat. 
现在 设 量 z。 本身 在 系统 的 不 同 点 上 各 不 相同 , 即 物体 的 每 一 个 体 微 元 都 应 当 


有 它 自 己 的 z。 值 . 换言之 , 我 们 认为 ze 是 坐标 的 函数 . 于 是 , 在 5 的 表达 式 
中 , 除了 对 a 求 和 以 外 , 还 应 当 在 系统 所 占 整 个 区 域 上 积分 , 即 


$=— / >》 Xaza dV. (59.4) 


至 于 Xe 与 如 之 间 的 关系 , 则 通常 可 以 断言 , 系统 中 任何 给 定点 上 的 ji。 值 只 
依赖 于 该 点 的 X。 值 . 如 果 这 个 条 件 成 立 , 就 可 以 对 系统 中 的 每 一 点 写 出 加 与 
Xo 之 间 的 关系 , 我 们 于 是 得 到 前 面 的 公式 . 

在 这 里 所 研究 的 问题 中 , 我 们 选取 矢量 宇和 gw- ji 的 分 量 作为 z。. 于 是 ， 
通过 比较 (58.7) 和 (59.4) 即 可 看 出 , 矢量 (Vp)/T 和 (VT)/T? 的 分 量 分 别 起 
Xa 的 作用 . 在 等 式 


i=—aT ( 半 ) -BT? (至 ) ， 
("加 
中 , 这 些 矢 量 的 系数 就 是 动 理 系 数 Y,. 根据 该 系数 的 对 称 性 , 应 有 672 = 5T, 即 
§= 8T. 
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这 就 是 待 求 的 关系 式 . 所 以 , 我 们 可 以 把 矢量 宇和 g 写 为 
i=—aVu— BVYT, 
q= -PTVA—-yVYT + 
其 中 只 有 三 个 独立 的 系数 : a, 8, 7. 在 热流 表达 式 中 消去 梯度 Vu 是 有 益 的 ， 
为 此 只 要 用 宇和 VT 来 表示 它 , 结果 得 到 
一 一 GVA 一 6VT， 


q= (n+ 钳 )i-xv7, 


(59.5) 


(59.6) 


其 中 已 经 引入 记号 
dn (59.7) 

如 果 没 有 扩散 流 i, 所 研究 的 过 程 就 是 纯粹 的 热传导 . 为 了 让 i = 0 成立， 

荆 和 jp 应当 满足 方程 aVjy + BVT = 0, 即 
aduy+pbdT=0. 

对 这 个 方程 积分 , 得 出 形 如 f(c, T) = 0 的 关系 式 , 其 中 不 显 含 坐 标 (化 学 势 不 
仅 是 c 7 的 函数 , 而 且 是 压强 的 函数 , 但 在 平衡 态 下 , 压强 沿 物体 保持 不 变 , 所 
以 我 们 令 p = const). 此 式 确定 了 没有 扩散 流 时 浓度 与 温度 之 间 的 关系 . 此 外 ， 
当 i=0 时 , 由 (59.7) 有 gq = 一 xVT. 因此 , x 正好 就 是 热 导 率 . 

现在 我 们 改 用 通常 的 变量 p, 了 和 c: 


人 
可 以 利用 热力 学 关系 式 
dp=—sdT+Vdpt+pydc (59.8) 
来 变换 上 述 表 达 式 中 的 最 后 一 项 : 
(me 
这 里 yp 是 质量 热力 学 势 , V 是 质量 体积 . 把 Vu 代入 (59.6) 并 引入 记号 


坟 各 [ 业 Wr ll 
D= (&) ， ta (器 ) ,+8 (59.9) 


p 
p, I 


ky = — 人 
[ 亚 有 (59.10) 
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我 们 得 到 
i=—pD (ve 十 如 v7 + 名 vp) . (59.11) 
了 (人 全 了 
9 = | (有 T (器 ) ， 十 中 xVT. (59.12) 


系数 DD 称 为 扩散 系数 , 它 确定 只 存在 一 种 浓度 梯度 时 的 扩散 流 ， 由 温度 
梯度 引起 的 扩散 流 取决 于 热 扩 散 系 数 krD (无 量 纲 量 kz 称 为 热 扩 散 比 ). 至 于 
(59.11) 中 的 最 后 一 项 , 只 有 当 流 体 中 存在 非常 大 的 压强 梯度 时 才 有 必要 考虑 . 
例如 , 这 样 的 压强 梯度 可 由 外 力 场 引 起 . 系数 kD 可 以 称 为 压强 扩散 系数 , 我 
们 在 本 节 最 后 还 要 讨论 这 个 量 . 

在 纯 流 体 中 当然 不 存在 扩散 流 . 因此 , br 和 知 在 c=0 和 ec=1 这 两 种 
极限 情况 下 显然 应 当 为 零 . 

炉 增 条 件 对 公式 (59.6) 中 的 系数 有 一 定 限制 . 把 这 两 个 公式 代入 业 变 化 
率 表达 式 (58.7), 我 们 得 到 


,2 
/r= /vt f+ (59.13) 
由 此 可 见 , 除了 我 们 已 知 的 条 件 x > 0, 还 应 当成 立 a > 0. 根据 一 个 热力 学 不 
等 式 , 我 们 总 有 
Op 
(w 0 


( 见 第 五 卷 896), 所 以 扩散 系数 必定 为 正 : D > 0. 量 pr 和 ks 则 可 正 可 负 . 

把 上 述 i 和 g 的 表达 式 代 入 (58.3) 和 (58.6), 即 可 得 到 一 般 方程 , 但 是 我 们 
不 打算 写 出 这 些 元 长 的 方程 . 我 们 只 考虑 这 样 的 情形 : 没有 任何 明显 的 压强 梯 
度 , 并 且 流 体 浓度 和 温度 的 变化 很 小 , 从 而 可 以 认为 表达 式 (59.11) 和 (59.12) 
中 的 系数 为 常量 , 尽管 这 些 系 数 在 一 般 情况 下 是 c 和 了 的 函数 . 此 外 , 我 们 还 
认为 在 流体 中 只 有 因为 存在 温度 梯度 和 浓度 梯度 才 出 现 的 运动 , 而 没有 任何 
其 他 宏观 运动 . 这 种 运动 的 速度 与 这 些 梯 度 成 正比 , 所 以 方程 (58.3) 和 (58.6) 
中 包含 速度 的 那些 项 是 二 阶 小 量 , 从 而 可 以 忽略 不 计 . (58.6) 中 的 项 -i. Vp 也 
是 二 阶 小 量 . 因此 , 剩 下 的 方程 是 


Oc 


p+dvi=0, 
a div Db 
PT q— ni)=0. 


把 i 和 g 的 表达 式 (59.11) 和 (59.12) (不 包括 Vp 项 ) 代入 这 些 方 程 , 并 按照 以 
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下 方式 变换 导数 8s/6t: 
gs fa aT, (9) de_ oT (0M) oe 
亚 一 ( 动 ， Ea (a -TH Ca Eh 
这 里 利用 了 来 自 (59.8) 的 等 式 


们 -条 -的 
Bc),r oo No/。 





经 过 简单 变换 后 得 到 以 下 方程 : 
SD (Ac+ 等 A7j 8 (59.14) 
oT kr op Oc a 
务 - 各 (&) ,过 一 xAT (59.15) 


这 个 线性 方程 组 确定 了 流体 中 的 温度 分 布 和 浓度 分 布 . 
浓度 很 小 的 情形 特别 重要 . 当 浓 度 趋 于 零 时 , 扩散 系数 趋 于 某 个 有 限 的 党 
量 , 而 热 扩 散 系 数 趋 于 零 . 所 以 , 在 浓度 很 小 时 , kr 也 很 小 , 于 是 在 方程 (59.14) 
中 可 以 忽略 krAT 这 一 项 , 它 就 变 为 扩散 方程 : 
Oc 


去 =DAe. (59.16) 


方程 (59.16) 的 边界 条 件 在 不 同情 况 下 也 各 不 相同 . 在 不 溶解 于 液体 的 固 
体 表 面 上 ,扩散 流 i= -pDVc 的 法 向 分 量 必须 为 零 , 换言之 , 应 成 立 gc/an = 0. 
但 如 果 讨 论 固体 可 溶解 于 液体 情况 下 的 扩散 ,， 则 在 固体 表面 附近 会 迅速 建立 
平衡 , 使 得 紧 帖 固体 处 的 浓度 是 饱和 溶液 浓度 co. 物质 从 这 一 层 液体 的 扩散 
过 程 慢 于 溶解 过 程 . 所 以 , 这 种 固体 表面 上 的 边界 条 件 是 c= co. 最 后 , 如 果 固 
体 表 面 可 以 "吸收 到 达 这 里 的 扩散 物质 , 则 边界 条 件 是 c = 0 (例如 , 在 研究 固 
体 表 面 上 的 化 学 反应 时 会 遇 到 这 样 的 情况 )， 

因为 纯 扩 散 方 程 (59.16) 和 热传导 方程 具有 相同 的 形式 , 所 以 在 851, 852 
中 推导 出 的 全 部 公式 都 可 以 通过 简单 代 换 直接 用 于 扩散 情形 ,为 此 只 要 用 c 代 
替 T, 用 万 代替 X. 扩散 情形 下 不 溶解 固体 表面 上 的 边界 条 件 对 应 着 绝热 表面 
上 的 边界 条 件 , 而 来 自 可 溶解 固体 表面 的 扩散 则 对 应 着 保持 恒定 温度 的 表面 . 

例如 , 与 (51.5) 作 比 拟 , 可 以 写 出 扩散 方程 的 下 列 解 : 


clr, t) 7/4Dt, (59.17) 


RE 
一 For D7 


如 果 溶 质 在 初始 时 刻 t = 0 全 部 集中 在 位 于 原点 的 无 穷 小 区 域内 (M 是 溶质 
的 总 质量 ), 则 此 式 给 出 任意 时 刻 的 溶质 分 布 . 
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对 本 节 内 容 必须 作出 以 下 重要 说 明 . 表达 式 (59.5) 或 (59.11), (59.12) 是 
扩散 流 和 热流 按照 各 热力 学 量 的 导数 展开 后 的 最 低 阶 非 零 项 . 从 动 理 学 理论 
可 知 ( 见 第 十 卷 85, 86, 8 14), 这 样 的 展开 式 (对 于 气体 ) 在 微观 观点 下 是 气体 
分 子 自由 程 ! 与 问题 特征 长 度 工 之 比 W/L 的 客 级 数 展 开 式 . 假如 考虑 高 阶 导 
数 项 , 而 这 表示 考虑 上 述 比值 的 更 高 次 项 ， 则 除了 在 (59.5) 中 已 经 列 出 的 项 ， 
还 要 写 出 能 够 由 标量 y 和 了 的 导数 组 成 的 下 一 阶 项 , 即 三 阶 导数 项 grad Ap 
和 grad AT. 这 些 项 与 已 经 考虑 的 那些 项 之 比 为 (1/Z)2, 所 以 根本 微不足道 . 

然而 , 扩散 流 和 热流 的 表达 式 也 可 以 包括 带 有 速度 导数 的 一 些 项 . 利用 一 
阶 导数 6v;/6vk 只 能 构成 张 量 , 这 里 构成 黏 性 应 力 张 量 , 它 是 动量 流 密度 张 量 
的 一 部 分 . 至 于 具有 矢量 本 质 的 量 , 可 以 通过 二 阶 导数 来 构成 ， 例 如 , 在 扩散 
流 密 度 矢 量 中 可 以 出 现 这 样 的 项 : 


也 一 PAIAu 十 pM2V div wv. (59.18) 


要 求 这 些 项 远 小 于 公式 (59.11), (59.12) 中 已 有 的 那些 项 , 即 给 出 这 些 公式 
的 附加 适用 条 件 . 例如 , 为 了 在 (59.11) 中 保留 Vp 项 同时 忽略 (59.18) 中 的 两 
项 , 必须 满足 条 件 

Da 一 2 
Fe > 入 了 5， 

式 中 ps 一 pi 是 长 度 工 上 的 特征 压强 差 , 而 U 是 特征 速度 差 (在 这 个 估计 中 取 
kp ~ 1 见习 题 ). 根据 动 理 学 理论 , 可 以 用 气体 分 子 热 运 动 特征 量 来 表示 D 和 
入 . 利用 量 纲 方法 就 已 经 显然 可 知 , MD ~ 1/vzr, 其 中 wy 是 分 子 的 平均 热 运动 
速度 . 再 考虑 到 气体 压强 p ~ po3 , 我 们 得 到 条 件 


1 
Pa —P1 > pvrUT- (59.19) 


这 个 条 件 根本 不 会 自动 成 立 , 相反 , 在 低 雷 诺 数 定常 流 的 重要 情形 下 , 扩 
散 流 中 的 Vp 项 和 Aw 项 具有 同样 的 量 级 (IO.M. 卡 甘 , 1962). 其 实 , 对 于 这 样 
的 流动 , 压强 梯度 与 速度 导数 之 间 的 关系 由 方程 (20.1) 给 出 : 


1 
4 一 ZAyv (59.20) 


(我 们 认为 气体 在 运动 过 程 中 是 不 可 压缩 的 ). 估计 运动 黏度 v ~ vnl, 于 是 从 这 

个 方程 求 出 
Da 一 DPI1 气 - ~ prUT, 

它 取代 了 不 等 式 (59.19). 因为 Aw 可 以 按照 (20.1) 直接 通过 Vp 表示 出 来 , 所 

以 如 果 有 必要 同时 考虑 带 有 Vp 和 Aw 的 项 , 这 就 表示 压强 扩散 系数 所 可 以 
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替换 为 “等 效 压强 扩散 系数 ” 


pA1 
= kk, 一 一- 一. .21 
名 oa= 知 一 7 太 (59.21) 


我 们 注意 到 , 这 个 系数 其 实 是 动 理学 量 , 而 不 是 纯 热 力学 量 . 根据 (59.10), 系 
数 加 则 是 纯 热力 学 量 . 


习 题 
求 两 种 理想 气体 混合 物 的 压强 扩散 系数 . 
解 : 对 于 质量 体积 , 我 们 有 
= (ms +n2) 


(关于 符号 的 用 法 , 见 257 页 的 脚注 ), 而 化 学 势 具 有 以 下 形式 ( 见 第 五 卷 893): 


= a > 722 
b= fi(p, T)+kTIn mn ja fo(p, T)+ kT In i 


根据 nim1i = c，n27n2 = 二 1 一 c, 可 以 用 气体 1 的 浓度 来 表示 粒子 数 ma，?ia2， 按 照 公式 
(59.10) 进行 计算 , 得 出 
kp = (m2 — mi)e(l — ce) ( 己 < 去 ) : 


2 M1 








§60 流体 中 悬浮 粒子 的 扩散 


在 流体 分 子 运动 的 影响 下 , 流体 中 的 悬浮 粒子 作 无 规则 的 布朗 运动 . 设 一 
个 这 样 的 粒子 在 初始 时 刻 位 于 某 一 点 (坐标 原点 ). 可 以 把 它 在 此 后 的 运动 看 
做 扩散 , 并 且 粒 子 在 流体 所 占 区 域 任意 一 个 体 微 元 内 出 现 的 概率 起 浓度 的 作 
用 . 因此 , 为 了 确定 这 个 概率 , 可 以 利用 扩散 方程 的 解 (59.17). 这 时 之 所 以 能 
够 这 样 处 理 , 是 因为 对 于 稀 溶液 中 的 扩散 (这 时 c< 1, 并 且 形 如 (59.16) 的 扩 
散 方 程 仅 适 用 于 这 种 情况 ), 溶质 粒子 几乎 不 发 生 相 互 作用 ， 因 而 可 以 独立 地 
研究 每 个 粒子 的 运动 . 

设 w(r, 为 dr 是 一 个 粒子 在 时 刻 上 到 原点 的 距离 介 于 r 与 "+ dr 之 间 的 
概率 . 在 (59.17) 中 取 M/p = 1 并 乘 以 球面 薄 层 的 体积 4xr? dr, 我 们 得 到 


w(r, t) dr = 7 6-" /4Dtr2 dr. (60.1) 
我 们 来 确定 粒子 在 时 间 t 内 离开 初始 点 的 距离 平方 的 平均 值 : 
rr 7 ， . 
人 [ r2w(r, t) dr (60.2) 


借助 于 (60.1) 的 计算 给 出 
72 = 6Dt. (60.3) 
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因此 , 粒子 经 过 某 一 段 时 间 后 所 通过 的 平均 距离 与 这 段 时 间 的 平方 根 成 正比 . 
可 以 根据 所 谓 迁 移 率 来 计算 流体 中 悬浮 粒子 的 扩散 系数 . 
假设 有 某 个 不 变 的 外 力 了 (例如 重力 ) 作用 在 这 些 粒子 上 . 在 定常 状态 下 ， 
作用 在 每 个 粒子 上 的 外 力 应 当 与 流体 对 运动 粒子 的 阻力 平衡 . 在 速度 不 太 大 
时 , 阻力 与 速度 的 一 次 方 成 正比 . 把 它 写 为 v/b 的 形式 , 其 中 5 是 常量 , 再 让 它 
等 于 外 力 f, 我 们 得 到 
v=bf, (60.4) 
即 粒子 在 外 力 影 响 下 获得 与 这 个 力 成 正比 的 速度 . 常量 5 称 为 迁移 率 , 它 在 原 
则 上 可 以 借助 于 流体 动力 学 方程 来 计算 . 例如 , 对 于 球形 粒子 (半径 为 R), 阻 
力 等 于 6rwRv ( 见 (20.14)), 所 以 迁移 率 为 
和 
6rnR 
对 于 非 球 形 粒 子 , 阻力 与 运动 方向 有 关 , 并 可 以 写 为 ainvk 的 形式 , 其 中 
aik 是 对 称 张 量 ( 见 (20.15)). 在 计算 迁移 率 时 必须 对 粒子 的 所 有 方位 取 平 均 . 
如 果 a1, aa, as 是 对 称 张 量 aik 的 主 值 , 我 们 就 得 到 


1 1 1 1 
5 到 (去 + 二 + 二 ) (60.6) 
迁移 率 b 与 扩散 系数 D 之 间 有 一 个 简单 的 关系 . 为 了 得 到 这 个 关系 , 我 
们 写 出 扩散 流 i, 其 中 不 仅 包 含 与 浓度 梯度 有 关 的 普通 项 -pDVce (假设 温度 


为 常量 ), 还 包含 与 粒子 在 外 力 影响 下 所 获得 的 速度 有 关 的 一 项 , 这 一 项 等 于 
pco = pcbf， 因此 @， 


(60.5) 


t= —pDVc+ pcbf. (60.7) 
我 们 把 这 个 表达 式 改 写 为 
PD | 
7 eh 


其 中 心 是 悬浮 粒子 的 化 学 势 (悬浮 粒子 起 溶质 的 作用 ), 化 学 势 对 浓度 的 依赖 
关系 ( 稀 溶 液 ) 可 由 表达 式 


k=TInc+Y(p, T) 
给 出 ( 见 第 五 卷 887), 所 以 


。 D 
1 一 -vp + pcbf. 


这 里 可 以 把 。 定义 为 单位 质量 流体 中 的 悬浮 粒子 数 , 而 把 i 定义 为 悬浮 粒子 数 流 密度 . 
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在 热力 学 平衡 态 下 没有 扩散 , 所 以 扩散 流 i 应 为 零 . 另 一 方面 , 当 存 在 外 力 场 
时 , 平衡 条 件 要 求 甚 浮 粒子 的 化 学 势 与 它 在 该 外 力 场 中 的 势能 之 和 y+ UV 沿 
流体 保持 不 变 . 于 是 Vy = 一 VU = -了 f, 这 样 从 等 式 i = 0 就 得 到 


D=T,. (60.8) 


这 就 是 扩散 系数 与 迁移 率 之 间 的 待 求 关系 式 ( 爱 因 斯 坦 关 系 式 ). 
把 (60.5) 代入 (60.8), 我 们 求 出 球形 粒子 扩散 系数 的 以 下 表达 式 : 
T 
D 一 6mnR 
除了 惹 浮 粒子 的 平 动 布朗 运动 和 平 动 扩散 ,还 可 以 研究 它们 的 转动 布朗 运 
动 和 转动 扩散 . 就 像 道 过 阻力 计算 平 动 扩 散 系 数 那样 , 可 以 通过 流体 中 的 转动 
粒子 所 受 力 矩 来 表示 转动 扩散 系数 . 


(60.9) 


习 题 


1. 设 平面 壁面 的 一 侧 充满 流体 , 一 些 粒 于 在 流体 中 作 布朗 运动 , 粒子 磁 到 肆 面 后 就 “ 革 
附 ” 在 壁面 上 . 对 于 在 初始 时 刘 位 于 距离 壁面 为 zo 处 的 粒子 , 求 它 经 过 时 间 上 主 后 黏附 在 壁 
面 上 的 概率 . 

解 : 概率 分 布 w(z, t) (z 是 到 壁面 的 距离 ) 由 扩散 方程 确定 , 其 边界 条 件 为 :在 z= 二 0 
处 Ww == 0) 而 初始 条 件 为 : 在 t= 二 0 时 w 二 6(z 一 wo). 这 样 的 解 由 公式 (52.4) 给 出 , 只 是 
现在 要 把 下 写 为 山 把 X 写 为 D, 并 且 在 被 积 函 数 中 取 wo(z') = 6(zx' 一 20). 于 是 得 到 

1 _(z— xz0)> (z+ z0)? 

2V7 5 {e| 4Dt | = 四 上- 4Dt |} 
在 单位 时 间 内 夭 附 到 壁 上 的 概率 可 由 扩散 流 DOw/Bx 在 zz 一 0 处 的 值 给 出 . 经 过 时 间 
后 黏附 在 壁面 上 的 待 求 概率 W(t) 等 于 


t Bu 
wO=D /党 
= 辟 | 





w(xz, t) = 





dt. 
=0 


把 ww 代入 ,得 到 





W(t) = 1— erf (335) ; 


2. 求 流体 中 的 悬浮 粒子 绕 自 身 轴 线 转动 一 个 很 大 角度 所 需 时 间 了 的 量 级 . 
解 : 作 布 朗 运动 的 粒子 移动 相当 于 自身 尺寸 a 的 距离 所 需要 的 时 间 , 即 给 出 所 求 的 时 
闻 7, 根据 (60.3), 我 们 有 7 ~ a3/D, 根据 (60.9) 则 有 DD ~ 工 /ma， 因此， 
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在 这 一 章 里 , 我 们 研究 两 种 连续 介质 分 界面 附近 发 生 的 现象 (其 实 , 相互 
接触 的 两 种 介质 当然 是 由 一 个 很 薄 的 过 渡 层 隔 开 的 , 但 是 因为 过 渡 层 厚度 极 
小 , 所 以 可 以 把 它 看 做 一 个 曲面 ). 

如 果 分 界面 是 弯曲 的 , 则 两 种 介质 中 的 压强 在 分 界面 附近 有 所 不 同 . 为 了 
确定 这 种 压强 差 ( 称 为 表面 讨 强 ), 我 们 在 考虑 分 界面 性 质 的 情况 下 写 出 两 种 
介质 相互 处 于 热力 学 平衡 态 的 条 件 . 

设 分 界面 发 生 了 无 穷 小 位 移 . 我 们 从 发 生 移 动 前 的 分 界面 上 每 一 点 引出 
法 线 , 并 用 8 表示 该 法 线 与 移动 前 的 分 界面 和 移动 后 的 分 界面 的 交点 之 间 线 
段 的 长 度 . 于 是 , 这 两 个 曲面 之 间 的 体 微 元 的 体积 是 56djf, 其 中 df 是 面 微 元 
的 面积 . 设 pn 和 p。 是 第 一 种 介质 和 第 二 种 介质 内 的 压强 , 并 且 , 比如 说 , 如 果 
分 界面 向 第 二 种 介质 移动 , 就 认为 8 是 正 的 . 于 是 , 为 了 实现 上 述 体积 变化 ， 
应 当做 功 

/ (~pi + p2) 5 df. 


再 加 上 与 分 界面 本 身 的 面积 变化 有 关 的 功 ， 即 可 得 到 分 界面 发 生 位 移 所 
需 的 总 功 5R. 众所周知 , 这 部 分 功 与 分 界面 面积 的 变化 5f 成 正比 并 等 于 a57， 
其 中 a 是 表面 张力 系数 . 于 是 , 总 功 等 于 


iR= - je — ps)6Cdf +a5j (61.1) 


我 们 知道 , 热力 学 平衡 的 条 件 是 5R 为 零 . 
进而 , 设 Rl 和 Rs 是 分 界面 在 给 定点 的 主 曲率 半径 . 如 果 和 Ro 指向 
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第 一 种 介质 内 部 , 我 们 就 认为 它们 是 正 的 . 于 是 , 当 分 界面 发 生 无 穷 小 位 移 后 ， 
分 界面 与 其 主 截面 交 线 的 长 度 微 元 dl 和 dlz 的 增 量 分 别 等 于 (5¢/R1) di 和 
(5C/R2) dlz (应 当 把 du 和 dls 看 做 以 RI 和 Rz 为 半径 的 圆 弧 微 元 )， 所 以 , 面 
微 元 面积 df = diidlz 在 发 生 位 移 之 后 等 于 


di1 ( 十 茵 ) do (: 十 总 ) dlidls @ 十 车 + 总 让 ， 


即 其 变化 为 
cdf ( 襄 十 高) 
由 此 可 见 , 分 界面 面积 的 总 变化 为 


8f = fx (高 + 亏 ) df. (61.2) 


把 所 得 表达 式 代 入 (61.1) 并 让 它 等 于 零 , 我 们 得 到 形式 为 


/|@- 四 =“( 志 + 志 )|ar=0 


的 平衡 条 件 . 对 于 分 界面 的 任意 无 穷 小 位 移 , 即 对 于 任意 的 8, 这 个 条 件 都 应 
当成 立 . 所 以 , 积分 号 之 后 方 括号 内 的 表达 式 必 须 恒 等 于 零 , 即 


1 
P1— pz = a (高 证 启 ) 。 (61.3) 


这 就 是 确定 表面 压强 的 公式 ( 拉 普 拉 斯 公式 )@. 我 们 看 到 , 如 果 Rl 和 R。 
为 正 , 则 mm > pz. 这 表明 , 在 这 两 种 介质 中 , 如 果 分 界面 一 侧 的 介质 凸 向 另 一 
种 介质 , 则 前 者 的 压强 更 大 , 如 果 = Rz = oo, 即 如 果 分 界面 是 平 的 , 则 两 种 
介质 中 的 压强 理所当然 是 相同 的 . 

我 们 用 公式 (61.3) 来 研究 两 种 互相 接触 的 介质 的 力学 平衡 . 假设 分 界面 
和 介质 本 身 都 不 受 任 何 外 力 的 作用 , 则 每 一 种 介质 中 的 压强 都 保持 不 变 . 利用 
公式 (61.3), 我 们 于 是 可 以 把 平衡 条 件 写 为 


1 1 
总 串 二 Const (61.4) 


的 形式 . 因此 , 主 曲率 半径 倒数 之 和 沿 整 个 自由 分 界面 应 当 保 持 不 变 . 如 果 整 
个 分 界面 都 是 自由 的 , 则 条 件 (61.4) 表明 它 必定 是 球面 (例如 小 液 滴 的 表面 ， 


@ 上 述 推导 过 程 与 第 五 卷 $156 所 给 推导 过 程 的 本 质 区别 仅 仅 在 于 , 这 里 考虑 的 分 界面 具有 任意 
的 形状 , 而 不 只 是 球面 形状 . 


861 拉 普 拉 斯 公式 ,269 ， 


重力 对 小 液 滴 的 影响 可 以 忽略 不 计 ). 如 果 分 界面 具有 任何 一 条 起 支撑 作用 的 
曲线 (例如 固体 框架 上 的 液 膜 ), 其 形状 就 比较 复杂 了 . 

当 条 件 (61.4) 用 于 支撑 在 固体 框架 上 的 液 膜 的 平衡 时 , 右边 的 常量 应 当 
为 零 . 其 实 , 两 项 之 和 1/ Ri 十 1/Rz 在 液 膜 的 整个 自由 面 上 应 当 处 处 相同 , 与 
此 同时 , 它 在 液 膜 的 两 面 应 当 具 有 相反 的 符号 , 因为 这 两 面具 有 不 同 的 凹凸 性 ， 
其 曲率 半径 大 小 相等 而 符号 相反 . 由 此 可 知 , 液 膜 的 平衡 条 件 是 

Ep 
Ri Ro 

现在 研究 重力 场 中 介质 表面 的 平衡 条 件 . 为 简单 起 见 , 我 们 假设 第 二 种 介 
质 是 大 气 , 其 压强 在 所 研究 介质 尺寸 的 距离 上 可 以 当做 常量 . 我 们 认为 第 一 种 
介质 本 身 是 不 可 压缩 的 液体 . 于 是 有 ps = const, 而 根据 (3.2), 液体 中 的 压强 为 
pi = const 一 pgz (z 坐标 轴 竖 直 向 上 ). 于 是 , 平衡 条 件 的 形式 变 为 


0. (61.5) 





一 -十 一 -十 i = const, (61.6) 


此 外 应 当 指 出 , 为 了 确定 具体 情况 下 液体 表面 的 平衡 形状 , 方便 的 做 法 不 
是 使 用 形式 为 (61.6) 的 平衡 条 件 , 而 是 直接 求解 使 总 自由 能 为 极 小 值 的 变 分 
问题 . 液体 的 内 部 自由 能 只 依赖 于 体积 , 而 不 依赖 于 表面 形状 . 与 表面 形状 有 
关 的 基 , 一 是 表面 自由 能 


/ ad 
二 是 外 力 场 (重力 场 ) 中 的 能 量 


op f zav. 


因此 , 平衡 条 件 可 写 为 以 下 形式 : 
/ df +gp / i (61.7) 
应 当 在 附加 条 件 
fav = const (61.8) 


下 求 上 述 极 小 值 , 这 个 条 件 表 示 液 体 的 总 体积 保持 不 变 . 
在 平衡 条 件 (61.6), (61.7) 中 , 常量 a, p, g 仅仅 以 比值 w/op 的 形式 出 现 . 
这 个 比值 具有 长 度 平方 的 量 纲 . 长 度 


20 
gp 


亿 一 


(61.9) 
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称 为 毛细 常量 @. 液体 的 表面 形状 只 取决 于 这 个 量 . 如 果 毛 细 常 量 很 大 (与 介 
质 尺 寸 相 比 ), 则 在 确定 表面 形状 时 可 以 忽略 重力 . 

为 了 从 条 件 (61.4) 或 (61.6) 确定 表面 的 形状 , 应 当 有 根据 曲面 形状 计算 
曲率 半径 的 公式 . 这 些 公式 来 自 微分 几何 , 但 在 一 般 情况 下 具有 相当 复杂 的 形 
式 . 它们 在 曲面 仅仅 稍微 偏离 平面 时 可 大 为 简化 . 我 们 在 这 里 直接 推导 相应 的 
近似 公式 , 而 不 使 用 微分 几何 的 一 般 公 式 . 

设 z=c(z, 9) 是 曲面 的 方程 . 我 们 假设 5 处 处 都 很 小 , 即 曲面 稍微 偏离 
平面 z = 0. 众所周知 , 曲面 的 面积 f 由 积分 

a /acY 
ps 1+ (器 ) +( 鸳 ) dz dy 


给 出 , 而 当 《 很 小 时 , 该 积分 近似 等 于 


1= [+3 () +3(%) jean (6110) 
我 们 来 计算 变 分 5f: 


[8688 oc esc 
f= /| 闫 代 + 美 洋 dz dy. 


分 部 积分 后 求 出 


把 这 个 表达 式 与 (61.2) 进行 对 比 , 我 们 得 到 


1 1 --( 器 5) 


高 十 总 一 一 一 (61.11) 


oz Oy 
这 就 是 所 需要 的 公式 , 它 给 出 稍微 弯曲 曲面 的 主 曲率 半径 倒数 之 和 . 
当 互 相 接触 的 三 种 介质 处 于 平衡 时 , 其 分 界面 所 满足 的 条 件 是 : 作用 于 三 
种 介质 公共 接触 线 的 三 个 表面 张力 的 合力 为 零 . 这 个 条 件 表 明 , 这 些 分 界面 应 
当 以 一 定 的 角度 ( 称 为 接触 角 ) 相交 , 这 些 角 度 取决 于 各 表面 张力 值 ， 
最 后 , 在 考虑 表面 张力 的 情况 下 , 我 们 来 研究 在 两 种 运动 流体 分 界面 上 应 
当成 立 的 边界 条 件 的 问题 . 如 果 不 考 虑 表面 张力 , 则 在 两 种 流体 的 分 界面 上 有 


ng(ol?) — oh)) = 0， 


这 表示 作用 在 两 种 流体 表面 上 的 摩擦 力 相等 . 当 考虑 表面 张力 时 , 应 当 在 这 个 


@ 例如 , 对 于 水 (20°C), a = 0.39 cm. 
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条 件 的 右边 补充 一 个 力 , 其 大 小 由 拉 普 拉 斯 公式 给 出 , 而 方向 与 法 线 一 致 : 


nka( — npol) = a ( 读 亏 十 让)* (61.12) 

还 可 以 把 这 个 方程 写 为 另 一 种 形式 : 
(pi -pm = (0 -on ta ( 读 证 高 )m (61.13) 
如 果 可 以 认为 两 种 流体 都 是 理想 的 , 则 黏 性 应 力 c4 为 零 , 我 们 又 得 到 简单 的 


方程 (61.3). 

但 是 , 条 件 (61.13) 仍然 不 是 最 一 般 的 . 其 实 , 表面 张力 系数 a 可 以 沿 表面 
变化 (例如 , 由 温度 非 均匀 分 布 所 致 ). 于 是 , 除了 法 向 力 (在 表面 是 平面 的 情况 
下 为 零 ), 在 表面 上 还 出 现 某 个 附加 的 切 向 力 . 就 像 在 压强 不 均匀 时 会 出 现 体 
积 力 -Vp (作用 于 单位 体积 流体 ) 一 样 , 这 里 在 单位 面积 分 界面 上 会 出 现 切 向 
力 天 = Vea. 我 们 之 所 以 在 梯度 之 前 取 正 号 而 不 像 力 -Vp 那样 取 负 号 , 是 因为 
表面 张力 倾向 于 使 表面 面积 减 小 , 而 压力 倾向 于 使 体积 增 大 . 在 等 式 (61.13) 
的 右边 补充 这 个 力 , 我 们 得 到 边界 条 件 

一 po 一 wa (起 十 让 )|" = (oQ) — oD )ng 十 中 (61.14) 
(单位 法 向 矢量 n 指向 第 一 种 介质 )， 我 们 指出 , 这 个 条 件 只 能 用 于 符 性 流体 ， 
其 实 , 在 理想 流体 中 ol = 0, 于 是 等 式 (61.14) 的 左边 是 沿 法 向 的 矢量 , 右边 是 
沿 分 界面 切 向 的 矢量 , 而 这 不 可 能 成 立 (当然 , 两 边 都 为 零 的 平凡 情形 除外 ). 


习 题 


1. 设 一 个 液 腊 张 于 具有 公共 对 称 轴 的 两 个 平行 辕 框 之 间 (图 41 表示 液 膜 的 子午 截 
线 ), 求 液 膜 形 状 . 

解 : 问题 归结 为 寻求 一 个 具有 最 小 面积 的 曲面 , 它 是 以 给 定 的 
两 点 4 和 日 为 端点 的 曲线 7 二 7(z) 绕 直 线 + = 0 旋转 而 成 的 曲 
面 . 该 旋转 曲面 的 面积 是 


z2 
/1=2" / F(r,r)dz, F=r(l+r?)/?, r= or 
z1 


dz- 





这 个 积分 (被 积 函 数 已 不 包含 z) 的 极 小 值 问题 的 欧 拉 方程 有 首次 
积分 


OP 
F— re = const. 41 


加 原文 如 此 .其实 , 对 于 流体 所 占 区 域内 的 任何 一 个 面 微 元 , 其 一 侧 流体 对 另 一 侧 流体 的 法 向 作 
用 力 通常 是 压力 而 非 拉 力 , 这 才 是 我 们 在 相应 表达 式 中 取 负 号 的 原因 . 参见 第 3 页 的 脚注 ， 一 一 译 者 
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7 一 cl(1 十 rm2)12， 
积分 后 求 出 
名 一 C2 
C1 
因此 , 待 求 曲面 由 一 条 是 链 线 旋转 而 成 ( 称 为 悬 链 面 )， 为 了 确定 常量 cl 和 c2, 应 使 曲线 
7(z) 通过 给 定 两 点 A 和 B, 并 且 co 只 依赖 于 坐标 原点 在 z 轴 上 的 位 置 . 对 于 常量 cl 可 
以 得 到 两 个 值 , 应 当选 取 其 中 较 大 的 值 ( 较 小 的 值 并 不 对 应 积分 的 板 小 值 ). 

当 圈 框 之 间 的 距离 h 增加 到 菜 个 确定 的 值 时 , 决定 常数 cl 的 方程 不 再 有 实 根 , 当 圆 杠 
之 间 的 距离 更 大 时 , 只 有 分 别 张 于 每 一 个 园 框 的 液 膜 才 是 稳定 的 例如, 对 于 半径 同 为 尺 
的 两 个 圆 框 , 从 圈 框 之 间 的 距离 hh 超过 及 = 1.33R 起 , 就 不 可 能 出 现 是 链 面 形状 的 液 膜 了 . 

2. 设 液体 处 于 重力 场 中 , 一 侧 以 竖 直 壁面 为 界 , 液体 与 壁面 物质 的 接触 角 为 b (图 42)， 
求 液体 表面 形状 . 

解 : 按照 如 图 42 所 示 的 方式 选取 坐标 轴 . 平面 z 王 0 是 壁面 所 在 平面 , 而 平面 z= 二 0 
是 远离 壁面 处 的 液体 表面 . 表面 z 二 z(z) 的 曲率 半径 是 
(人士 22)3/2 

ah 





Y = c1 cosh 


Ri = co， Ro = 


所 以 方程 (61.6) 化 为 
22_ 2 
a (1+23)373 
(ao 是 毛细 常量 )， 因 为 在 z 二 oo 处 应 有 zz 二 0, 1/R2 = 0, 所 以 const = 0. 
所 得 方程 的 首次 积分 为 
图 42 1 Z 
图 一 4- 三. (2) 
根据 无 穷 远 条 件 (在 z= oo 处 z= 二 0, z' = 0), 我 们 有 4 = 1. 再 次 积分 给 出 


V2a / 2 
z= 于 eosh V2 +o 2 一 各 十 zo- 


在 壁面 (z= 二 0) 上 应 有 z = 一 cot 0, 或 者 根据 (2) 应 有 z = 二 hh 其 中 二 aV1 一 sin6 是 液 
体 沿 壁面 上 升 的 高 度 . 由 此 即 可 确定 常量 z0， 

3. 设 液体 在 两 块 竖 直 平行 平板 间 上 升 , 求 液体 表面 形状 (图 43). 

解 : 在 两 个 平板 的 正中 央 选 取 yz 平面, 而 zy 平面 与 远离 平板 处 的 液体 表面 重合 , 习 
题 2 中 的 方程 (1) 表示 平衡 条 件 , 所 以 在 液体 表面 上 (两 板 之 间 和 
两 板 之 外 ) 处 处 成 立 . xz 二 co 处 的 条 件 仍然 给 出 const 二 0. 在 方 
程 (1) 的 首次 积分 (2) 中 , 常数 4 对 于 |z| > da/2 和 lz| < d/2 是 
不 同 的 (函数 z(z) 在 |z| = d/2 处 有 间断 ). 对 于 两 板 之 间 的 区 域 ， 
我 们 有 以 下 条 件 : 在 z= 二 0 处 z' 二 0, 在 x=d/2 处 z' = cot0, 式 
中 0 是 接触 角 . 根据 (2), 对 于 高 度 zo 二 z(0) 和 z1 二 z(d/2), 我 
们 有 
图 43 z=aVA—1, z=avVA— sing. 


了 


一 const (1) 
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对 (2) 进行 积分 , 我 们 得 到 
A— z2/a? 医 a aVA—cos Et cosé 
re VA ot 
其 中 & 上 是 一 个 新 变量 , 它 与 z 的 关系 是 z= 二 aVA 二 coSE. 这 是 椭圆 积分 , 不 能 表示 为 初等 
画 教 . 为 了 确定 常数 4, 可 以 利用 条 件 : 在 了 =d/2 处 z = zi, 或 
/2 一 0 cosé 
= 四 
d af 一 E 
上 面 得 到 的 这 些 公式 给 出 了 两 板 之 间 的 液体 表面 的 形状 . 当 d 一 0 时 , 4 趋 于 无 穷 大 , 所 
以 ， 在 d a 时 有 


/2—0 
dx 方 / 。 cost dé = 六 0 
从 而 A= (a/d)? cos? 09. 液体 上 升 的 高 度 
o2 
20 入 避 入 可 co8b， 

当然 , 也 可 以 用 初等 方法 得 到 这 个 公式 . 

4. 设 一 个 水 平平 板 上 有 一 层 受 热 不 均匀 的 液 膜 (在 重力 场 中 ), 其 温度 是 沿 水 平方 向 
的 坐标 了 的 给 定 函 数 , 并 且 可 以 认为 温度 与 沿 液 膜 厚度 方向 的 坐标 z 无 关 (因为 液 膜 很 
薄 )， 受热 不 均匀 导致 液 膜 内 出 现 定常 流 , 所 以 液 膜 厚度 《 沿 水 平方 向 发 生变 化 ， 求 函数 
6 一 6(z). 

解 : 不 仅 液 体 的 温度 是 z 的 已 知 画 数 , 其 密度 p 和 表面 张力 系数 a 也 是 z 的 已 知 函 
数 . 液体 中 的 压强 p == po 十 pg(C 一 zZ), 其 中 po 是 大 气压 (液体 自由 面 上 的 压强 )， 由 表面 
弯曲 引起 的 压强 变化 可 以 忽略 不 计 . 可 以 认为 液 膜 中 的 速度 处 处 都 指向 z 轴 方 向 . 运动 方 


Ow _ do ,d 
vv_p_ p 
"3 =- 实 =s| dz -ze|. (1) 
在 平板 表面 上 (z 一 0) 有 w=0, 而 在 自由 面 上 (z = 5) 应 当成 立 边界 条 件 (61.14), 它 这 时 
给 出 





z= 


对 方程 (1) 进行 积分 并 使 用 这 些 条 件 , 我 们 得 到 
w=gz (三 ) 4 -于 6 -六 于 ->3， (2) 


因为 流动 是 定常 的 ， 所 以 通过 液 膜 模 截 面 的 总 流量 应 当 为 零 ， 尺 vdz = 0. 把 (2) 代 
入 此 式 , 我 们 得 到 用 来 确定 函数 《(z) 的 以 下 方程 : 


积分 后 得 到 
962 = 3p™3/4 ( / pr-L4da 十 conet) i (3) 
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如 果 温 度 (因而 p 和 a) 在 液 膜 内 只 有 微小 的 变化 , 就 可 以 把 (3) 写 为 以 下 形式 ; 
p 3/4 3 
= (各) + 总-oo， 


其 中 避 是 C 在 p= po 和 a 二 ao 时 的 值 . 
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无 论 是 在 重力 的 作用 下 , 还 是 在 表面 张力 的 作用 下 , 液体 的 表面 都 趋 于 达 
到 其 平衡 形状 . 在 $12 中 研究 液体 表面 波 的 时 候 , 我 们 没有 考虑 表面 张力 . 我 
们 在 下 面 将 看 到 , 表面 张力 对 小 波长 重力 波 有 很 重要 的 影响 . 

与 $12 一 样 , 我 们 假设 振幅 远 小 于 波长 , 对 于 速度 势 , 我 们 仍旧 有 方程 

Ap = 0. 

但 是 , 液体 表面 上 的 条 件 现在 有 所 不 同 : 表面 两 侧 的 压强 差 不 再 像 812 中 那样 
假设 为 零 , 而 是 应 当 由 拉 普 拉 斯 公式 (61.3) 给 出 . 

我 们 用 ¢ 表示 液体 表面 上 的 点 的 z 坐标 . 因为 ¢ 很 小 , 所 以 可 以 利用 表达 
式 (61.11), 并 把 拉 普 拉 斯 公式 写 为 以 下 形式 : 


26 82 
p-m--a (+)， 


其 中 p 是 表面 附近 的 液体 压强 , po 是 恒定 的 外 部 压强 . 根据 (12.2)， 
Op 

P= ~p96 — par’ 
把 它 代 入 上 面 的 公式 , 求 出 

6 pe 8 

mt+o 党 -ae( 吕 + 吕 ) =0 

(按照 如 812 所 述 的 同样 理由 , 如 果 用 相应 方式 定义 p, 就 可 以 消去 常量 po). 
对 t 求 导 , 并 用 ap/6z 代替 BC/6t, 我 们 得 到 势 函 数 yp 的 边界 条 件 


ap ， sp 9 /Pp Pp 
eA 0 


我 们 来 研究 沿 z 轴 传 播 的 平面 波 . 同 8 12 一 样 , 我 们 得 到 形 如 
po 一 4ekz cos(kz — wt) 
的 解 . 现在 可 以 从 边界 条 件 (62.1) 确定 大 与 w 之 间 的 关系 , 其 形式 为 


w? = gk+ A (62.2) 
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(W. 汤 姆 孙 , 1871). 
我 们 看 出 , 当 波长 很 大 并 满足 条 件 kh << (pg/a)? 即 


1 
kC— 
Q 


(a 是 毛细 常量 ) 时 可 以 忽略 表面 张力 的 影响 , 这 样 的 波 是 纯 重力 波 . 反之 , 在 
短波 情况 下 可 以 忽略 重力 场 的 影响 , 于 是 


2_ QL,3 
w” = 一 三. 62.3 
5 (62.3) 


这 样 的 波 称 为 表面 张力 波 , 中 间 情 形 的 波 称 为 表面 张力 重力 波 . 

我 们 再 来 确定 不 可 压缩 球形 液 滴 在 表面 张力 作用 下 的 本 征 振 动 ， 振动 使 
液 滴 形状 偏离 球形 . 像 通常 一 样 , 我 们 假设 振幅 很 小 . 

首先 确定 当 表 面 稍微 偏离 球面 时 其 主 曲率 半径 的 倒数 之 和 1/ Ri + 1/R. 
我 们 在 这 里 的 做 法 类 似 于 推导 公式 (61.11) 时 的 做 法 . 众所周知 , 在 球面 坐标 
7, gp 下 @ 由 函数 ”= (9，p) 描述 的 表面 , 其 面积 等 于 积分 


27 
下 二 / 72 +( + 5; ( rsin0d0 dy. (62.4) 


球面 由 方程 "= const = R 描述 (R 是 球 半径 )， 而 与 球面 相近 的 表面 由 方程 
7= 六 + 5 描述 , 其 中 上 是 小 量 . 把 它 代入 (62.4), 我 们 近似 地 有 


f= [Ef {+ 十 3 (%) 十 Ts (%) ]} seaeav 
我 们 来 计算 当 ¢ 变化 时 面积 的 变 分 6f: 


st-/ [ aR+ Ot WB + i | meaeae 


把 第 二 项 对 9 进行 分 部 积分 , 第 三 项 对 yp 进行 分 部 积分 , 我 们 得 到 


6 1 OC 
f= [ [am+ 9 十 5) 一 二 和 (sno 器 ) - a | 86 sin0 d0 dy. 


如 果 把 方 括号 内 的 表达 式 先 除 以 再 乘 以 R(R+26), 则 根据 (61.2), 在 积分 号 之 
后 的 表达 式 中 ， 





6C df ~ 5 R(R+20C) snb0dbde 


@ 在 本 节 以 下 部 分 , y 表示 球面 坐标 中 的 一 个 方位 角 , 而 % 表示 速度 势 . 
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的 系数 恰恰 就 是 待 求 的 曲率 半径 倒数 之 和 . 因此 , 精确 到 的 一 次 方 项 , 我 们 
得 到 
1 1 2 2 1T1 6 1 0 ec 
让 + 高 ~ 训 - 基 - 衣 | 到 5 弛 + 直 5 部 (= 志 )| (60210) 
第 一 项 对 应 精确 的 球面 , 即 Ri = Rs = RR. 
速度 势 y 满足 拉 普 拉 斯 方程 Ay = 0, 并 且 在 >= R 处 有 以 下 形式 的 边界 
条 件 (类 似 于 平面 表面 的 情形 ): 


2 
i 





R R? R2|sin000 00 sin 0 00 
在 这 个 条 件 中 仍然 可 以 略 去 常量 2a/R+ po; 对 时 间 求 导 , 并 把 
ace _  ，_b 
焉 = 汪 一 页 


代入 其 中 , 最 后 求 出 关于 y 的 边界 条 件 , 其 形式 为 


2 ay DT1 8 Ow 1 Oy 
Pa | _n -总 {2 巡 + 训 [s(n )+ + 到 | = Ce 


我 们 寻求 驻 波 形式 的 解 : 
» 3 eivt f(r, 0, 9)， 


其 中 函数 f 满足 拉 普 拉 斯 方程 Af = 0. 众所周知 , 拉 普 拉 斯 方程 的 任何 一 个 
解 都 可 以 表示 为 所 谓 体积 球 调和 函数 





miYim(b， %) 
的 线性 组 合 , 其 中 Yom(b，p) 是 拉 普 拉 斯 球 谐 函数 , 即 
Yim(0, p) = PP (cosg)e 9 


这 里 
d™ Pi(cos0) 
d(cos0)™ 
是 连带 勒 让 德 函 数 (Pi(cos9) 是 ! 阶 勒 让 德 多 项 式 ). 我 们 知道 , ! 取 所 有 非 负 
整数 值 ， 而 mm 在 l 给 定时 取 值 0, 土 ]， 士 2， “yy 士 /. 
因此 , 对 于 上 述 问题 , 我 们 所 寻求 的 特 解 具有 以 下 形式 : 


PP(cosb) = sin™ 0 


$= Ae tripr(cos0) ei™. (62.7) 
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频率 w 满足 边界 条 件 (62.6), 由 此 确定 w. 把 表达 式 (62.7) 代入 上 述 方程 , 并 
利用 球 谐 函 数 Yim 满足 方程 


sin0 600 00 sin20 Dp2 


的 性 质 , 我 们 求 出 ( 略 去 公共 因子 女 








+ Il(l+1)Ym=0 


p+ 总-Ul+ 训 =0， 


所 以 


( 瑞 利 , 1879). 

这 个 公式 给 出 球形 液 滴 在 表面 张力 作用 下 振动 的 本 征 频 率 . 我 们 看 到 , 这 
些 频率 只 依赖 于 数 1, 而 不 依赖 于 m， 对 于 给 定 的 !, 有 2 二 1 个 不 同 的 函数 
(62.7) 与 它 相 对 应 . 因此 , (62.8) 中 的 每 一 个 频率 都 对 应 21 + 1 个 不 同 的 本 征 振 
动 . 具有 同样 频率 的 几 个 独立 的 本 征 振 动 称 为 简 并 振动 . 在 当前 情况 下 , 我 们 
有 2+1 重 简 并 ， 

当 !=0 和 != 1 时 , 表达 式 (62.8) 等 于 零 . 值 1= 0 对 应 液 滴 的 径 向 振动 ， 
即 球 对 称 振 动 . 在 不 可 压缩 流体 中 , 这 样 的 振动 显然 是 不 可 能 的 . 当 1 = 1 时 ， 
运动 是 液 滴 的 整体 平 动 . 液 滴 振 动 的 最 小 可 能 频率 对 应 ! = 2 并 且 等 于 


/ 8a 
Wmin 一 PRs 。 (62.9) 


习 题 


1. 设 液 体 深度 为 h, 求 其 表面 上 的 表面 张力 重力 波 的 频率 对 波 数 的 依赖 关系 ， 
解 : 把 
p= Acos(kz — wt) cosh k(z + h) 
( 见 812 习题 1) 代入 条 件 (62.1), 我 们 得 到 


3 
w? 一 (ot + 竺 ] tanh kh. 
当 kh 光 1 时 , 我 们 又 回 到 公式 (62.2), 而 对 于 长 波 (kh < 1) 则 有 


4 
w? = ghk? 十 2 
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2. 求 表面 张力 波 的 阻尼 系数 . 
解 : 把 (62.3) 代入 (25.5), 我 们 得 到 


2nk? 27w4/3 








p Pi/3a273" 


3. 求 重力 场 中 沿 水 平方 向 的 切 向 间断 面 在 考虑 表面 张力 时 的 稳定 性 条 件 , 假设 间断 
面 两 侧 的 流体 不 同 (开尔文 , 1871). 
解 : 设 为 上 层 流 体 相 对 于 下 层 流体 的 速度 .我们 在 基本 流动 上 登 加 沿 水 平 坐标 轴 的 
周期 性 扰动 , 并 寻求 以 下 形式 的 速度 势 : 
在 下 层 流 体 中 wp = Ae** cos(ks — wt), 
在 上 层 流体 中 WO = A'e** cos(pz 一 ut) 十 Uz， 


对 于 下 层 流体 , 在 间断 面 上 有 


人 三 


ry EL 
* oz 不 
(5 是 间断 面 的 竖 直 坐标 ); 对 于 上 层 流体 , 在 间断 面 上 有 
7 _ ep Oc Oc 
Bz =UgS + Bt 
两 种 流体 内 的 压强 在 间断 面 上 相等 的 条 件 具 有 以 下 形式 : 
Op Be ,Op 


pHBr to api =P Br +Pg+ a i DZ) 
(在 展开 表达 式 v2 -- IT72 时 只 要 保留 4' 的 一 阶 项 即 可 ). a ¢ = asin(kz — wt) 
的 位 移 C. 把 p, yp',《 代 入 z= 二 0 时 的 上 述 三 个 条 件 ,我 们 得 到 三 个 方程 ,由 此 消去 a, A, A' 
后 求 出 








koU Bs _ kippU? ,ak | 
p+p p+p (p+p)? p+p 
为 了 使 这 个 表达 式 对 于 所 有 的 大 都 是 实 教 , 必须 成 立 条 件 


rt < Aag(p—p) (p+p')? 
ea p2p2 


否则 存在 虚 部 为 正 的 复数 w, 运动 是 不 稳定 的 . 
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如 果 在 液体 自由 面 上 存在 吸附 物质 的 薄膜 ， 自 由 面 的 流体 动力 学 性 质 就 
会 发 生 重要 变化 . 其 实 , 当 自 由 面 形状 随 着 液体 运动 而 发 生变 化 时 , 吸附 膜 被 
拉 伸 或 压缩 , 即 吸附 物质 的 表面 浓度 发 生变 化 . 这 些 变化 导致 一 些 附 加 力 的 出 
现 , 这 些 力 应 当 在 液体 自由 面 的 边界 条 件 中 加 以 考虑 

我 们 在 这 里 只 研究 不 溶 于 液体 本 身 的 物质 的 吸附 膜 . 这 意味 着 , 吸附 物质 
仅仅 分 布 于 表面 , 而 不 进入 液体 内 部 . 如 果 表 面 活 性 物质 还 具有 某 种 显著 的 可 
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溶性 , 则 在 吸附 膜 浓 度 发 生变 化 时 必须 考虑 这 种 物质 在 吸附 膜 与 液体 之 间 的 
扩散 . 

当 存 在 吸附 物质 时 , 表面 张力 系数 a 是 这 种 物质 表面 浓度 (单位 面积 表面 
的 物质 质量 ) 的 函数 . 我 们 用 字母 y 表示 该 表面 浓度 , 如 果 ?7 沿 表 面 变化 , 则 
表面 张力 系数 a 同样 也 是 表面 上 各 点 坐标 的 函数 . 所 以 , 在 液体 表面 的 边界 
条 件 中 要 补充 一 个 切 向 力 , 我 们 在 8 61 的 最 后 已 讨论 过 这 种 力 (方程 (61.14)). 
在 这 里 , a 的 梯度 可 以 通过 表面 浓度 梯度 表示 , 于 是 作用 于 表面 的 切 向 力 等 于 


f= Ev (63.1) 
在 $61 中 已 经 指出 , 考虑 这 种 力 的 边界 条 件 (61.14) 仅 对 黏 性 流体 才 成 立 . 由 
此 可 知 , 如 果 液 体 的 符 度 很 小 并 且 对 所 研究 的 现象 并 不 重要 , 就 没有 必要 考虑 
吸附 膜 的 存在 . 

为 了 确定 被 吸附 膜 覆 盖 的 液体 的 运动 , 除了 流体 运动 方程 以 及 边界 条 件 
(61.14), 还 应 当 补 充 一 个 方程 , 因为 我 们 现在 又 多 了 一 个 未 知 量 (表面 浓度 7). 
这 个 新 补充 的 方程 是 连续 性 方程 , 它 表 示 吸 附 膜 中 吸附 物质 的 总 质量 不 变 . 该 
方程 的 具体 形式 依赖 于 表面 形状 . 如 果 表 面 是 平面 , 则 方程 的 形式 显然 是 

灵 + 基 om)+ 贡 六 = (63.2) 
其 中 所 有 的 量 都 取 液 体 表 面 上 的 值 (选取 该 表面 为 zy 平面 ). 

对 于 被 吸附 膜 覆 盖 的 液体 的 运动 , 如 果 可 以 认为 吸附 膜 是 不 可 压缩 的 , 即 
如 果 可 以 认为 每 一 个 吸附 膜 微 元 的 面积 在 运动 过 程 中 都 保持 不 变 ， 则 相关 问 
题 的 解 会 有 重大 简化 . 

气泡 在 甜 性 流体 中 的 运动 是 吸附 膜 在 流体 动力 学 方面 起 重要 作用 的 一 个 
例子 . 如 果 在 气泡 表面 上 没有 任何 吸附 膜 , 则 气泡 内 的 气体 也 会 发 生 运动 , 于 
是 液体 对 气泡 的 阻力 不 同 于 液体 对 同样 半径 固体 球 的 阻力 ( 见 $20 习题 2). 如 
果 气 泡 表面 被 吸附 膜 覆 盖 , 则 由 对 称 性 显然 直接 可 知 , 吸附 膜 在 气泡 运动 时 保 
持 静 止 @. 其 实 , 吸附 膜 的 运动 只 能 沿 气泡 表面 的 子午 线 进行 , 这 将 导致 物质 
不 断 向 气泡 的 一 个 极点 聚集 (吸附 物质 不 会 进入 液体 或 气体 ), 而 这 是 不 可 能 
的 . 除了 吸附 膜 的 速度 为 零 , 气泡 表面 上 的 气体 速度 也 应 当 为 零 , 而 在 这 样 的 
边界 条 件 下 , 气泡 内 的 全 部 气体 也 必须 保持 静止 . 因此 , 被 吸附 膜 覆 盖 的 气泡 
将 像 固体 球 一 样 运动 , 特别 地 , 它 所 受 的 阻力 (在 小 雷诺 数 情形 下 ) 将 由 斯 托 克 
斯 公式 给 出 . 


@ 指 相对 静止 . 下 面 也 应 这 样 理解 ， 一 一 译 者 
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习 题 


1， 设 两 个 容器 由 一 条 又 深 又 长 的 模 道 相连 , 构 道 的 侧 壁 是 平行 平面 ( 模 道 的 宽 为 a， 
长 为 上) 容器 和 构 道 中 的 液体 表面 被 一 层 吸附 膜 履 盖 , 并 且 两 个 容器 中 的 吸附 膜 具 有 不 同 
的 表面 浓度 YI 和 ?7a， 从 而 导致 模 道 中 液体 表面 附近 出 现 运 动 . 求 这 种 运动 中 的 吸附 膜 物 
质 输 运 量 . 

解 : 取 楼 道 的 一 个 侧 壁 平面 为 zz 平面 , 液体 表面 为 zy 平面, 并 且 z 轴 沿 横道 长 度 方 
向 , 液体 所 在 区 域 对 应 z < 0. 因为 没有 压强 梯度 , 所 以 液体 的 定常 流 方程 为 ( 见 817) 


十 5 一 0， (1) 
其 中 是 流体 过 度 , 它 显 然 治 z 轴 方 向 . 沿 槽 道 长 度 方向 有 浓度 梯度 dry/dzx. 在 柳 道 中 液 


体 的 表面 上 成 立 边 界 条 件 
Ov da 


在 z=0 处 ng = a (2) 
液体 在 横道 壁面 上 必须 静止 , 即 

在 y=0,a 处 v=0. (3) 
我 们 认为 槽 道 的 深度 为 无 穷 大 , 所 以 

当 z 一 一 oo 时 Jv 二 0. (4) 


方程 (1) 的 以 下 特 解 满足 条 件 (3) 和 (4): 
(2 十 Dry (2n 十 1)rz 
a 9 


a 


const . sin 
其 中 nr 为 整数 . 级 数 
i (2n + ry a (2n + 1)nz 
17T2 dz 全 (2n 十 1)2 


满足 条 件 (2).{ 单 位 时 间 内 的 ) 吸附 膜 物质 输 运 量 等 于 


ee 


(向 a 增加 的 方向 运动 ). Q 值 沿 楼 道 长 度 方向 显然 保持 不 变 , 所 以 可 以 写 出 
da _1f da ，_ 1 1 
7 下 一 const 三 下 Y= i ?da 


其 中 aa = a(7i)，asa = a(y2), 并 且 假 设 al > az. 因此, 最 后 有 


8a2 Oo 1 Cry oa Ql 
= 一 |) da =0.27 2 . 
9 = lr 阳 (2n+ | 人 人 mn 人 了 
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2, 设 液 体 表 面 被 吸附 膜 徐 盖 , 求 表面 张力 波 的 阻尼 系数 . 
解 : 如 果 液 体 的 黏度 不 太 大 , 液体 对 吸附 膜 的 ( 切 向 ) 拉 伸 力 就 不 大 , 所 以 可 以 把 吸附 
膜 看 做 不 可 压缩 的 ， 
因此 , 在 计算 能 量 耗 散 率 时 可 以 只 局 限于 固 壁 附近 , 即 根据 公式 (24.14) 来 计算 . 写 出 
形 如 
p= po ei(kz 一 wb ek 


的 速度 势 , 我 们 得 到 单位 面积 表面 上 的 耗 散 率 : 
Bsn 一 |kpol?. 
总 能 量 为 (也 折算 到 单位 面积 上 ) 
瑟 = » /wa = 大 kpo. 


阻尼 系数 等 于 (利用 (62.3)) 
_ w7/6112 /sn at/4 
了 2V2at/spl6 2V2p3/4 “ 


这 个 重 与 没有 吸附 膜 时 的 表面 张力 波 阻 尼 系 数 ($62 习题 2) 之 比 等 于 
1 ap 2 
rl 
并 且 只 要 波长 不 是 非常 小 , 这 个 比值 就 远大 于 1. 因此 , 在 液体 表面 上 存在 吸附 膜 导 致 表面 
张力 波 的 阻尼 系数 显著 增 大 ， 


= 
性 自 
§64 声波 


我 们 开始 研究 可 压缩 流体 的 运动 , 首先 研究 流体 中 的 微小 振动 . 可 压缩 流 
体 中 的 小 振幅 振动 称 为 声波 , 在 声波 中 , 在 流体 的 每 一 点 交替 发 生 压缩 和 膨胀 . 

在 声波 中 , 因为 振动 很 小 , 所 以 速度 v 也 很 小 , 在 欧 拉 方 程 中 就 可 以 忽略 
(v*V)v 这 一 项 . 基于 同样 的 原因 , 流体 中 的 密度 和 压强 的 相对 变化 也 很 小 . 我 
们 将 把 变量 p 和 p 写 为 以 下 形式 : 


p=po+p, p=po+p, (64.1) 


式 中 po 和 po 是 流体 的 平衡 密度 和 平衡 压强 , 它们 处 处 相同 , 而 p 和 yp/ 是 声 
波 中 的 密度 变化 和 压强 变化 (p' < po, p< po). 
把 (64.1) 代入 连续 性 方程 


ap 


Bt +div(pv)=0 
并 忽略 二 阶 小 量 (此 时 应 认为 p', p', v 是 一 阶 小 量 ), 其 形式 变 为 
4 + podivv =0. (64.2) 
欧 拉 方程 
+(v.V)v = -这 
在 同样 的 近似 下 化 为 方程 。 。 、， 
i (64.3) 


ot po 
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线性 化 的 运动 方程 (64.2) 和 (64.3) 适用 于 声波 传播 的 条 件 是 : 声波 中 流 
体 点 的 速度 与 声速 相 比 是 小 量 , 即 v < c. 要 想得到 这 个 条 件 , 可 以 考虑 诸如 
p' 之 po 的 要 求 (参看 下 面 的 公式 (64.12)). 

方程 组 (64.2) 和 (64.3) 含有 未 知 函 数 w p 和 p'. 为 了 消去 其 中 一 个 未 知 
函数 , 我 们 注意 到 , 正如 理想 流体 中 的 任何 其 他 运动 一 样 , 理想 流体 中 的 声波 
是 绝热 运动 . 所 以 , 压强 的 微小 变化 py 和 密度 的 微小 变化 zw 之 间 的 关系 为 


p= (证 ) 0 (64.4) 
利用 这 个 方程 , 在 方程 (64.2) 中 把 p' 代 换 为 p', 得 到 
让 ( 首 ) dvoid (64.5) 


含 未 知 量 v 和 z 的 两 个 方程 (64.3) 和 (64.5) 完全 描述 了 声波 . 
为 了 把 所 有 未 知 量 用 其 中 一 个 未 知 量 表示 出 来 , 方便 的 做 法 是 按照 


v= grady 


引入 速度 势 , 从 方程 (64.3) 得 到 与 yp 之 间 的 关系 式 (为 简便 起 见 , 这 里 和 下 
面 将 省 上 略 Do 和 po 的 下 标 ) 


2 = -pe. (64.6) 
然后 从 (64.5) 得 到 速度 势 p 所 应 满足 的 方程 
2 
-czAp=0， (64.7) 
其 中 引入 了 记号 
- |/(22 
c= ( 训 ) (64.8) 


形 如 (64.7) 的 方程 称 为 波动 方程 . 取 (64.7) 的 梯度 , 我 们 得 到 , 速度 v 的 三 个 
分 量 都 满足 同样 的 方程 . 取 (64.7) 对 时 间 的 导数 , 我 们 得 到 , 压强 变化 w 也 满 
足 波动 方程 (所 以 w 也 是 如 此 ). 
考虑 这 样 的 声波 , 其 中 所 有 的 量 只 依赖 于 一 个 坐标 , 例如 z. 换言之 , yz 平 
面 内 的 流动 是 均匀 的 . 这 样 的 波 称 为 平面 波 . 波动 方程 (64.7) 化 为 
Sp _ 1ov_ 
Dr2 2 
为 了 求解 这 个 方程 , 我 们 引入 新 变量 


《一 2 一 ct n=z+ct 


(64.9) 
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来 代替 zx, t. 容易 证 明 , 在 这 些 变量 下 , 方程 (64.9) 的 形式 变 为 





对 & 积分 , 由 此 求 出 


其 中 F(m) 是 任意 的 函数 . 再 次 积分 , 得 到 gp = 有 (6) 十 所 (m), 其 中 及 和 名 是 
任意 的 函数 , 因此 ， 

p= (rt—t)+fo (s+). (64.10) 
用 同样 形式 的 函数 还 可 以 描述 平面 波 中 的 其 余 各 量 (p', p', v) 的 分 布 . 

为 明确 起 见 , 我 们 来 讨论 密度 . 例如 , 设 户 =0 则 mw = 及 (zw 一 ct). 我 们 来 
解释 这 个 解 的 意义 , 它 是 很 明显 的 . 在 每 一 个 平面 > = const 内 , 密度 随时 间 而 
变化 ; 在 每 一 个 给 定 的 时 刻 , 密度 对 于 不 同 的 > 是 不 同 的 . 显然 , 对 于 满足 关 
系 式 z 一 朱 = const 即 


T= const+ct 


的 坐标 > 和 时 刻 t, 密度 是 相同 的 . 这 表明 , 如 果 流 体 密 度 在 某 一 时 刻 上 = 0 在 
某 一 点 具有 某 一 确定 值 , 则 经 过 一 段 时 间 以后, 在 与 原先 那 一 点 沿 z 轴 相 上 距 
ct 的 位 置 , 密度 具有 同样 的 值 (对 于 声波 中 的 其 余 各 量 也 有 同样 的 情况 ). 我 们 
可 以 说 , 流动 情况 以 速度 c 沿 z 轴 在 介质 中 传播 , 传播 速度 c 称 为 声速 . 

于 是 , 户 (z 一 o 表示 向 z 轴 正 方向 传播 的 所 谓 平面 行 波 . 显然 , fa(z 十 ct) 
表示 向 相反 方向 (> 轴 负 方向 ) 传播 的 波 . 

在 平面 波 中 , 速度 v = gradp 的 三 个 分 量 中 只 有 w = 6w/8z 不 为 零 . 因 
此 , 声波 中 的 流体 速度 指向 声波 的 传播 方向 . 由 于 这 个 原因 , 我 们 说 流体 中 的 
声波 是 纵波 . 

在 平面 行 波 中 , 速度 w = v 与 压强 变化 p' 以 及 密度 变化 w 之 间 有 简单 
的 关系 . 写 出 p = f(z -- ct), 我 们 有 


OP_ ps 
v= F=f( ct), 
从 三 下 op _ 2 
p =p = pcf' (z — et). 


对 比 这 些 表 达 式 , 我 们 得 到 
(64.11) 


范 
请 
内 
> 
汕 
> 
I 

qu 
> 
让 
> 
尺 - 
钞 
泪 
芋 
Ea 
尊 
TT 
蝎 
酒 
bl 
全 
N 
本 
ES 
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v= 四. (64.12) 
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再 指出 声波 中 的 速度 与 温度 变化 之 闻 的 关系 . 我 们 有 T' = (8T/6p)sp', 再 
应 用 熟知 的 热力 学 公式 
a 
(如 s Cp \O7T), 


和 公式 (64.11), 就 得 到 


T’= So (64.13) 
Cp 
其 中 ,3 () 
-VvV\), 
是 定 压 体 膨 胀 系数 . 


公式 (64.8) 是 根据 流体 的 绝热 压缩 系数 来 确定 声速 的 . 绝热 压缩 系数 与 
等 温 压缩 系数 的 关系 可 由 熟知 的 热力 学 公式 给 出 : 


Op\ cp /Op 
的 -= 的 ee 
我 们 来 计算 (热力 学 意义 上 的 ) 理想 气体 中 的 声速 . 理想 气体 的 状态 方程 是 
J_Z_ 信 
pp pk 


其 中 RR 是 气体 常量 , A 是 摩尔 质量 . 对 于 声速 , 我 们 得 到 表达 式 


c= 1| 2 (64.15) 


式 中 7 = cp/co， 因为 Y 对 温度 的 依赖 性 通常 较 弱 , 所 以 可 以 认为 气体 中 的 声 
速 与 温度 的 平方 根 成 正比 9. 当 温度 给 定时 , 它 与 气体 的 压强 无 关 @. 

有 一 种 特别 重要 的 情形 是 单 色 波 , 这 时 所 有 的 量 都 是 时 间 的 简单 周期 函 
数 ( 简 谐 函数 ). 把 这 样 的 函数 写 为 复数 表达 式 的 实 部 的 形式 通常 更 为 方便 ( 见 
$24 的 开始 ), 例如 , 对 于 速度 势 , 我 们 写 出 


vp = Relpo(z, y, z) e 9]， (64.16) 
式 中 w 是 波 的 频率 . 把 (64.16) 代入 (64.7), 即 可 得 到 函数 wo 所 满足 的 方程 : 


2 
WwW 
Awpo 十 Po =0. (64.17) 


@ 注意 以 下 事实 频 有 益处 ;气体 中 的 声速 与 分 子 的 平均 热 运动 速度 具有 同样 的 量 级 . 
@ 形 如 c? = p/p 的 气体 声速 公式 最 初 是 由 牛顿 在 1687 年 得 到 的 ， 拉 普 拉 斯 后 来 指出 , 在 这 个 
公式 中 必须 补充 因子 x. 
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考虑 向 x 轴 正 方向 传播 的 平面 单 色 行 波 . 在 这 样 的 波 中 , 所 有 的 量 都 只 是 
Zz 一 ct 的 函数 , 所 以 速度 势 的 形式 为 
2 
pp 一 Re {4em [|-iw (=- =)|}, (64.18) 


式 中 4 为 常量 , 称 为 复 振 幅 . 利用 实 的 常量 a 和 a 把 它 写 为 4 = aeic 的 形式 ， 
则 有 

p= Qcos (全 一 wt 十 oj (64.19) 
常量 a 称 为 波 的 振幅 , 余弦 函数 的 自 变量 称 为 波 的 相位 . 我 们 用 n 表示 波 传 
播 方向 上 的 单位 矢量 . 矢量 


k=—n=—n (64.20) 





和 (其 大 小 经 常 称 为 波 数 ). 利用 此 可 以 写 为 以 下 

v=R (64.21) 

单 色 波 的 作用 极为 重要 ， 矢 和 频率 

的 平面 单 色 波 的 登 加 , 波 的 这 种 展 起 不 是 史 数 或 傅 里 

叶 积 分 (这 样 的 分 解 也 称 为 谱 分 的 单 色 分 
量 或 傅 里 叶 分 量 . 





1. 一 个 能 分 散 二 相 系 由 晤 浮 着 小 液 滴 的 蒸气 (“ 湿 燕 气 ?) 或 含有 小 燕 气泡 的 液体 组 
成 , 求 其 中 的 声速 . 设 声波 的 波长 远大 于 该 二 相 系 不 均匀 性 的 尺度 ， 

解 : 在 二 相 系 中 ,p 和 工 不 是 独立 变量 , 它们 之 间 的 关系 由 相 平衡 方程 给 出 . 系统 的 压 
缩 或 膨胀 伴随 着 物质 从 一 个 相 到 另 一 个 相 的 转变 . 设 z 是 系统 中 2 相 的 质量 分 数 , 则 


3 一 (1 一 2Z)s1 十 ZI83， V=(1—w)W+r YW, (1) 


这 里 用 下 标 1 和 2 区 别 纯 的 1 相 和 2 相 的 相关 各 量 , 为 了 计算 导数 (BV/Bp),, 我 们 从 变 
量 p, 5 变换 到 p, z, 从 而 得 到 


(¥) (¥) 
(的 的 
把 (1) 代入 此 式 , 结果 给 出 7), 


eV = dh WW—Vids - 1 Va—V ds 
(多 ).=*| 些 82— 381 dp 党 | +a [各 32 一 51 名 | (2) 
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利用 (1) 和 (2), 按照 公式 (64.8) 即 可 求 出 声速 . 
展开 对 压强 的 导数 d/dp, 引入 从 1 相 到 2 相 的 相 变 漆 热 q 二 工 (sa 一 s1), 并 利用 关于 
沿 相 平衡 线 的 导数 的 克拉 珀 龙 - 克 劳 修 斯 方程 ( 见 第 五 卷 882) 


dp_-_ 0 
dr T(W -Wy)’ 


我 们 得 到 (2) 中 第 一 对 方 括号 内 的 表达 式 ， 其 形式 为 





Op gq \67T g2 


类 似 地 可 以 变换 第 二 对 方 括号 内 的 表达 式 ， 
设 1 相 是 液体 , 2 相 是 蒸气 ， 我 们 把 后 者 看 做 理想 气体 , 而 质量 体积 全 与 全 相 比 可 
以 忽略 不 计 . 如 果 工 包工 (液体 中 含有 少量 燕 气泡), 则 对 声速 可 以 得 到 


qupVi (8) 


“RTV 


( 忆 是 气体 常量 , js 是 摩尔 质量 )， 一 般 而 言 , 这 个 速度 非常 小 因此, 当 液 体 中 形成 燕 气 泡 
(发 生 空 化 ) 时 , 其 中 的 声速 会 突然 急剧 下 降 . 
如 果 工 一 2 < 安 1 ( 燕 气 中 含有 少量 液 滴 ), 就 得 到 


1 bk 一 二 I (4) 


2 RT ¢g 0 
与 纯 气体 中 的 声速 (64.15) 进行 对 比 , 我 们 发 现 , 这 里 增加 第 二 相 也 导致 声速 降低 , 尽管 降 
低 得 远 没有 那样 显著 . 

在 两 者 之 间 , 当 x 从 0 增 大 到 1 时 , 声速 从 值 (3) 单调 地 增 大 到 值 (4)， 

我 们 指出 , 对 于 zz = 0 和 z = 1, 声速 在 系统 从 单 相 系 转变 为 二 相 系 时 会 发 生 突 跃 , 其 
结果 是 ,对 于 非常 接近 0 或 1 的 zw 值 , 即使 声波 的 振幅 很 小 , 通常 的 线性 声学 理论 一 般 也 
不 再 适用 , 因为 在 这 些 条 件 下 , 由 声波 导致 的 压缩 和 膨胀 伴随 着 从 二 相 系 向 单 相 系 (以 及 
相反 的 ) 的 转变 , 而 这 完全 破坏 了 对 线性 理论 非常 重要 的 声速 不 变 假设 

2， 设 气体 被 加 热 到 极 高 的 温度 , 以 至 于 其 中 的 平衡 黑体 辐射 压 与 气体 本 身 的 压强 相 
当 , 求 气体 中 的 声速 . 

解 : 物质 的 压强 等 于 





而 粒 等 于 


nN 
在 这 些 表达 式 中 , 第 一 项 与 粒子 有 关 , 第 二 项 与 辐射 有 关 ; 是 粒子 数 密度 , m 是 粒子 质量 ， 
4 二 4/45 忆 C3 ( 见 第 五 卷 863)@. 黑体 辐射 对 物质 密度 不 起 作用 , 所 以 p 一 nm。 为 了 区 


@ 在 本 书 中 , 处 处 都 用 能 量 单位 来 度量 温度 . 
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别 于 光速 的 记号 c, 这 里 用 字母 表示 声速. 把 导数 写 为 雅 可 比 行列 式 的 形式 , 有 


,2 Olp, a) _ Olp, sj / alp, 3) 
™ Glp, s) ™ Bn, 用/ Bn, TY 


计算 这 些 雅 可 比 行列 式 后 得 到 











“=E|+ 


2a2T® | 
3 , 


5n(n 十 2a73) 
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我 们 来 推导 声波 能 量 表达 式 ， 按 照 一 般 公式 , 流体 的 体积 能 为 pe + p22. 
如 果 把 p= mo 十 pe = eo 十 e' 代入 此 式 , 这 里 带 撒 号 的 字母 表示 相应 各 量 相 
对 于 它们 在 流体 静止 时 的 取 值 的 偏离 , 则 因为 wu2/2 是 三 阶 小 量 , 所 以 在 精确 
到 二 阶 项 时 得 到 

Ol(pe) , 110°(pe) 


co 十 1 一 一 十 
poeo TP Opo 2? Ope 





咎 3pov?. 

导数 是 在 等 焙 条 件 下 计算 的 , 因为 声波 是 绝热 过 程 . 根据 热力 学 关系 式 
de=Tds-pdV = 人 ds 十 一 dp 

我 们 有 


二 阶 导 数 为 





3- 的 -的 的 -5 
| op? |], \B8p), \Bp/s\p), op 
因此 , 流体 的 体积 能 等 于 
c2 2 
poEo + Wop' 十 pz 十 mo 本 


这 个 表达 式 中 的 第 一 项 (poeo) 是 静止 流体 的 体积 能 , 与 声波 无 关 . 至 于 第 
二 项 (wop/), 这 是 在 每 一 个 具有 单位 体积 的 给 定 区 域 中 仅仅 因为 流体 质量 变化 
而 引起 的 能 量变 化 . 如 果 把 体积 能 在 流体 所 占 整 个 区 域 上 积分 , 则 在 所 得 总 能 
量 中 没有 这 一 项 , 因为 流体 的 总 质量 保持 不 变 , | p dV = 0. 于 是 , 因为 存在 声 
波 而 引起 的 流体 总 能 量 的 变化 等 于 积分 
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被 积 函数 可 视 为 声 能 密度 EE: 
p v2 ep? 
E= 本 十 or 
这 个 表达 式 在 平面 行 波 的 情况 下 可 以 简化 . 在 这 样 的 声波 中 , p' = pov/c 
所 以 (65.1) 中 的 两 项 相等 , 于 是 


(65.1) 








E = pow. (65.2) 
po 


这 个 关系 式 对 任意 声波 并 不 成 立 , 在 一 般 情况 下 , 对 总 声 能 (对 时 间 ) 的 平均 
值 可 以 写 出 一 个 类 似 的 公式 , 它 直 接 得 自力 学 中 一 个 已 有 的 普遍 定理 : 小 振动 
系统 的 平均 总 势能 等 于 其 平均 总 动能 . 因为 平均 总 动能 此 时 等 于 JoovzdV72， 
所 以 我 们 求 出 平均 总 声 能 为 


EdV = | povidV. (65.3) 
J sav=] 


接 下 来 考虑 流体 中 的 某 个 区 域 , 其 中 有 声波 在 传播 , 我 们 来 确定 通过 该 区 
域 的 封闭 边界 面 的 能 流 . 根据 (6.3), 流体 中 的 能 流 密度 等 于 pv(w 二 v2/2). 在 
所 考虑 的 情况 下 可 以 忽略 带 有 ww 的 项 , 因为 它 是 三 阶 小 量 , 于 是 声波 中 的 能 
流 密 度 是 pvw. 把 外 = wo 十 w 代入 其 中 , 我 们 有 


pwv = opDu 十 OU ， 


Ow p 
w 一 (到 ) 他 二 一 ， 
op /。 p 


所 以 pwv = wopv 十 p'v. 通过 上 述 曲 面 的 总 能 流 等 于 积分 


对 于 烩 的 微小 变化 , 有 


¢ (wopv + pv) -df. 


这 个 表达 式 中 的 第 一 项 是 只 与 给 定 区 域 中 流体 质量 的 变化 有 关 的 能 流 . 不 
过 , 我 们 已 经 不 考虑 能 密度 中 wop' 这 一 项 ( 它 对 无 穷 大 区 域 积 分 的 结果 为 零 ). 
所 以 , 为 了 让 能 流 密度 由 (65.1) 给 出 , 应 当 咯 去 此 项 , 于 是 总 能 流 简 化 为 


fr df. 


q=pv (65.4) 


我 们 看 到 , 矢量 
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起 声 能 流 密度 的 作用 . 容易 验证 , 成 立 关 系 式 
完 +div(p'v) = 0. (65.5) 


其 实 , 这 是 理所当然 的 , 因为 它 表示 能 量 定 恒定 律 , 而 矢量 (65.4) 恰好 起 能 流 
密度 的 作用 . 

在 (从 左 向 右 的 ) 平面 行 波 中 , 压强 变化 与 速度 的 关系 为 P = cpov, 其 中 
速度 v= ws 的 符号 可 为 正 或 负 . 引入 声波 传播 方向 上 的 单位 矢量 n, 得 到 


q = cpovin = cEn. (65.6) 


因此 , 在 平面 声波 中 , 能 流 密度 等 于 能 量 密度 乘 以 声速 , 这 自然 是 意料 之 中 的 
结果 . 

现在 考虑 这 样 的 声波 , 它 在 每 一 个 给 定时 刻 都 占据 空间 中 的 一 个 有 限 区 
域 (该 区 域 处 处 都 不 以 固 壁 为 边界 ) 一 一 波 包 . 我 们 来 确定 声波 中 流体 的 总 动 
量 . 单位 体积 流体 的 动量 等 于 质量 流 密 度 了 = pv. 把 p= po 十 p' 代入 此 式 , 有 
j==pov 十 pw- 密度 变化 与 压强 变化 的 关系 是 p =p /ce. 所 以 , 利用 (65.4) 得 到 


了 = poo 十 三 . (65.7) 


如 果 黏 性 在 所 研究 的 现象 中 无 关 紧要 , 就 可 以 认为 声波 中 的 运动 是 有 势 的 , 从 

而 写 出 v = Vy (我 们 强调 , 这 个 结论 与 $64 中 推导 线性 运动 方程 时 的 那些 近 

似 假设 无 关 , 因为 满足 rot = 0 的 解 是 欧 拉 方 程 的 精确 解 )， 所 以 , 我 们 有 
j=poVp+ 扇 . 


声波 的 总 动量 等 于 声波 所 占 全 部 区 域 上 的 积分 【7dV. 但 Vy 的 积分 可 以 变 


换 为 曲面 积分 : 
[veav = fwar, 


而 在 声波 包 所 占 区 域 之 外 p = 0 所 以 上 述 积分 为 零 . 因此 , 声波 包 的 总 动量 
等 于 


fs dV = 二 fav (65.8) 


这 个 量 一 般 而 言 绝 对 不 等 于 零 . 但 非 零 的 总 动量 表明 , 存在 物质 的 输 运 . 我 们 
得 出 结论 : 声波 包 的 传播 伴随 着 流体 中 的 物质 输 运 . 这 是 一 个 二 阶 效 应 , 因为 
gq 是 二 阶 量 . 
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最 后 ， 我 们 来 研究 横 截 面 有 限 的 无 穷 长 空间 区 域 中 的 声场 (有 限 口径 波 
列 ), 并 计算 压强 变化 py 在 这 个 区 域 中 的 平均 值 . 一 阶 近似 对 应 着 通常 的 线性 
运动 方程 , 此 时 p/ 是 一 个 周期 变 号 函数 , 其 平均 值 为 零 . 但 是 , 这 个 结果 在 更 
高 阶 近 似 下 可 能 不 再 成 立 . 如 果 只 精确 到 二 阶 小 量 , 就 可 以 通过 从 线性 声学 方 
程 计算 出 的 量 来 表示 Bp, 这 样 就 不 必 直 接 求解 由 于 考虑 高 阶 项 而 得 到 的 非 线 
性 运动 方程 

这 里 所 研究 的 声场 具有 以 下 特点 : 速度 势 p 在 声场 中 不 同 点 的 取 值 之 差 
当 这 些 点 之 间距 离 无 限 增 大 时 仍然 是 有 限 的 (空间 中 给 定点 的 p 在 不 同时 刻 
的 取 值 之 差 也 是 有 限 的 ). 其实, 此 差 值 由 积分 


2 
m-n-/ vdl 


给 出 , 并 且 可 以 沿 点 1 和 点 2 之 间 的 任何 路 径 进行 积分 . 如 果 注意 到 , 这 时 可 
以 沿 波 列 长 度 方向 在 波 列 之 外 选取 路 径 , 速度 势 的 上 述 性 质 就 是 显然 的 @. 
根据 这 个 特点 , 我 们 取 伯 努 利 方程 


2 
w+ 人 +B = const 


ot 


的 时 间 平 均值 . 导数 By/8t 的 平均 值 为 零 @. 再 写 出 w= wo 十 w, 并 把 wo 列 
入 常量 const, 就 得 到 wi’ 十 而/2 = const. 因为 const 在 整个 空间 中 处 处 相同 , 且 
w 和 w 在 波 列 之 外 的 远 处 等 于 零 , 所 以 这 个 常量 必定 为 零 , 于 是 

po] 


好 十 可 =0， (65.9) 


然后 按 zw 的 守 展 开 w', 精确 到 二 阶 项 , 有 
1 /Ow 
2 (过 ) z 中 


Ne A a fA WE EE 


@ 为 了 得 到 (65.8), 在 本 质 上 也 使 用 了 类 似 的 方法 , 这 时 认为 在 波 包 之 外 的 远 处 总 有 wp = 0. 
@ 按照 平均 值 的 一 般 定 义 , 对 于 某 函 数 f(t) 的 导数 的 平均 值 , 我 们 有 


(2 


如 果 f(t) 对 于 所 有 的 上 都 是 有 限 的 , 则 当 取 平均 值 的 区 间 扩 大 时 ( 当 人 增加 时 ), 此 平均 值 趋 于 零 . 
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把 它 代入 (65.9), 得 
p J pov2 2 __ po ， em (65.10) 





2 + 2poc? 2 t+ ap 
这 就 是 所 求 的 平均 压强 . 右边 的 表达 式 是 二 阶 小 量 . 为 了 计算 该 表达 式 , 应 当 
求解 线性 化 的 运动 方程 , 以 便 得 到 p' 和 wv. 对 于 平均 密度 , 我 们 有 


P= (¥) P+ 二 二 (部 ) 2 . (65.11) 
波 列 具有 有 限 的 模 截 面积, 它 不 能 表示 为 严格 的 平面 波 . 不 过 , 如 果 横 规 
面 尺寸 远大 于 声波 波长 , 声波 就 非常 接近 平面 波 . 在 平面 行 波 中 v= op//po, 于 
是 页 =c273/p8, 表达 式 (65.10) 变 为 零 , 即 压 强 的 平均 变化 是 高 于 二 阶 的 效应 
密度 的 平均 变化 
P=-() 可 


Op? 
并 不 为 零 @. 对 于 (上 述 意 义 下 的 ) 平行 淫 盾 动 旦 流 得 度 张 和 的 平均 位 在 同 
样 的 近似 下 有 





有 十 两 大 一 太 十 00 现 下. 
第 一 项 等 于 零 , 而 在 第 二 项 中 可 以 引入 声波 传播 方向 上 的 单位 矢量 n (与 v 的 
方向 相同 或 相反 ). 利用 公式 (65.2), 对 于 动量 流 密度 就 有 
万 六 一 Eninx. (65. 12) 


如 果 声 波 沿 x 轴 传 播 , 则 只 有 分 量 万 =- = 请 不 为 零 . 因此 , 在 这 种 近似 下 , 平 
均 动 量 流 只 有 z 分 量 , 并 且 它 在 x 轴 方 向 上 传播 . 

关于 上 面 最 后 一 段 中 的 全 部 内 容 , 我 们 再 一 次 强调 , 这 里 讨论 的 是 具有 有 
限 横 截面 的 波 列 . 这 些 结果 在 严格 意义 上 对 平面 波 是 不 成 立 的 (例如 , 在 二 
阶 近 似 下 即 可 不 为 零 , 见 8101 习题 4). 在 形式 上 这 是 因为 , 对 于 严格 意义 上 的 
平面 波 (无 法 从 侧面 包围 ), 关于 速度 势 p 在 全 部 空间 中 (或 者 在 所 有 时 间 内 ) 
都 取 有 限 值 的 结论 一 般 而 言 并 不 成 立 . 而 从 物理 上 讲 , 这 样 的 区 别 在 于 , (对 于 
具有 有 限 横 截面 的 波 列 ) 可 能 出 现 的 横向 运动 导致 平均 压强 趋 于 均匀 . 
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声波 在 入 射 到 两 种 不 同 介质 的 分 界面 时 会 发 生 反射 和 折射 ， 于 是 第 一 种 
介质 内 的 运动 是 两 种 波 (入 射 波 和 反射 波 ) 的 合成 , 而 在 第 二 种 介质 内 只 有 一 
种 波 (折射 波 ). 全 部 三 种 波 之 间 的 关系 可 由 分 界面 上 的 边界 条 件 确定 . 


人 我 们 指出 , 导数 (8?p/8p?)。 实际 上 总 是 负 的 , 所 以 在 行 波 中 立 < 0. 
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我 们 来 研究 单 色 纵波 在 分 界面 是 平面 时 的 反射 和 折射 ， 选 取 该 分 界面 为 
yz 平面 . 容易 看 出 , 入 射 波 、 反 射 波 和 折射 波 这 三 者 都 有 相同 的 频率 w 和 波 
矢 分 量 局, ks (但 垂直 于 分 界 平 面 的 波 撩 分 量 ks 不 同 ). 其 实 , 在 没有 边界 的 均 
质 介质 中 , k 和 w 为 常量 的 单 色 波 是 运动 方程 的 解 . 当 分 界面 存在 时 , 要 补充 
的 只 是 一 些 边 界 条 件 , 在 上 述 情 况 下 这 是 平面 x = 0 上 的 一 些 边 界 条 件 , 并 且 
它们 与 时 间 和 坐标 y, z 都 无 关 . 因此 , 解 对 t 以 及 y, z 的 依赖 关系 在 整个 空间 
和 时 间 中 保持 不 变 , 即 w, ,ks 等 于 入 射 波 中 的 相应 各 量 . 

从 这 个 结果 可 以 直接 导出 决定 反射 波 和 折射 波 传 播 方向 的 关系 式 . 设 zy 
平面 为 入 射 波 所 在 平面 , 则 在 入 射 波 中 k, = 0, 此 式 对 反射 波 和 折射 波 同 样 成 
立 . 因此 , 入 射 波 、 反 射 波 和 折射 波 的 传播 方向 是 共 面 的 . 

设 9 为 波 的 传播 方向 与 x 轴 之 间 的 夹 角 . 于 是 , 因为 & = (w/c) sin9 对 入 
射 波 和 反射 波 是 相同 的 , 所 以 

人 =， (66.1) 


即 入 射 角 b 等 于 反射 角 外. 对 入 射 波 和 折射 波 有 类 似 的 等 量 关 系 , 由 此 可 得 
入 射 角 b 与 折射 角 b 之 间 的 关系 式 
sinO c 
i 人 = > (66.2) 
(ci 和 C2 是 两 种 介质 中 的 声速 ). 
为 了 得 到 入 射 波 、 反 射 波 和 折射 波 的 强度 之 间 的 定量 关系 , 我 们 把 这 些 波 
的 速度 势 分 别 写 为 以 下 形式 : 


pl = 41 exp jw (三 ca 十 ging -4]| 5 
C1 C1 





pi = 41 exp [i (- 生 cop 十 Ysingi 一 :| 3 
C1 C1 
化 2 . 
po = 42 exp [iw (三 cos0o 十 一 sinpbo -| 5 
C2 C2 


在 分 界面 (z = 0) 上 , 两 种 介质 的 压强 (p = -p8p/6t) 和 法 向 速度 (vs = py/az) 
应 分 别 相等 , 这 些 条 件 给 出 等 式 


pi(A1+ A1) = po42， Ee 


(44) = 4 


C1 
反射 因子 被 定义 为 反射 波 和 入 射 波 中 的 (时 间 ) 平均 能 流 密度 之 比 . 因为 平 
面 波 中 的 能 流 密度 等 于 cpv?, 所 以 有 


C1p19? 二 EN 





R= 





cp |All 
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简单 的 计算 给 出 结果 
potan go — pi tan Ol 
i ( tan 02 十 页 tan 01 ) (66.3) 
角 抽 与 95 之 间 的 关系 由 (66.2) 给 出 . 用 抽 表示 05, 就 可 以 把 反射 因子 写 为 
R= (人 aczcos 01 — pV — csin20 (66.4) 
pac2 cos01 + p1 VC — sin20 . 
对 于 垂直 入 射 的 情形 (91 = 0), 此 公式 具有 以 下 形式 : 
2 
(pac2 一 PiLCL 
p2C2 十 | Se 
当 入 射 角 满 足 条 件 
p3c2 
tan2 01 = Set | (66.6) 


时 , 反射 因子 为 零 , 即 声波 发 生 全 折射 而 完全 不 发 生 反 射 . 如 果 
Cl > Co2) 但 PpP2C2 > 01C1 


(或 者 不 等 号 都 反 过 来 ), 就 会 出 现 这 种 情况 . 


习 显 


求 两 种 流体 分 界面 上 因 声 波 而 产生 的 压强 . 
解 : 反射 波 和 折射 波 的 总 能 流 之 和 应 等 于 入 射 波 的 能 流 ， 取 单位 面积 分 界面 上 的 能 流 ， 
我 们 把 这 个 条 件 写 为 以 下 形式 : 
c1E1 cos 01 = ci Bi cos O01 + ca Ez cos 02, 
其 中 忆 , Bi, EB2 是 入 射 波 、 反 射 波 和 折射 波 中 的 能 量 密度 , 引入 反射 因 于 忌 = 国 / 瑟 ,由 
此 得 
二 全 2 人 01 一 局) 页 . 
所 求 压 强 p 可 定义 为 单位 时 间 内 (在 单位 面积 分 界面 上 ) 由 声波 引起 的 动量 损失 的 z 分 
量 . 利用 声波 中 动量 流 密度 张 量 的 表达 式 (65.12), 我 们 求 出 
p= Bcos?01+ Bcos’ 01 — Ecos?02. 
把 丽 的 表达 式 代 入 此 式 , 引入 忆 并 利用 (66.2), 得 到 
p= EsinO0 cosOl(l + R)cot Oi — (1— R)cot ga]. 
对 于 垂直 入 射 (外 = 0) 的 情形 , 利用 (66.5) 得 到 
二 9 万 be 十 p3c3 — ap | 
: (pic1 + pac2)? | 
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$67 几何 声学 


平面 波 的 特性 在 于 , 其 传播 方向 和 振幅 在 整个 空间 中 处 处 相同 . 任意 的 声 
波 当然 没有 这 样 的 性 质 .然而 , 可 能 存在 这 样 一 些 情况 : 所 研究 的 声波 虽然 不 
是 平面 波 , 但 在 每 个 不 大 的 空间 区 域内 却 可 以 把 它 看 做 平面 波 . 为 此 , 必须 要 
求 振幅 和 传播 方向 在 波长 量 级 的 距离 上 基本 不 变 . 

如 果 这 个 条 件 成 立 , 就 可 以 引入 声 线 的 概念 : 这 是 这 样 一 些 曲线 , 在 曲线 
上 的 每 一 点 , 切线 方向 都 与 声波 传播 方向 一 致 . 于 是 , 可 以 在 不 考虑 声音 波动 
本 质 的 情况 下 说 ， 声音 是 沿 声 线 传播 的 . 在 这 样 的 情况 下 研究 声音 的 传播 规 
律 , 就 是 几何 声学 的 内 容 . 可 以 说 , 几何 声学 对 应 着 小 波长 极限 , 即 入 一 0 的 
情形 . 

我 们 来 推导 几何 声学 的 基本 方程 一 一 决定 声 线 方向 的 方程 . 把 声波 速度 
势 写 为 以 下 形式 : 

p= aeiy. {67.1) 


在 声波 不 是 平面 波 但 儿 何 声学 适用 的 情况 下 , 振幅 a 是 坐标 和 时 间 的 缓 变 函 
数 , 而 波 的 相位 多 是 “近乎 线性 ” 的 函数 (注意 , 在 平面 波 中 y= bmr 一 由 十 om 
其 中 和 w 为 常量 ). 对 于 很 小 的 空间 区 域 和 时 间 间 隔 , 相位 光 可 以 展开 为 级 
数 . 精确 到 一 阶 项 , 我 们 有 

功 


$= tr grady + ut. 


因为 在 每 一 个 不 大 的 空间 区 域 (和 不 长 的 时 间 间 隔 ) 内 可 以 把 声波 看 做 平面 
波 , 所 以 定义 每 一 个 点 上 的 波 矢 和 频率 为 


k= 过 =grady, w= -2. (67.2) 


量 % 称 为 程 函 . 
在 声波 中 有 


a 
二 z 十 joy 十 Apz. 


把 (67.2) 代入 此 式 , 就 得 到 几何 声学 的 以 下 基本 方程 : 
OY /oY /oY 1 /ovY 
(5) (2) 4 (8 ) = Wo 
如 果 流 体 不 是 均 质 的 , 则 cz 是 坐标 的 函数 . 


在 力学 中 已 经 知道 , 质点 系 的 运动 可 以 用 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 来 确定 , 它 
与 方程 (67.3) 一 样 , 是 一 阶 偏 微分 方程 . 此 时 , 质点 的 作用 量 5 是 类 似 于 纱 的 
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量 , 而 作用 量 的 导数 则 按照 公式 
os OS 


P= gr’ TB 


确定 质点 的 动量 p 和 哈密 顿 函数 (能 量 ) H, 这 些 公式 类 似 于 公式 (67.2). 我 们 
还 知道 , 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 等 价 于 哈密 顿 方 程 , 其 形式 为 


8 _., 9H 
p= Er V2 三 ?二 Bp 
根据 质点 力学 和 几何 声学 之 间 的 上 述 比 拟 , 我 们 能 够 直接 写 出 关于 声 线 的 类 
似 方程 : 


有 = 一 过， 了 = 二. (67.4) 


在 均匀 各 向 同性 介质 中 w = ck, 其 中 e 为 常量 , 所 以 下 = 0,= cn (mn 为 大方 
向 上 的 单位 矢量 ), 即 声 线 沿 直线 延伸 , 同时 频率 w 保持 不 变 , 而 这 正 是 理应 得 
到 的 结果 . 
当然 , 当 声 音 在 定常 条 件 下 传播 时 , 即 当 介质 的 性 质 在 空间 中 每 一 点 都 不 
随时 间 而 改变 时 , 频率 沿 声 线 总 是 保持 不 变 . 其 实 , 频率 对 时 间 的 全 导数 等 于 
dy Bw .Ou ,Bu 
A 
它 确定 了 频率 沿 不 断 延 伸 的 声 线 的 变化 率 . 把 (67.4) 代入 此 式 , 后 面 两 项 即 互 
相抵 消 , 而 在 定常 情况 下 Bw/8i = 0, 所 以 dw/dt = 0. 
当 声 音 在 静止 的 非 均 质 介质 中 定常 传播 时 , w = ck, 其 中 e 是 坐标 的 给 定 
函数 . 方程 组 (67.4) 给 出 


站 =cn,， k=—kVe. (67.5) 


波 和 撩 上 的 大 小 按照 上 = w/c (w = const) 的 简单 规律 沿 声 线 变化 . 为 了 确定 no 
方向 的 变化 , 在 (67.5) 的 第 二 个 方程 中 令 k = wn/ye, 从 而 写 出 


WwW, WwW,. 
元 nm -Vc) = 一 KVoc， 


所 以 


dm 
ee —Vc+n(n.Vo). 


引入 声 线 微 元 的 长 度 dl = cdt, 把 这 个 方程 改写 为 


一 二 一 二 Ve+ (nvVo). (67.6) 
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用 这 个 方程 即 可 确定 声 线 的 形状 . n 是 声 线 的 单位 切 向 矢量 @. 

如 果 已 知 方程 (67.3) 的 解 , 并 且 程 函 y 是 坐标 和 时 间 的 已 知 函数 , 则 还 可 
求 出 声音 强度 的 空间 分 布 . 在 定常 条 件 下 , 它 得 自 方程 divg = 0 (9 为 声 能 流 
密度 ), 该 方程 在 声 源 之 外 的 整个 空间 中 都 应 成 立 . 写 出 q= cEn, 其 中 互 是 
声 能 密度 ( 见 (65.6)), 再 注意 到 n 是 大 = Vy 方向 上 的 单位 矢量 , 就 得 到 以 下 
方程 : 

div (cag) = 0， (67.7) 

该 方程 确定 了 EE 的 空间 分 布 . 

根据 频率 对 波 矢 分 量 的 已 知 依赖 关系 , 从 (67.4) 中 的 第 二 个 方程 可 以 确 
定 波 的 传播 速度 , 这 是 一 个 重要 的 公式 , 它 不 但 适用 于 声波 , 也 适用 于 所 有 的 
波 (例如 , 我 们 在 812 中 已 经 对 重力 波 应 用 过 这 个 公式 ). 这 里 再 给 出 这 个 公式 
的 一 种 推导 方法 , 这 有 助 于 揭示 由 它 所 定义 的 速度 的 含义 . 我 们 来 考虑 占据 着 
空间 中 某 个 有 限 区 域 的 波 (或 者 波 包 , 就 像 通常 所 说 的 那样 ). 假设 波谱 中 各 单 
色 分 量 的 频率 位 于 某 个 很 小 的 区 间 内 , 对 它们 的 波 矢 分 量 同样 作 此 假设 . 设 w 
为 波 的 某 个 平均 频率 , 为 平均 波 矢 . 那么 , 波 在 某 个 初始 时 刻 可 由 以 下 形式 
的 函数 来 描述 : 


2=e "f(r). (67.8) 


函数 f(r) 仅 在 空间 中 某 个 小 区 域内 显著 偏离 零 (但 该 区 域 的 尺寸 与 波长 1/% 
相 比 仍然 很 大 ). 根据 上 述 假设 , 它 的 传 里 叶 积分 展开 式 包含 形 如 ei” 人 A* 的 分 
量 , 其 中 Ak 为 小 量 . 

因此 , 波 的 每 个 单 色 分 量 在 初始 时 刻 正比 于 形 如 


pr = const :ei(*+Ak) (67.9) 


的 因子 , 相应 频率 是 w(k + Ak) (我 们 还 记得 , 频率 是 波 矢 的 函数 ). 于 是 , 该 分 
量 在 时 刻 t 具有 以 下 形式 : 


Pk = const: exp [i(k + Ak) :7 — iw(k + Ak)d]. 


@ 由 微分 儿 何 可 知 , 沿 声 线 的 导数 dm/dl 等 于 N/R, 式 中 N 是 主 法 线 方向 上 的 单位 矢量 , R 是 
声 线 的 曲率 半径 .如 果 不 计 因子 1/e, 方程 (67.6) 右边 的 表达 式 就 是 声速 沿 主 法 线 方向 的 导数 , 所 以 
可 以 把 这 个 方程 写 为 以 下 形式 : 
R= -EN. Vc). 


声 线 向 声速 较 小 的 一 侧 弯 曲 . 
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利用 Ak 为 小 量 的 事实 , 我 们 写 出 
w(k+ Ak) ~ w(k) + 2 .Ak. 
于 是 ,py 的 形式 化 为 


Pr = const. exp [i(k-r 一 wb] exp [es (， 一 a) (67.10) 
现在 , 如 果 把 波 的 所 有 单 色 分 量 再 加 起 来 (每 一 种 单 色 分 量 都 有 其 Ak)， 
则 通过 对 比 (67.9) 和 (67.10) 就 可 以 得 到 


op 一 eile wb) ( 一 人 N:) ; (67.11) 


其 中 f 就 是 (67.8) 中 的 同一 个 函数 . 与 (67.8) 的 对 比 表明 , 在 经 过 t 时 间 后 ， 
波 中 的 整个 振幅 分 布 图 像 在 空间 中 移动 了 距离 (8w/8k)t; (在 (67.11) 中 , f 之 
前 的 指数 因子 只 影响 波 的 相位 )， 因 此 , 波 的 传播 速度 等 于 
Ow 
避 = 藉 : (67.12) 

这 个 公式 给 出 了 波 的 传播 速度 ,其 中 w 对 有 的 依赖 关系 是 任意 的 . 当 
w= 二 ck 且 c 为 常量 时 , 它 自然 给 出 UV =w/k =e 这 样 的 通常 结果 . 在 一 般 情 
况 下 , 对 于 任意 的 依赖 关系 w(k), 波 的 传播 速度 是 频率 的 函数 , 并 且 波 的 传播 
方向 可 以 不 同 于 波 矢 的 方向 . 

传播 速度 (67.12) 也 称 为 波 的 群 速 , 而 比值 w/k 称 为 相 速 . 然而 , 我 们 强调 ， 
相 速 并 不 对 应 任何 一 种 对 象 的 实际 物理 传播 . 

公式 (67.11) 表明 , 波 包 的 形状 在 运动 过 程 中 保持 不 变 . 我 们 指出 , 这 样 的 
结果 是 近似 的 , 这 与 范围 Ak 很 小 的 假设 有 关 . 一 般 而 言 , 当 速 度 U 与 w 有 关 
时 , 波 包 在 传播 过 程 中 向 外 “ 展 平 "一 一 波 包 所 占 空间 区 域 增 大 . 可 以 证 明 , 这 
种 “ 展 平 ” 的 程度 正比 于 波谱 中 波 矢 范围 Ak 的 大 小 的 平方 值 . 


习 题 


设 声音 在 处 于 重力 场 作 用 下 的 等 温 大 气 中 传播 , 求 其 振幅 随 高 度 的 变化 . 
解 : 在 ( 视 为 理想 气体 的 ) 等 温 大 气 中 , 声速 是 常量 .显然 , 能 流 密度 沿 声 线 按照 与 声 
源 的 距离 7 的 平方 成 反比 的 规律 减 小 : 


一 1 
cpvi ~ 一 . 
72 


由 此 可 知 , 在 声波 中 , 速度 的 振幅 沿 声 线 按照 反比 于 r VP 的 规律 变化 . 根据 气压 公式 ， 密 
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度 p 这 时 按照 以 下 规律 变化 : 
Hgz 
oo(- 娩 


(z 是 高 度 , 1 是 气体 的 摩尔 质量 , RR 是 气体 常量 ). 
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频率 与 波 数 之 间 的 关系 w = ck 只 对 在 静止 介质 中 传播 的 单 色 声波 才 成 
立 . 对 于 在 运动 介质 中 传播 的 声波 (在 静止 坐标 系 中 观察 ), 不 难得 到 一 个 类 
似 的 关系 式 . 

考虑 速度 为 wu 的 均匀 流 . 我 们 称 静 止 坐标 系 x, y, z 为 参考 系 K, 又 引入 
相对 于 参考 系 K 以 速度 w 运动 的 参考 系 K', 其 坐标 为 z', y', z'. 在 参考 系 K' 
中 , 流体 是 静止 的 , 其 中 的 音色 波 具 有 通常 的 形式 : 


p = const .ei(e m 一 cb， 


参考 系 K' 中 的 径 矢 r/ 与 参考 系 天 中 的 径 矢 7 之 间 的 关系 为 =r 一 wt. 所 
以 , 在 静止 坐标 系 中 , 波 的 形式 为 


yg = const. elle"—(keth- uw) 
在 指数 中 , t 的 系数 是 波 的 频率 w. 因此 , 运动 介质 中 频率 与 波 和 撩 k 的 关系 为 
由 一 op 十 也 .大 (68.1) 

波 的 传播 速度 等 于 
多 本 oF i (68.2) 


这 是 方向 上 的 速度 c 与 声音 在 运动 流体 中 的 “ 偏 移 ” 速度 w 的 矢量 和 ， 
我 们 来 确定 声波 在 运动 介质 中 的 能 量 密度 . 瞬时 总 能 量 密度 由 以 下 表达 


式 给 出 : 
2 
3(p+o (utv)t+ 人 + 全 +ma+( 全 +puio+ 和) 


(请 对 比 (65.1), 表示 未 受 扰 动 时 各 量 取 值 的 下 标 0 已 经 被 省 略 ). 这 里 的 第 一 
项 是 流动 未 受 扰 动 时 的 能 量 , 接 下 来 的 两 项 是 一 阶 小 量 , 但 在 求 时 间 平 均值 时 
这 两 项 给 出 二 阶 小 量 , 它们 与 由 声波 引起 的 平均 流 的 能 量 有 关 . 所 有 这 些 项 都 
不 必 考 虑 , 于 是 , 我 们 所 关心 的 声波 能 量 密度 本 身 可 由 括号 中 的 最 后 三 项 给 出 . 
对 于 运动 介质 中 的 平面 波 , 速度 与 压强 变化 之 间 的 关系 为 


(w—k-.wu)v -ke 





C2 p? pu2 p'u2 pu? 
2p 
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此 关系 式 得 自 线性 化 的 欧 拉 方程 


+ (wyY)v = -vp. 
再 利用 (68.1), 最 终 求 出 运动 介质 中 的 声 能 密度 : 
WwW 
E= 2 (68.3) 
其 中 0 = czp2p = p/pe? 是 与 介质 一 起 运动 的 参考 系 中 的 声 能 密度 @. 

利用 公式 (68.1) 可 以 研究 多 普 勒 效应 ; 由 相对 于 声 源 运 动 的 观察 者 所 接 
收 到 的 声音 频率 , 不 同 于 声 源 的 振动 频率 . 

设 一 个 以 速度 ww 运动 的 观察 者 接收 到 由 一 个 (相对 于 介质 ) 静止 的 声 源 
发 出 的 声音 . 在 相对 于 介质 静止 的 参考 系 K' 中 , 我 们 有 大 = wo/c 其 中 wo 是 
声 源 的 振动 频率 . 在 与 观察 者 一 起 运动 的 参考 系 KK 中 , 介质 以 速度 -wv 运动 ， 
于 是 按照 (68.1), 声音 的 频率 为 w 一 ck 一 wu.k. 引入 速度 & 方 向 与 波 矢 天 方向 
之 间 的 夹 角 0 再 令 上 = wo/c, 就 得 到 运动 观察 者 所 接收 到 的 声音 频率 


w = wo (1 a oo 0) (68.4) 


在 某 种 意义 上 与 此 相反 的 情况 是 : 由 运动 声 源 发 出 的 声波 在 静止 介质 中 
传播 . 设 现在 表示 声 源 的 运动 速度 , 并 从 静止 坐标 系 变换 到 与 声 源 一 起 运动 
的 参考 系 K'. 在 参考 系 K' 中 , 流体 以 速度 - 运动 , 声 源 静 止 , 由 声 源 发 出 的 
声波 频率 应 当 等 于 其 振动 频率 wo. 改变 (68.1) 中 ww 的 符号 并 引入 ww 方向 与 
方向 之 闻 的 夹 角 6 则 有 


wo = ck (1 一 二 cosb) ， 


另 一 方面 , 在 原来 的 静止 参考 系 K 中 , 频率 与 波 矢 的 关系 为 w = ck. 因此 , 我 
们 得 到 关系 式 


WO 


w= (68.5) 


1— 于 cosg 
此 公式 给 出 运动 声 源 的 振动 频率 wo 与 静止 观察 者 所 听 到 的 声音 频率 w 之 间 
的 关系 . 


如 果 声 源 逐 渐 远 离 观 察 者 ， 则 声 源 速度 方向 与 声 源 到 观察 者 所 在 点 的 连 
线 方向 之 间 的 夹 角 9 介 于 r/2 <9<7 的 范围 内 ,所 以 cos6 < 0. 于 是 由 (68.5) 


@ 从 量子 观点 可 以 直观 地 解释 这 个 公式 ， 声 量子 数 (光子 数 ) N = /fiw = Bo/R(w -有 Ru) 与 参 
考 系 的 选取 无 关 . 
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可 知 , 如 果 声 源 向 远离 观察 者 的 方向 运动 , 则 观察 者 所 听 到 的 声音 频率 会 降低 
(小 于 wo). 

反之 , 对 于 逐渐 接近 观察 者 的 声 源 , 0 < 0 < 7/2, 从 而 cosb > 0, 于 是 频率 
w > wo, 并 且 w 随 速 度 % 的 增 大 而 增 大 . 当 wcos0 > c 时 , 按照 公式 (68.5), w 
变 为 负 值 , 这 表示 观察 者 所 听 到 的 声音 实际 上 是 以 相反 的 次 序 到 达 的 , 即 由 声 
源 在 更 晚 时 刻 发 出 的 声音 , 比 在 更 早 时 刻 发 出 的 声音 更 早 到 达观 察 者 . 

在 §67 一 开始 就 已 经 指出 , 几何 声学 近似 对 应 着 波长 足够 小 ( 即 波 矢 值 足 
够 大 ) 的 情况 . 为 此 , 一 般 而 言 , 声音 频率 应 当 足 够 大 . 然而 , 在 运动 介质 声学 
中 , 如 果 介质 的 运动 速度 大 于 声速 , 就 不 一 定 要 满足 后 一 个 条 件 . 其 实 , 在 这 种 
情况 下 , 即使 频率 为 零 , 友 也 可 以 很 大 , 因为 当 w = 0 时 , 从 (68.1) 得 到 方程 


ck 一 一人 (68.6) 


它 在 u > e 时 有 解 . 因此 , 在 以 超声 速 运动 的 介质 中 , 可 以 存在 由 几何 声学 描 
述 的 定常 小 扰动 (如 果 大 足够 大 ). 这 意味 着 , 这 样 的 扰动 沿 声 线 传播 , 

例如 , 考虑 具有 恒定 速度 v 的 超声 速 均 匀 流 . 取 流 动 方向 为 z 轴 方 向 , 让 
波 矢 展位 于 zy 平面 , 其 分 量 之 间 的 关系 为 


(Ww — e)k2 = ek2. (68.7) 


在 方程 (68.6) 两 边 取 平方 , 即 可 得 到 这 个 关系 式 . 为 了 确定 声 线 的 形状 , 我 们 
运用 几何 声学 方程 (67.4), 据 此 有 

_ Ow ,Ow 

人 二 Bk 4 一 5 

一 个 方程 除 以 另 一 个 方程 , 得 

dy __ Bw/OFk, 

dr Ow/Oks 
但 是 , 按照 隐 函 数 微分 法 则 , 这 个 关系 式 恰好 是 频率 不 变 (此 时 频率 为 零 ) 条 件 
下 的 导数 -8ks/8ky. 因此 , 根据 ks 与 ky 之 间 的 给 定 关 系 确定 声 线形 状 的 方 
程 为 





= - 避 - (68.8) 
把 (68.7) 代入 此 方程 , 得 
dy 了 C 
dz U2— ca 
当 久保 持 不 变 时 , 这 个 方程 确定 了 两 条 直线 , 它们 与 > 轴 相 交 而 成 的 角 为 a 


并 且 sina = cfw. 
我 们 将 在 气体 动力 学 中 详细 研究 这 些 声 线 , 它们 在 那里 起 重要 作用 . 
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习 题 


1. 设 介质 以 速度 分 布 uz，y，z) 作 定常 运动 , 有 声音 在 介质 中 传播 , 并 且 处 处 都 有 
& < c， 假设 速度 wu 仅 在 远大 于 声音 波长 的 距离 上 才 有 显著 变化 , 求 声 线 的 形状 . 
解 : 把 (68.1) 代入 (67.4), 就 得 到 描述 声 线 延伸 的 以 下 方程 : 


k=—(k:V)u— kx rotu, 


?三 v= oT 十 也 
我 们 利用 这 些 方程 来 计算 导数 d(kv)/dt, 精确 到 以 的 一 阶 项 . 在 计算 时 还 要 利用 等 式 
学 三 + (ou= (v:Y)u os Tk Vu 
结果 是 
(kw) = —kvn x rot wv, 
其 中 no 是 名 方向 上 的 单位 矢量 . 另 一 方面 ， 
G 
t= (kw) 二 六 至 
因为 n 与 dra/dt 互相 垂直 (从 nn=1 可 知 n: 家 二 0), 所 以 通过 对 比 上 面 两 个 方程 即 
可 得 出 完 = (rotu) x n. 引入 声 线 微 元 的 长 度 dl = cdt 最 终 写 出 
本 T(rotu) xn. (1) 
这 个 方程 确定 了 声 线 的 形状 , mn 是 声 线 的 单位 切 向 矢量 ( 它 现在 根本 不 与 上 同 向 !). 
2, 设 运动 介质 中 的 速度 分 布 为 us 二 u(z), uy = uz = 0, 求 其 中 声 线 的 形状 . 
解 : 展开 方程 (1), 得 


< = ( 蛙 ) 人 dny _ 


(不 用 写 出 关于 nz 的 方程， 有 nn 二 1). 第 二 个 方程 给 出 
Uy = const 三 ny0. 


在 第 一 个 方程 中 取 miz = dz/dl, 积分 后 得 出 
加， 


Nz = 0z0 十 一 一 
这 些 公式 就 是 所 提问 题 的 解 ， 
假设 速度 在 z= 二 0 时 等 于 零 , 并 且 向 上 递增 (du/dz > 0). 如 果 声 音 “ 逆 风 ?” 传 播 
(nz < 0), 声 线 就 会 向 上 弯曲 ， 当 “顺风 ”传播 时 (na > 0), 声 线 向 下 弯曲 . 这 时 ,一 条 从 点 
2 一 0 出 发 且 与 x 轴 央 角 很 小 (nizo 接近 1) 的 声 线 , 只 能 上 升 到 有 限 的 高 度 z = zmax, 此 
高 度 可 用 以 下 方法 来 计算 . 在 zmax 高 度 上 , 声 线 是 水 平 的 , 即 ns = 0, 所 以 有 


2 2 2 2 u 
Nz 十 ma Enzo + nyo 十 2nzco 一 二 二 
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于 是 
2nzo 2m) 一 mo， 
c 

从 而 可 以 根据 给 定 的 了 数 Wz) 和 声 线 的 初始 方向 mo 来 计算 zrmmax. 

3. 对 于 定常 运动 介质 中 的 声 线 , 写 出 党 马 原理 的 表达 式 . 

解 : 费 马 原理 要 求 : 沿 两 个 给 定点 之 间 的 声 线 所 取 的 积分 有 .di 达到 极 小 值 ,此 处 假 
设 尼 被 表示 为 频率 w 和 上 声 线 方向 n 的 函数 ( 见 第 二 卷 853). 从 关系 式 w 二 ck 十 以: 和 
vn 二 ch/Jk 十 4 中 消去 vv 和, 即 可 求 出 这 个 函数 . 费 马 原理 因而 具有 以 下 形式 : 


i/ as Ve rr ud 二 0. 


对 于 静止 介质 , 该 积分 化 为 通常 的 形式 / 9 


§ 69 本 征 振动 


至 此 , 我 们 讨论 了 没有 边界 的 无 穷 大 介质 中 的 振动 . 我 们 已 经 看 到 , 例如 ， 
在 这 样 的 介质 中 能 够 传播 任意 频率 的 波 . 

对 于 有 限 尺 寸 容 器 中 的 流体 , 情况 则 有 重要 变化 . 运动 方程 本 身 (波动 方 
程 ) 这 时 当然 是 相同 的 , 但 现在 必须 补充 一 些 边界 条 件 , 这 些 条 件 应 当 在 固 壁 
上 (或 流体 自由 面 上 ) 得 到 满足 . 我 们 在 这 里 只 考虑 没有 交 变 外 力作 用 时 发 生 
的 自由 振动 ( 因 外 力作 用 而 产生 的 振动 称 为 受 迫 振动 ). 

对 于 有 限 体积 的 流体 ,运动 方程 绝对 不 是 对 任何 频率 都 有 满足 相应 边界 
条 件 的 解 . 这 样 的 解 仅 对 一 系列 特定 频率 值 w 才 存 在 . 换言之 , 在 有 限 体积 的 
介质 中 , 自由 振动 仅 在 一 些 特定 频率 下 才能 出 现 . 这 些 频 率 称 为 给 定 容 器 中 流 
体 的 本 征 振动 频率 或 本 征 频率 . 

本 征 频率 的 具体 数值 取决 于 容器 的 形状 和 尺寸 . 在 每 一 个 给 定 的 情况 下 ， 
都 存在 本 征 频 率 的 一 个 无 穷 递 增 序列 . 为 了 求 出 这 些 值 , 需要 对 运动 方程 和 相 
应 边界 条 件 进 行 具体 的 研究 . 

至 于 第 一 个 ( 即 最 小 的 ) 本 征 频率 , 其 量 级 显然 可 以 用 量 纲 分 析 的 方法 直 
接 获 得 . 物体 的 尺寸 ! 是 问题 中 唯一 具有 长 度量 纲 的 参数 , 所 以 显然 , 第 一 个 
本 征 频 率 所 对 应 的 波长 Ni 应 当 是 1 量 级 的 量 , 声速 除 以 Xi 则 给 出 频率 wi 本 
身 的 量 级 . 因此 ， 


Al 人 1， WL~ (69.1) 


我 们 来 确定 本 征 振动 的 运动 特性 . 如 果 寻 求 波动 方程 的 时 间 周 期 解 ， 例 
如 , 如 果 寻 求 形 如 yp = ypo(z,，y，z)e-wt 的 速度 势 , 对 于 wo 就 有 方程 


2 
Agpo 十 Bo = 0. (69.2) 
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在 无 穷 大 介质 的 情况 下 不 必 考 虑 任何 边界 条 件 , 该 方程 这 时 既 有 实数 解 , 也 有 
复数 解 . 例如 , 它 有 一 个 正比 于 ew” 的 解 , 速度 势 形式 为 pg = const.eite 7 一 罗 ， 
这 样 的 解 代表 以 确定 速度 传播 的 波 , 即 人 们 所 说 的 行 波 . 

然而 , 对 于 有 限 体 积 的 介质 , 复数 解 一 般 而 言 并 不 存在 . 可 以 通过 以 下 分 
析 来 证 明 这 个 结论 . po 满足 实数 型 方程 , 边界 条 件 也 是 实数 型 的 . 所 以 , 如 果 
po(z，2， 2) 是 运动 方程 的 一 个 解 , 则 其 复 共 轿 函 数 ps 也 是 一 个 解 . 另 一 方面 ， 
因为 满足 给 定 边 界 条 件 的 解 一 般 而 言 是 唯一 的 @ (可 以 相差 一 个 常数 因子 ), 所 
以 应 有 gp% = const .po, 其 中 const 是 模 为 1 的 某 个 复数 . 于 是 , po 的 形式 应 为 


ic 


po = f(z, 2 z)e” 》 
式 中 /为 实 函数 , a 为 实 常数 . 因此, 速度 势 p 的 形式 为 ( 取 woe-it 的 实 部 ) 
p= f(z, Yy, 2z)cos(wt 十 a)， (69.3) 

即 坐 标的 某 个 函数 与 时 间 周 期 函数 的 乘积 . 
这 样 的 解 具有 与 行 波 完全 不 同 的 特性 , 在 行 波 中 , 除了 相互 之 间 的 距离 等 
于 波长 或 其 整数 倍 的 那些 点 , 空间 中 不 同 点 的 振动 相位 有 kr wt 十 a 在 同一 
时 刻 是 不 同 的 . 在 波 (69.3) 中 , 在 每 个 给 定 的 时 刻 , 所 有 点 的 振动 相位 wt 十 a 
都 是 相同 的 . 这 样 的 波 显然 谈 不 上 传播 ,我们 称 之 为 驻 波 . 因此 , 本 征 振动 是 
我 们 来 研究 一 种 平面 驻 声波 ,其 中 所 有 的 量 都 仅仅 是 一 个 坐标 (例如 z) 

以 及 时 间 的 函数 , 车 把 方程 


82wp0 w2 
Br ”一 有 





的 通 解 写 为 
po = acos (> 十 8) 
的 形式 , 则 有 
p= acos(wt + a) cos (< 十 有 ) 
适当 选择 坐标 原点 和 计时 起 点 , 就 可 以 使 a 和 6 为 零 , 于 是 


0 一 Qcoswtcos sz. (69.4) 


对 于 波 中 的 速度 和 压强 , 我 们 有 


Op wW WwW 
v= = —a— Coswtsin—z, 
Ox c c 


0 
p= = = paw sin wt cos 二 2 


ot 


@ 当 容 器 的 形状 高 度 对 称 时 , 例如 在 球形 容器 的 情况 下 , 此 结论 可 能 不 成 立 ， 
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在 相距 re/w = 和 2 的 点 z = 0, rc/w, 27rc/w, ……， 速度 v 恒 为 零 , 这 些 点 称 为 速 
度 的 波 节 . 在 它们 之 间 的 中 点 (z = re/2w, 3rc/2w, …), 速度 随时 间 的 振幅 最 
大 , 这 些 点 称 为 波 腹 . 对 于 压强 w, 上 述 第 一 类 点 是 波 腹 , 第 二 类 点 是 波 节 . 因 
此 , 在 平面 驻 声 波 中 , 压强 的 波 腹 是 速度 的 波 节 , 压强 的 波 节 则 是 速度 的 波 腹 . 

气体 在 有 一 个 小 孔 的 容器 内 振动 是 本 征 振动 的 一 种 有 趣 情形 (这 样 的 容 
器 称 为 共振 器 ). 我 们 知道 , 封闭 容器 最 小 本 征 频率 的 量 级 为 c/l, 其 中 ! 是 容 
器 的 尺寸 . 当 容 器 有 一 个 小 孔 时 , 就 会 出 现 新 形式 的 本 征 振动 , 其 频率 要 小 得 
多 . 这 时 之 所 以 出 现 这 样 的 振动 , 是 因为 如 果 容 器 内 外 的 气体 有 压强 差 , 气体 
就 会 流入 或 流出 容器 来 平衡 这 个 压强 差 . 因此 , 这 样 的 振动 伴随 着 共振 器 与 外 
部 介质 之 间 的 气体 交换 . 又 因为 孔 很 小 , 所 以 这 种 交换 非常 缓慢 , 振动 周期 因 
而 很 长 , 频率 相应 地 也 就 很 低 (参阅 习题 2). 至 于 封闭 容器 中 的 普通 振动 , 其 
频率 实际 上 不 会 因为 一 个 小 孔 的 存在 而 发 生变 化 . 


习 题 


1. 来 盛 有 流体 的 长 方 体 容器 中 声波 的 本 征 频率 . 
解 : 我 们 寻求 方程 (69.2) 的 以 下 形式 的 解 : 


po = const . cos gz COS TY cos 8%, 
并 且 四 十 m2 十 8? 一 w2/c2. 在 容器 壁 上 有 边界 条 件 : 


在 Zz 二 0, a 处 i 
Dr 


而 在 9y=0,6 及 z 一 0,7 处 与 此 类 似 , 其 中 a, 8,7 为 长 方 体 的 各 边 长 . 由 此 求 出 g = 二 mn/a， 
?二 nxn/B,，s 二 pn/7Y, 其 中 m,n,p 是 任意 整数 . 因此 , 本 征 频率 等 于 
2\1/2 
w= CT ( 亚 十 永 十 扎 ) 

2. 设 共振 器 的 小 孔 与 一 根 细 管 相连 ( 细 管 的 模 截 面积 为 5, 长 度 为 1), 求 其 本 征 振 动 
频率 . 

解 : 所 研究 的 振动 伴随 着 气体 从 共振 器 中 通过 细 管 流 进 和 流出 , 并 且 可 以 认为 只 有 细 
管 里 的 气体 才 有 明显 的 速度 , 而 共振 器 中 的 气体 速度 几乎 为 零 ， 细 管内 气体 的 质量 为 Spl， 
这 部 分 气体 所 受 作用 力 为 S(po 一 p) (p 和 po 分 别 为 共振 器 内 和 外 部 介质 的 气体 压强 ), 所 
以 应 有 Splv = 5S(p 一 po) (v 是 细 管 内 气体 的 速度 ). 另 一 方面 , 对 于 压强 对 时 间 的 导数 , 我 
们 及 = c2p, 并 且 可 以 认为 ,单位 时 间 内 共振 器 中 气体 密度 的 碱 小 量 一 六 等 于 单位 时 间 内 
从 共振 器 流出 的 气体 质量 Spu 除 以 共振 器 的 容积 V. 因此 , 我 们 有 肪 = 一 02Spv/V, 从 而 
得 到 


_ CSp. cz5 
=-y = -PPo) 
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此 方程 给 出 p 一 po = const . cos wot, 其 中 本 征 频率 wo 等 于 


wo 一 co 
iV 
此 频率 值 与 cf/L 相 比 是 小 量 (了 是 共振 器 的 尺寸 ), 而 波长 则 相应 地 远大 于 工 . 
我 们 在 求解 过 程 中 已 经 假设 , 细 管 内 气体 的 振幅 与 管 长 1 相 比 很 小 .在 相反 的 情况 下 ， 
振动 将 伴随 着 细 管 内 较 大 比例 的 气体 流出 细 管 , 此 时 就 不 能 对 细 管 中 的 气体 应 用 上 述 线 性 
运动 方程 了 . 


870 球面 波 


我 们 来 研究 一 种 声波 , 其 中 密度 、 速度 等 的 分 布 只 依赖 于 到 某 个 中 心 的 距 
离 , 即 这 些 量 的 分 布 具有 球 对 称 性 ,这样 的 波 称 为 球面 波 , 
首先 求 出 描述 球面 波 的 波动 方程 的 通 解 , 对 诸如 速度 势 写 出 波动 方程 : 


因为 yp 只 是 到 中 心 的 距离 x 和 时 间 t 的 函数 , 所 以 , 利用 拉 普 拉 斯 算 子 在 球面 
坐标 下 的 表达 式 , 我 们 有 


85 Br 
令 p= f(r, bm 对 函数 f(r, t) 得 到 方程 


02 1 8 0 
4 = 号 元 (= 名 ) (70.1) 


即 通常 的 一 维 波动 方程 , 其 中 半径 7 起 坐标 的 作用 . 我 们 知道 , 这 个 方程 的 解 
是 

f=fi(ct—7)+ folct t+"), 
其 中 户 , 是 任意 函数 . 因此 , 方程 (70.1) 的 通 解 具有 以 下 形式 : 


p= Ce (70.2) 


第 一 项 是 从 坐标 原点 向 所 有 方向 传播 的 发 散 波 ,第 二 项 则 是 向 中 心 传 播 
的 汇聚 波 . 与 振幅 保持 不 变 的 平面 波 不 同 , 球面 波 的 振幅 按照 反比 于 到 中 心 的 
距离 的 规律 减 小 . 振幅 的 平方 表示 波 的 强度 , 它 与 距离 的 平方 成 反比 . 这 是 理 
所 应 当 的 , 因为 波 的 总 能 流 沿 球面 分 布 , 而 球面 的 面积 正比 于 "2. 

压强 变化 和 密度 变化 与 速度 势 的 关系 为 


Op po 
a ol Ms eo 
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它们 的 分 布 公式 与 (70.2) 的 形式 相同 , ( 径 向 ) 速度 分 布 由 速度 势 的 梯度 给 出 ， 
其 形式 为 

部 fi(ct—7) + + 
如 果 在 坐标 原点 没有 声 源 , 则 速度 势 (70.2) 在 > = 0 时 应 当 是 有 限 的 . 为 此 , 必 
须要 求 有 (ct) = 一 (ct), 即 


(70.3) 


_ Het—")— f(t+n) 





yp 3 (70.4) 
(球面 驻 波 ). 如 果 在 坐标 原点 有 一 个 声 源 , 则 由 它 发 出 的 发 散 波 的 速度 势 为 
_ f(ct—r7) 
a 
它 在 7 =0 时 不 应 当 保 持 有 限 , 因为 这 个 解 一 般 只 用 于 物体 以 外 的 区 域 . 
单 色 球面 驻 波 的 速度 势 具 有 以 下 形式 : 
p= he (70.5) 
其 中 大 = w/e. 发 散 的 单 色 球面 波 则 由 以 下 表达 式 给 出 : 
@i(kr—wt) 
2 一 4 一 一 (70.6) 
不 无 神 益 指出 , 该 表达 式 满足 微分 方程 
Ap+ kp = -4r4e-iwti(r)， (70.7) 


其 中 最 右边 是 坐标 的 5 函数 : 5(r) = 6(z)6(y)6(z). 其 实 , 除了 坐标 原点 , 处 处 
都 有 6(7) = 0, 我 们 于 是 回 到 齐 次 方程 (70.1). 在 一 个 包含 坐标 原点 的 小 球体 
上 对 (70.7) 积分 (在 此 区 域内 表达 式 (70.6) 化 为 4e-iwtbym), 我 们 在 两 边 都 得 
到 -4r4e-iwt， 

我 们 来 考虑 这 样 的 发 散 球面 波 , 它 在 空间 中 占据 球 壳 形 区 域 , 而 在 球 壳 之 
外 或 者 完全 没有 运动 , 或 者 即使 有 运动 , 这 种 运动 也 会 迅速 衰减 . 这 样 的 波 可 
以 由 一 个 仅 在 有 限时 间 间 隔 内 起 作用 的 声 源 产 生 ， 也 可 以 由 某 个 存在 初始 声 
扰动 的 区 域 产生 (参看 872 的 末尾 和 874 的 习题 和 ,在 空间 中 的 某 个 给 定 
点 , 当 声 波 尚 未 到 达 时 , 速度 势 p = 0. 当 声 波 通过 后 , 运动 又 应 衰减 . 这 意味 
着 , 在 任何 情况 下 都 应 当 有 p = const. 然而 , 在 发 散 球面 波 中 , 速度 势 为 形 如 
2p= f(ct 一 7)/r 的 函数 , 这样 的 函数 仅 在 函数 了 恒 等 于 零 时 才能 变 为 一 个 常 
数 . 因此 , 速度 势 在 声波 通过 之 前 与 通过 之 后 应 当 都 等 于 零 @. 由 此 可 以 推出 
一 个 重要 结论 , 它 关 系 到 球面 波 中 的 世 密 分 布 . 


@ 这 与 平面 波 的 情况 不 同 , 在 平面 波 通过 后 可 以 有 p= const #0. 
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声波 中 压强 变化 与 速度 势 的 关系 为 p' = -p6p/8t. 根据 以 上 所 述 ， 显 然 ， 
如 果 在 7 给 定时 求 zw 对 全 部 时 间 的 积分 , 则 所 得 结果 为 零 : 


/ pdt=0. (70.8) 


这 意味 着 , 当 球 面 波 通过 空间 中 的 一 个 给 定点 时 , 在 该 点 将 观察 到 稠密 (p' > 0) 
和 稀疏 (p' < 0) 两 种 状态 . 在 这 方面 , 球面 波 与 平面 波 显著 不 同 , 后 者 可 以 只 
包含 稠密 或 稀疏 一 种 状态 . 

如 果 在 给 定时 刻 研 究 p' 随 距 离 的 变化 , 则 也 会 观察 到 同样 的 情形 . 此 时 ， 
取代 积分 (70.8) 的 是 另 一 个 等 于 零 的 积分 : 


/ rp' dr = 0. (70.9) 
0 


习 题 


1. 在 初始 时 刻 , 球形 区 域 (半径 为 a) 内 的 气体 被 压缩 到 p' 二 const = A, 而 在 该 区 域 
之 外 p! = 0. 初始 速度 在 全 部 空间 内 均 为 零 . 求 此 后 的 气体 运动 . 
解 : 过 度 势 p 的 初始 条 件 为: 


vl Oo0, pm =Pn={ Ap 2 
我 们 寻求 形 如 (70.4) 的 p， 从 初始 条 件 求 出 
fr) ~ Fr)=0, fF(-7) -f(r)= TF(r), 
所 以 
jn = -fn = -P(r). 
最 后 , 把 所 (7) 的 值 代入 ,对 导数 己 (E) 和 函数 f(&) 本 身 得 到 以 下 结果 : 


0, 全 | >a, 0, 上 >a, 
cAé/2p, 上 <a, cA(é? 到 oa )/4p， Ié| <a, 


这 就 是 问题 的 解 . 考虑 7 > a 的 一 个 点 , 即 初始 压缩 区 外 的 一 个 点 . 对 于 密度 p/, 此 处 有 


reo-{ ne={ 


0， t<(r—a)/o, 
P(r, t= Ar— et)/2r, (r—a)/e<t< (r+o)/e, 
0, t> (r+a)/c. 
声波 在 2a/c 的 时 间 间 隔 内 通过 该 点 ， 换言之 , 声波 的 形状 是 一 个 厚度 为 2a 的 球 壳 , 它 在 
时 刻写 介 于 半径 为 ct 一 a 和 ct 十 a 的 两 个 球面 之 间 . 在 此 球 壳 内 ， 密度 按 线性 规律 变化 ， 
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并 且 在 球 沉 外 侧 部 分 (7 > ct), 气体 受到 压缩 (p/' > 0), 而 在 球 壳 内 侧 部 分 (7 < ct), 气体 
变 得 稀薄 (p' < 0). 
2. 确定 球形 容器 内 中 心 对 称 声波 的 本 征 频 率 . 
解 : 由 边界 条 件 , 当 r = 二 a 时 By/Br 二 0 (a 为 容器 半径 , p 由 (70.5) 给 出 ), 我 们 得 到 
用 来 确定 本 征 频 率 的 方程 : 
tan(ka) = 


第 一 个 (最 低 的 ) 本 征 频率 是 wi = 4.49c/a. 


871 柱 面 波 


现在 研究 一 种 声波 , 其 中 所 有 量 的 分 布 沿 某 一 个 方向 是 均匀 的 (我 们 取 该 
方向 为 z 轴 ), 并 且 相 对 于 此 轴 其 有 完全 的 轴 对 称 性 , 这 样 的 波 称 为 柱 面 波 . 在 
柱 面 波 中 有 p = yp(R, ), 其 中 字母 R 表示 到 z 轴 的 距离 . 我 们 来 确定 波动 方 
程 的 这 种 轴 对 称 解 的 一 般 形 式 . 可 以 从 球 对 称 解 的 一 般 形式 (70.2) 出 发 进行 
研究 . 距离 RR 与 > 的 关系 为 7? = R?2 + z22, 于 是 , 由 公式 (70.2) 给 出 的 p 在 t 
和 R 给 定时 还 依赖 于 z. 取 表 达 式 (70.2) 对 z 从 -oo 到 +oo 或 者 从 0 到 oo 
的 积分 , 就 可 以 得 到 仅 依 赖 于 R 和 t, 同时 还 满足 波动 方程 的 函数 . 把 对 z 的 
积分 变换 为 对 > 的 积分 : 


rdr 
VT 


当 z 从 0 变化 到 oo 时 ,> 从 R 变化 到 co. 于 是 , 我 们 最 终 求 出 轴 对 称 解 的 一 
般 形 式 : 
~ 2 天 人 十 Da 
其 中 户 , fo 为 任意 函数 . pa 第 二 项 是 汇聚 的 柱 面 波 ， 
在 这 些 积 分 中 作 变 量 代 换 ct 土 r = &, 把 公式 (71.1) 改写 为 以 下 形式 : 


ee jd 5 人 fo(6) dé ; (71.2) 
V(t —é)?~ ottR VE — cit):— RR 
我 们 看 到 ， 二 速度 势 在 上 时 刻 (在 点 R) 的 值 完 全 取决 于 函数 
及 (t) 在 从 -co 到 一 R/c 的 全 部 时 间 内 的 值 . 类 似 地 , 在 汇聚 波 中 , 函数 f(t) 
在 从 t+R/c 到 oo 的 全 部 时 间 内 的 值 非常 重要 ， 
如 同 球面 波 情形 那样 ， 驻 波 是 在 卢 (6) = - 户 (6) 时 得 到 的 . 可 以 证 明 , 柱 
面 驻 波 也 可 以 表示 为 以 下 形式 : 
Gn FE 
ct 一 下 VE -Ea 


(71.3) 
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其 中 F(é) 仍 是 任意 函数 . 
我 们 来 推导 单 色 柱 面 波 的 速度 势 表 达 式 , 在 柱 面 坐 标 下 , 速度 势 p(RR, 
的 波动 方程 具有 以 下 形式 : 
1 8 Op 1 Op 
RR (e 吕 ) 再 和 
在 单 色 波 中 = e-i2tf(R), 而 对 于 函数 f(R), 我 们 得 到 方程 
f+ Bf + 一 0. 
这 是 零 阶 贝 塞 尔 方程 . 在 柱 面 驻 波 中 , y 在 R=0 处 应 保持 有 限 , 相应 的 解 为 
Jo(kR), 其 中 Jo 是 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 . 因此 , 在 柱 面 驻 波 中 
p = Ae vtJo(kR). (71.4) 


当 R=0 时 , 函数 Jo 等 于 1, 波 的 振幅 因而 趋 于 有 限 值 4. 在 远 距 离 的 RR 处， 
函数 Jo 可 以 替换 为 它 的 已 知 渐 近 表达 式 , 结果 得 到 以 下 形式 的 波 : 


AV2 2 eit. (71.5) 
与 发 散 的 单 色 行 波 相 对 应 的 解 为 
p= Ae-iwtHON (ER), (71.6) 
其 中 Hi 为 汉 克 尔 函 数 . 当 玉 - 0 时 , 该 表达 式 有 一 个 对 数 奇 点 : 
po 4 二 ln(kR) .eriut (71.7) 
在 远 处 成 立 渐 近 公式 
记忆 AV2z 0 (71.8) 


我 们 看 到 , 柱 面 波 的 振幅 (在 远 处 ) 按 反比 于 到 轴 距 离 平 方 根 的 规律 减 小 , 而 
强度 按 1/R 的 规律 减 小 . 这 个 结果 是 很 自然 的 , 因为 波 的 总 能 流 是 在 圆柱 面 
上 分 布 的 , 而 随 着 波 的 传播 , 相应 圆柱 面 的 面积 按 正 比 于 RR 的 规律 增 大 . 

发 散 柱 面 波 与 球面 波 或 平面 波 的 重要 差别 在 于 ， 柱 面 波 只 有 前 波 阵 面 而 
无 后 波 阵 面 : 声音 扰动 一 旦 到 达 空 间 中 的 给 定点 , 就 已 经 不 会 在 那里 中 止 , 而 
是 随 着 上 一 oo 相对 缓慢 地 按照 一 定 渐 近 规 律 衰减 . 设 (71.2) 的 第 一 项 中 的 函 
数 万 (6) 仅 在 某 个 有 限 区 间 与 < & < 6& 内 不 等 于 零 , 则 在 满足 ct > R+& 的 
时 刻 , 我 们 有 

pe 
& V(t—é)2—R2 
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当 t 一 oo 时 , 这 个 表达 式 按照 
1 /so 
=H/ fk 


的 规律 趋 于 零 , 即 y 与 时 间 成 反比 . 

因此 , 如 果 发 散 柱 面 波 来 自 一 个 仅 在 有 限时 间 内 有 效 的 声 源 , 则 其 速度 势 
在 上 一 co 时 趋 于 零 , 尽管 趋 于 零 的 速度 很 慢 , 与 球面 波 情形 一 样 , 这 给 出 以 下 
积分 为 零 的 结果 : 


Oo 
/ pdt =0. (71.9) 
—00 


所 以 , 柱 面 波 也 像 球 面 波 那样 , 必然 包含 稠密 和 稀疏 两 种 状态 . 


§72 波动 方程 的 通 解 

现在 推导 一 个 一 般 公式 ， 它 给 出 无 穷 大 区 域 中 流体 的 波动 方程 在 给 定 初 
始 条 件 下 的 解 ， 即 根据 流体 速度 和 压强 在 初始 时 刻 的 分 布 给 出 这 些 量 在 任意 
时 刻 的 分 布 . 

首先 得 到 某 些 辅助 公式 . 设 yp(z, y, z, t) 和 yp(z，y，z, t) 是 波动 方程 的 
任何 两 个 解 , 它们 在 无 穷 远 处 为 零 . 考虑 整个 空间 上 的 积分 

r= (wo -wav 
并 计算 它 对 时 间 的 导数 . 因为 p 和 几 满足 方程 
Ap 一 三 0， 人 AW 一 十 沙 =0， 
所 以 有 
= /wi-var=e [Gav -vanav = faiv(pvy wrp)av. 
最 后 的 积分 可 以 变换 为 无 穷 远 处 的 曲面 上 的 积分 , 所 以 该 积分 为 零 . 因此 ,我 
们 得 到 dr/dt = 0 的 结果 , 即 了 是 与 时 间 无 关 的 常量 : 
了 三 / (pp 一 VD) dV = const. (72.1) 


接 下 来 , 考虑 波动 方程 的 一 个 特 解 : 


_ 6tr -c(to—] 
一 一 


p (72.2) 
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其 中 > 是 到 空间 中 某 个 给 定点 O 的 距离 , to 是 某 个 确定 的 时 刻 , 6 表示 6 函 
数 . 我 们 来 计算 % 对 整个 空间 的 积分 : 
fvav = 大 dnpr2dr = dn [ r6[r ~— c(to ~ t)) dr. 
当 7= c(to 一 t) 时 (假设 to > ), 5 函数 的 自 变 量 为 零 . 所 以 , 根据 5 函数 的 性 
质 , 有 
/ VdV = 4rc(to —t). (72.3) 
求 此 等 式 对 时 间 的 导数 , 得 到 
/ pdV = —4re. (72.4) 
现在 , 把 函数 (72.2) 代入 积分 (72.1), 并 把 yp 理解 为 待 求 的 波动 方程 的 通 
解 . 按照 (72.1), I 是 常量 . 据 此 , 我 们 写 出 了 在 时 刻 t=0 和 t= to 的 表达 式 ， 
并 令 两 式 相 等 . 当 t= to 时 , 和 vw 这 两 个 函数 仅 在 "=0 时 才 不 等 于 零 . 所 
以 , 在 计算 积分 时 , 可 以 令 p 和 中 的 7 为 零 ( 即 可 以 取 它 们 在 点 O 的 值 ), 从 
而 可 以 把 yp 和 9 移 到 积分 号 之 外 : 
T= lw yz to) [bav -wo y, to) { wav 


(z, y, z 是 点 O 的 坐标 ). 根据 (72.3) 和 (72.4), 当 上 = 加 时 , 这 里 的 第 二 项 为 零 ， 
而 第 一 项 给 出 
了 一 一 4rcw(zZ， YZ, to). 


现在 计算 上 = 0 时 的 工 我 们 写 出 多 = 8y/8t = -By%/8to, 并 用 wo 表示 函 
数 2 在 #=0 时 的 值 @, 则 有 


oy ， 0 ; 
I=- / (wa + oy ) dr / YowliodV — , Joyl-ody 


将 体积 微 元 写 为 dV = 2 drdo 的 形式 (do 为 立体 角 微 元 ), 根据 5 函数 的 性 质 
即 得 
[worl dV = Jr 一 aa drdo= do | ml do 


(类 似 地 也 可 处 理 pow 的 积分 ). 因此 ， 


© . 
i le 


@ go 表示 函数 g 在 t=0 时 的 值 . 一 一 译 者 
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最 后 , 让 了 的 两 个 表达 式 相 等 并 省 略 to 的 下 标 0, 我 们 得 到 最 终 的 结果 : 


plc y= 去 | 吕 (t/ volado) +t ool-ado|. (C725) 

这 就 是 泊 松 公式 . 如 果 速度 势 和 它 对 时 间 的 导数 在 菜 个 初始 时 刻 的 空间 
分 布 是 给 定 的 (这 等 价 于 给 定 速度 和 压强 的 分 布 ) 则 此 公式 给 出 速度 势 在 任 
何 时 刻 的 分 布 . 我 们 看 到 , 速度 势 在 t 时 刻 的 值 取决 于 9 
和 在 t=0 时 刻 在 一 个 球面 上 的 值 ,该 球面 的 半径 为 


ct, 球 心 位 于 点 O. \ 一 
假设 ” 和 9 在 初始 时 刻 仅 在 某 个 有 限 的 空间 区 域 ND 
中 不 为 零 , 该 区 域 的 边界 是 封闭 曲面 C (图 44). 我 们 来 

研究 yp 在 后 续 时 刻 在 某 点 O 的 值 . 这 些 值 取决 于 pg 和 SS 

9 在 距离 点 O 为 >= ct 的 点 的 值 . 然而 , 半径 为 ct 的 球 44 

面 仅 在 d/c < t < D/c 时 才能 穿 过 曲面 C 内 部 的 区 域 , 其 

中 a 和 DD 是 点 O 到 曲面 C 上 的 点 的 最 小 和 最 大 距离 . 在 其 他 时 刻 , (72.5) 
中 的 被 积 函 数 等 于 零 . 因此 , 点 O 处 的 运动 开始 于 时 刻 t= dy/e 并 终止 于 时 刻 
t= D/c. 来 自 区 域 G 的 声波 具有 一 前 一 后 两 个 波 阵 面 . 当前 波 阵 面 达到 流体 
中 的 给 定点 时 , 运动 随即 开始 ; 当 后 波 阵 面 到 达 时 , 原来 振动 的 各 点 就 转 入 静 
止 状态 . 


习 是 


对 于 只 依赖 于 了 和 这 两 个 坐标 的 声波 , 导出 由 初始 条 件 确 定 速度 势 的 公式 . 
解 : 对 于 半径 为 ct 的 球面 微 元 , 一 方面 可 以 写 出 df = czt2 do, 其 中 do 是 立体 角 微 
元 , 另 一 方面 , df 在 zy 平面 上 的 投影 为 


dz dy = YO 二 dj 


其 中 p 是 点 Zz，Y 到 球 心 的 距离 ,对比 这 两 个 表达 式 ， 可 以 写 出 
do 一 Mey 

ctwW(cb2 一 p2 
如 果 用 zi, 8 表示 观察 点 的 坐标 , 用 9 表示 积分 域 中 动 点 的 坐标 , 则 在 所 考虑 的 情况 下 ， 
我 们 可 以 把 一 般 公 式 (72.5) 中 的 do 代 换 为 

dé d7 . 
ctV (et)? — (2 —é)2— (y—n)? 

此 外 , 因为 dz dy 是 位 于 zy 平面 两 侧 的 两 个 球面 微 元 的 投影 , 所 以 应 把 所 得 表达 式 加 售 ， 
最 终 得 到 


_138 polé, 1) dé dn 区 polé, 1) dé dn 
WE ll t+) CIEE 
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积分 域 是 以 点 O 为 国 心 以 ct 为 半径 的 图 . 如 果 初 始 时 刻 的 po 和 po 仅 在 zy 平面 上 的 有 
限 区 域 C 内 (更 准确 地 说 , 仅 在 母线 平行 于 z 轴 的 某 个 柱 形 区 域内 ) 不 等 于 零 , 则 点 O 处 
的 振动 (图 44) 开始 于 时 刻 t= d/c, 其 中 d 是 点 O 到 该 区 域 中 的 点 的 最 短 距离 ， 但 是 在 
此 时 刻 之 后 , 以 ct > d 为 半径 以 点 O 为 加 发 的 图 将 一 直 包 括 区 域 C 的 一 部 分 或 者 全 部 ， 
所 以 p 将 只 能 渐 近 地 趋 于 零 . 因此 , 与 “三 维 波 ” 不 同 , 这 里 所 讨论 的 二 维 波 有 一 个 前 波 阵 
面 , 但 没有 后 波 阵 面 (参看 $871). 


873 侧面 波 


球面 波 在 两 种 介质 分 界面 上 的 反射 特别 有 趣 ， 因 为 可 能 出 现 侧 面 波 这 种 
独特 的 现象 与 之 相伴 . 

设 @ (图 45) 是 球面 声波 的 声 源 (位 于 介质 1 中 ), 它 到 介质 1 和 2 之 间 无 
穷 大 分 界 平面 的 距离 为 1. 距离 ! 是 任意 的 , 并 且 根 本 不 必 远 大 于 波长 和 设 两 
种 介质 的 密度 为 pi, po, 而 其 中 的 声速 为 cl, cz. 





图 45 


首先 假设 al > c2. 于 是 , 在 远离 声 源 处 (到 声 源 的 距离 远大 于 入 ), 介质 1 中 
的 运动 是 两 种 发 散 波 的 登 加 .第 一 种 波 是 直接 由 声 源 发 出 的 球面 波 (直射 波 )， 
其 速度 势 为 


9p1 三 ” ? (73.1) 


其 中 ” 是 到 声 源 的 距离 ,而 振幅 被 约定 为 1; 为 简明 起 见 , 我 们 在 本 节 的 所 有 
表达 式 中 都 省 略 因子 ei 

第 二 种 波 是 反射 波 , 其 波 阵 面 是 以 Q' ( 声 源 @ 对 分 界 平面 的 镜像 ) 为 球 
心 的 球面 ; 这 是 同时 从 点 @ 出 发 , 然后 沿 着 按 几何 声学 规律 在 分 界 平面 上 发 生 
反射 的 各 条 声 线 传播 的 声音 在 同一 个 时 刻 所 到 达 的 点 P 的 集合 (在 图 46 中 ， 
声 线 QAP 的 入 射 角 和 反射 角 均 为 0). 反射 波 的 振幅 与 到 点 8' (有 时 称 之 为 
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虚 声 源 ) 的 距离 ” 成 反比 , 此 外 还 与 角 6 有 关 : 每 条 声 线 的 反射 因子 相当 于 
具有 给 定 入 射 角 9 的 平面 波 的 反射 因子 . 换言之 , 反射 波 在 远 处 可 由 以 下 公式 


述 : 
0 一 eikr . P202 cos0 一 pV — csin2l (73.2) 
”pac2cos0 + pr VO — csin2l 
(请 对 比 平 面 波 反射 因子 公式 (66.4)). 此 公 
式 本 身 (对 于 大 的 m) 自然 是 正确 的 ， 也 可 
以 采用 下 文 所 述 方 法 给 出 严格 的 推导 过 程 . 
更 有 趣 的 是 


0 

性 

BO 
Cl < C2 


的 情形 . 此 时 , 在 介质 1 中 不 但 有 普通 的 反 ?2 
射 波 (73.2), 还 会 出 现 另 一 种 波 , 其 基本 性 质 v 
从 以 下 简单 分 析 中 就 已 经 可 以 看 出 来 . 

普通 反射 波 的 声 线 Q4P (图 46) 在 以 
下 意义 上 满足 费 马 原理 : 在 完全 位 于 介质 1 以 内 并 且 只 发 生 一 次 反射 的 所 有 
路 径 中 , 声 线 是 声音 从 点 @ 传播 到 点 P 的 最 快 路 径 . 然而 , 另 一 条 路 径 ( 当 
cl < c2 时 ) 也 满足 费 马 原理 : 声 线 以 全 内 反射 角 bg (snb = ci/c2) 入 射 到 分 
界面 上 , 然后 在 介质 2 中 沿 分 界面 延伸 , 最 后 又 以 角 bo 返回 介质 1 (图 46 中 
的 QBCP). 显然 应 有 9 > 0. 容易 看 出 , 这 样 的 路 径 也 具有 极 值 性 质 : 声音 沿 
该 路 径 传 播 所 用 的 时 间 , 小 于 沿 其 他 任何 一 条 从 Q@ 到 P 并 部 分 通过 介质 2 的 
路 径 所 用 的 时 间 . 

同时 从 @ 出 发 , 然后 沿 着 通过 路 径 QB 并 从 不 同 的 点 C 返回 介质 1 的 各 
条 声 线 传播 的 声音 在 同一 时 刻 所 到 达 的 点 PP 的 集合 , 显然 是 一 个 圆锥 面 , 其 
母线 垂直 于 通过 虚 声 源 Q' 且 与 分 界面 法 线 成 9 角 的 直线 . 

因此 , 如 果 cs < c, 则 除了 波 阵 面 为 球面 的 普通 反射 波 , 还 有 一 个 波 阵 面 
为 圆锥 面 的 波 在 介质 1 中 传播 , 该 波 阵 面 从 分 界 平面 开始 ( 它 与 介质 2 中 折射 
波 的 波 阵 面 在 此 连 在 一 起 ), 一 直 延 伸 到 与 球面 反射 波 的 波 阵 面相 切 ( 相 切 处 
就 是 球面 波 阵 面 与 该 圆锥 面 的 交 线 , 相应 圆锥 的 底 角 为 bo, 轴 为 直线 QQ', 见 
图 45). 这 个 锥 面 波 称 为 侧面 波 . 

通过 简单 的 计算 容易 证 明 , 声音 沿路 径 QBCP (图 46) 传播 所 需 的 时 间 少 
于 沿路 径 @4P 到 达 同 一 个 观察 点 P 所 需 的 时 间 . 这 表明 , 来 自 声 源 9 的 声 
信和 号 首先 以 侧面 波 的 形式 到 达观 察 点 P, 普通 反射 波 然后 才 到 达 这 一 点 . 

应 当 注 意 , 虽然 利用 几何 声学 概念 可 以 给 出 侧面 波 的 上 述 直 观 解释 , 但 这 
是 一 种 波动 声学 效应 . 我 们 在 下 面 将 看 到 , 侧面 波 的 振幅 在 -0 的 极限 下 趋 
于 零 . 





图 46 
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现在 进行 定量 计算 . 由 点 源 产生 的 单 色 声波 , 其 传播 由 方程 (70.7) 描述 : 
Ap 二 ji2p = -4r6(r — i), (73.3) 


其 中 有 = w/c 而 【是 点 源 的 径 矢 . 5 函数 的 系数 之 所 以 这 样 选 取 , 是 为 了 让 直 
射 波 具有 (73.1) 的 形式 . 下 面 , 我 们 选取 这 样 的 坐标 系 , 使 zy 平面 为 分 界 平 
面 , z 轴 沿 QQ8' 方向 , 且 介质 1 对 应 z > 0. 在 分 界 平面 上 , 压强 和 速度 的 z 分 
量 应 当 连 续 , 或 者 , 同样 地 , 量 op 和 Bwp/68z 应 当 连 续 . 

按照 一 般 的 傅 里 叶 方法 , 我 们 有 以 下 形式 的 解 : 


十 oo 
1 2 
p= / | pl2) ert) de, day, (73.4) 
一 oo 
十 co 
we(z) = / | pe rt y) dy dy. (73.5) 
一 Do 


根据 zy 平面 上 的 对 称 性 显然 可 以 预见 , yp, 只 能 依赖 于 量 地 = 达 + 冯 . 因此 ， 
利用 已 有 的 公式 ， 
1 
Jo(u) = py 站 cos(usinp) dp 
可 以 把 (73.4) 写 为 以 下 形式 : 


类 过 | lool BR) do (73.6) 
其 中 R= V7? 十 奶 是 柱 面 坐 标 (到 > 轴 的 距离 ). 对 于 此 后 的 计算 , 方便 的 做 
法 是 对 这 个 公式 进行 变换 , 使 积分 极限 对 应 从 -oo 到 +oo, 并 用 汉 克 尔 函数 
HY(w) 表示 被 积 函数 . 我 们 知道 , 汉 克 尔 函 数 在 点 u = 0 有 一 个 对 数 奇 点 . 如 
果 我 们 约定 , u 在 从 正 实数 值 变 到 负 实 数值 的 过 程 中 (在 复 平面 v 内 ) 从 点 
u = 0 之 上 绕 过, 则 成 立 关系 式 


HO (~wu) = HO (we'") = HO (wu) — 2Jo(u). 
利用 它 可 以 把 (73.6) 改写 为 


十 oo 
p= 坪 / pz2) HD (xBR)x dx. (73.7) 


一 Oo 


从 方程 (73.3) 求 出 函数 w 的 方程 





2 2 
5 (= 气 ) ms = -4rb(z — 1). (73.8) 
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如 果 对 函数 we(z) ( 它 满足 齐 次 方程 ) 提出 z = ! 处 的 边界 条 件 : 


?十 0 
十 0 dp 








px(z))o = a ee = —4n, (73.9) 
就 可 以 去 掉 方程 (73.8) 右边 的 5 函数 . z = 0 处 的 边界 条 件 为 
+0 
pp =0, =0. (73.10) 
我 们 寻求 以 下 形式 的 解 : 
Ae rr” z>1l 
pe= Be +Cen, 1>z>0, (73.11) 
D er2”, z<0. 


这 里 
= 驶 一 和 扩 ， 后 = 双 一 咎 
(k1 二 w/ci， k2 = w/e), 同时 应 令 


十 —k2, x>k, 
k= (73.12) 


—iVk2—x, x<k. 


为 了 让 所 求 的 p 在 无 穷 远 处 不 会 无 限 增 大 , (73.11) 中 的 第 一 个 表达 式 必 须 这 
样 选取 . 至 于 第 二 个 表达 式 , 则 是 为 了 让 p 代表 一 个 出 射 波 . 边界 条 件 (73.9) 
和 (73.10) 给 出 四 个 方程 , 它们 决定 系数 4, B, C, D. 简单 的 计算 给 出 以 下 表 
达 式 : 


B=C HK1P2 一 papa 人 ehl 
pa 十 Hop 
Hi Hapl Hi (73.13) 
D=C0— 1 A=B+Oel. 
Hip2 + pop1 


当 ps = pt ca = cl 时 ( 即 当 整个 空间 充满 一 种 介质 时 ), B = 0, 4 = Ce2ml. 
显然 , p 中 的 对 应 项 是 直射 波 (73.1). 因此 , 我 们 感 兴趣 的 反射 波 为 


十 co 
一 去 人 B(x) emzHO) (xR)xdk. (73.14) 
4r J_wo 


还 应 当 指 明 这 个 表达 式 中 的 积分 路 径 . 如 前 所 述 , 积分 路 径 (在 复 平面 x 
内 ) 从 奇 点 x =0 的 上 方 绕 过 . 此 外 , 被 积 函数 具有 奇 点 (支点 ) x = 土 h1, 土 bo， 
此 处 ju 或 jie 为 零 . 根据 条 件 (73.10), 积分 路 径 应 当 从 点 +k1, +ks 的 下 方 和 
点 -局 , 一 ka 的 上 方 绕 过 . 
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我 们 来 研究 所 得 表达 式 在 远离 声 源 处 的 形式 .把 汉 克 尔 函数 替换 为 已 知 
的 渐 近 表达 式 , 得 到 


, Hip2 一 papa x _ NU ; 
i 2 ed 1 exp[—jn (z+) +ixRjdx. (73.15) 
i 上 Ma (Hipa + Hap1) ) inl 


2inR 
在 图 47 中 绘 出 了 ci > cz 时 的 积 


分 路 径 C. 可 以 用 著名 的 鞍点 法 
来 计算 积分 . 指数 
i[(z + VE — 2 + xR| 
在 满足 以 下 条 件 的 点 有 极 值 : 
x 及 rsing 
47 VE2—2x2 zt!l receos0 
即 x = ki sin0, 其 中 8 是 入 射 角 ( 见 图 45). 把 积分 路 径 变 换 到 通过 该 极 值 点 
并 与 横 坐 标 轴 成 r/4 角 的 曲线 0C', 我 们 就 得 到 公式 (73.2). 
在 cl < cz ( 即 > ko) 的 情况 下 , 如 果 sin0 > kz/h1 = cl/cz = sin9o, 即 如 
果 b> b ( 见 图 45), 则 点 x = sin8 位 于 点 ko 和 ki 之 间 , 此 时 , 曲线 C' 还 
应 当 包 括 围绕 点 &s 的 一 段 , 我 们 把 它 称 为 C” ( 见 图 48). 所 以 , 除了 普通 的 反 
射 波 (73.2), 还 要 添加 一 个 波 yp， 
它 由 沿 0” 的 积分 (73.15) 决定 , 
这 就 是 侧面 波 . 如 果 点 sin9 不 
是 过 于 接近 ks, 即 如 果 9 角 不 是 
过 于 接近 全 内 反射 角 00, 就 容易 
计算 这 个 积分 @. 
在 点 x 二 kz 附近 , ps 很 小 ， 
我 们 把 (73.15) 的 被 积 函 数 中 的 
指数 项 系数 展开 为 pa 的 究 级 数 . 
零 阶 展开 项 在 x = ks 处 根本 没有 奇异 性 , 它 沿 C” 的 积分 等 于 零 , 所 以 有 





Oot 








= tanb, 





图 48 








2 p x 1/2 人 
(A pH1 加 
Se / "Hip2 (sk) expl-pi(z+ i)+ixRdx. 《73.16) 


把 指数 展开 为 x -kz 的 窜 级 数 , 并 沿 包含 竖 线 的 C7 积分 , 经 过 简单 计算 就 得 
@ 在 角 6 的 整个 区 域内 对 侧面 波 的 研究 , 见 : Bpexosckxux I. 3KT®@, 1948, 18: 455， 那 里 给 出 了 


普通 反射 波 对 A/R 的 等 级 数 展开 式 的 下 一 项 . 这 里 指出 , 对 于 接近 go 的 角 9 ( 当 ck < ca 时 ), 修正 项 
与 主 项 之 比 随 距离 的 增 大 而 像 (A/R)'/4 那样 减 小 , 而 不 是 像 A/R 那样 减 小 . 
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到 侧面 波 速度 势 的 以 下 表达 式 : 
/2ipijoexp[ipir cos(bo — 0)] 
i r’2p2k2 [cos Oo sin 0 sins (00 — 0)]1/2" 
与 上 述 结果 一 致 , 波 面 应 是 圆锥 面 


cos(0 — 00) = Rsinbo 十 (z 十 1)cosbo = const, 


在 给 定 的 方向 上 , 侧面 波 的 振幅 按照 与 距离 ” 的 平方 成 反比 的 规律 减 小 . 我 
们 还 看 到 , 在 入 一 0 的 极限 情况 下 , 侧面 波 会 消失 . 当 9 一 9 时 , 表达 式 (73.17) 
不 再 成 立 . 其 实 , 在 这 个 范围 内 , 侧面 波 的 振幅 按照 m5/4 的 规律 随 着 距离 的 
增 大 而 减 小 . 


(73.17) 


874 声 辐 射 


在 流体 中 振动 的 物体 引起 周围 流体 的 周期 性 压缩 和 膨胀 , 声波 因而 产生 . 
这 些 声波 所 携带 的 能 量 来 自 物体 的 动能 , 因此 可 以 说 , 振动 物体 向 外 辐射 声音 . 

下 面 将 处 处 假设 物体 的 振动 速度 v 远 小 于 声速 . 既然 u ~ aw (a 是 物体 的 
振幅 ), 这 就 意味 着 a < 入 @. 

在 任意 形状 物体 以 任意 方式 振动 的 一 般 情况 下 ,应 当 按 下 述 方法 求解 声 
辐射 问题 . 取 速 度 势 p 为 基本 量 , 它 满足 波动 方程 


2 
Ap 一 三 5 = 0. (74.1) 
在 物体 的 表面 上 , 流体 速度 的 法 向 分 量 应 当 等 于 物体 速度 w 的 相应 分 量 : 
2 (74.2) 


On 
在 远离 物体 的 地 方 , 声波 应 当 变 为 发 散 的 球面 波 . 方程 (74.1) 的 满足 这 些 边界 
条 件 和 无 穷 远 条 件 的 解 , 即 确定 了 物体 所 辐射 的 声波 . 
我 们 来 更 详细 地 研究 两 种 极限 情形 . 首先 假设 物体 的 振动 频率 足够 大 , 使 
得 所 辐射 的 声波 的 波长 远 小 于 物体 的 尺寸 7: 


A<L. (74.3) 


在 这 种 情形 下 , 可 以 把 物体 表面 划分 为 若干 部 分 , 每 一 部 分 的 尺寸 从 一 方面 讲 
很 小 , 从 而 可 以 近似 地 把 它们 看 做 平面 , 从 另 一 方面 讲 又 很 大 , 远大 于 波长 . 这 


@ 一 般 而 言 , 还 要 假设 振幅 远 小 于 物体 的 尺寸 , 否则 物体 附近 的 流动 不 是 势 流 ( 见 8$9)， 只 有 纯 
脉冲 振动 才 不 需要 这 个 条 件 , 下 面 所 用 到 的 解 (74.7) 即 属于 这 种 情况 , 它 在 本 质 上 是 连续 性 方程 的 直 
接 推论 . 
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样 就 可 以 认为 , 这 样 的 每 一 部 分 表面 在 其 运动 过 程 中 都 辐射 出 平面 波 , 并 且 波 
中 的 流体 速度 简单 地 等 于 这 部 分 表面 的 法 向 速度 分 量 wm， 而 在 平面 波 中 , 平 
均 能 流 等 于 cpvz ( 见 865), 其 中 wv 是 波 中 的 流体 速度 . 把 v= wn 代入 其 中 并 沿 
物体 全 部 表面 积分 , 就 得 到 物体 在 单位 时 间 内 以 声波 形式 辐射 出 的 平均 能 量 ， 
即 声 辐射 总 强度 , 其 结果 为 


了 = cp ¢ wdf. (74.4) 


( 当 速 度 振幅 给 定时 ) 它 与 振动 频率 无 关 . 
现在 考虑 相反 的 极限 情形 , 这 时 所 辐射 的 声波 的 波长 远大 于 物体 的 尺寸: 


A>L. (74.5) 


在 这 种 情形 下 , 在 物体 附近 (在 远 小 于 波长 的 距离 上 ) 可 以 忽略 一 般 方程 (74.1) 
中 的 c 2? 82p/82& 这 一 项 .其 实 , 在 所 考虑 的 区 域 中 , 它 的 量 级 为 w2p/c? ~ yp/X2， 
而 对 坐标 的 二 阶 导数 项 的 量 级 为 w/P. 

于 是 , 物体 附近 的 流动 可 由 拉 普 拉 斯 方程 Ap = 0 来 确定 , 而 这 是 不 可 压 
缩 流 体 的 势 流 方程 . 因此 , 在 所 考虑 的 情形 下 , 物体 附近 的 流体 像 不 可 压缩 流 
体 一 样 运动 . 声波 本 身 , 即 压缩 膨胀 波 , 只 出 现 于 远离 物体 的 地 方 . 

在 物体 尺寸 量 级 的 距离 或 更 小 的 距离 上 , 方程 Ap = 0 的 待 求 的 解 不 能 写 
为 一 般 形 式 , 它 与 振动 物体 的 具体 形状 有 关 . 而 在 远大 于 ! 但 远 小 于 和 (使 方 
程 Ap = 0 仍然 适用 ) 的 距离 上 , 就 可 以 求 出 解 的 一 般 形式 , 因为 p 应 当 随 着 
距离 的 增 大 而 减 小 . 我 们 已 经 在 811 中 讨论 过 拉 普 拉 斯 方程 的 这 种 解 . 按照 
那里 的 结果 , 我 们 把 解 的 一 般 形 式 写 为 


a 1 
,ee (74.6) 


(> 是 到 坐标 原点 的 距离 , 原点 选 在 物体 内 任何 一 点 ). 当然 , 这 里 重要 的 是 , 所 
讨论 的 距离 仍然 远大 于 物体 的 尺寸 . 仅仅 根据 这 个 理由 , 就 可 以 在 w 的 表达 式 
中 只 考虑 随 ” 增 大 而 减 小 得 最 慢 的 几 项 . 我 们 在 (74.6) 中 保留 了 写 出 的 两 项 ， 
但 要 注意 , 第 一 项 并 非 在 所 有 情况 下 都 会 出 现 (参看 下 文 ). 

我 们 来 说 明 , 在 哪些 情况 下 -a/r 这 一 项 不 等 于 零 . 在 §11 中 已 经 指出 ， 
如 果 一 个 封闭 曲面 把 物体 包围 在 内 ， 则 速度 势 -a/r 所 对 应 的 通过 该 封闭 曲 
面 的 流量 不 等 于 零 , 而 等 于 4rpa. 但 在 不 可 压缩 流体 中 , 仅 在 封闭 曲面 内 的 
流体 总 体积 发 生变 化 的 情况 下 才 有 可 能 出 现 这 样 的 流量 .换言之 , 物体 的 体 
积 应 有 变化 , 从 而 导致 流体 从 所 考虑 的 空间 区 域 中 排出 , 或 者 相反 , 导致 流体 
被 “吸入” 该 区 域 . 因此 , 如 果 发 出 辐射 的 物体 在 振动 的 同时 还 伴随 有 体积 的 变 
化 , (74.6) 中 的 第 一 项 就 会 出 现 . 
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假设 存在 这 一 项 , 我 们 来 确定 声 辐射 总 强度 . 单位 时 间 内 流 过 封闭 曲面 的 
流体 体积 4ra, 应 当 等 于 物体 体积 V 在 单位 时 间 内 的 变化 , 即 导 数 dV/dt ( 体 
积 了 是 时 间 的 给 定 函 数 ): 

47a 一 了 . 


因此 , 在 满足 条 件 ! 7 和 入 的 距离 + 上 , 流动 由 函数 


描述 . 另 一 方面 , 在 7 > 入 的 距离 上 (在 声波 区 中 ), yp 应 当代 表 一 个 发 散 的 球 
面 波 , 即 ” 的 形式 应 当 为 


本 (74.7) 


我 们 因而 下 结论 说 , 在 (远大 于 1 的 ) 所 有 距离 上 , 辐射 出 的 声波 具有 以 下 形式 : 
Ve-r/o) 
rr ， 

它 是 用 t 一 r/c 代 换 六 (t) 中 的 自 变量 上 而 得 到 的 . 

速度 v= grady 在 每 一 点 都 指向 径 矢 方向 , 其 大 小 为 v= 8p/6r. 在 计算 

(74.8) 的 导数 时 (在 "六 入 的 距 高 上 ), 只 计算 分 子 的 导数 即 可 , 因为 对 分 母 部 

分 求 导 将 给 出 1/r 的 高 阶 项 , 而 这 些 项 应 忽略 不 计 . 又 因为 


90-5) -#90 


所 以 得 到 (n 是 指向 > 方向 的 单位 矢量 ): 


v= Os (74.9) 


取决 于 速度 平方 的 辐射 强度 在 这 里 与 辐射 方向 无 关 ， 即 辐射 对 所 有 方向 
都 是 对 称 的 . 单位 时 间 内 所 辐射 的 总 能 量 的 平均 值 为 
了 一 pe f Taf = 这 
积分 域 为 一 个 包围 原点 的 封闭 曲面 . 取 半 径 为 > 的 球面 作为 该 封闭 曲面 , 并 注 
意 到 被 积 函 数 只 依赖 于 到 原点 的 距离 , 最 后 得 到 
_V? 
dnc 


这 就 是 声 辐 射 总 强度 . 我 们 看 到 , 它 取决 于 物体 体积 对 时 间 的 二 阶 导数 的 平方 . 


(74.8) 


V2 
7 dh 





(74.10) 
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如 果 物 体 以 频率 w 作 简 谐振 动 , 则 体积 对 时 间 的 二 阶 导数 正比 于 振动 的 
频率 和 速度 振幅 , 该 导数 的 方 均值 正比 于 频率 的 平方 . 因此 , 当 物 体 表 面 上 各 
点 的 速度 振幅 给 定时 , 辐射 强度 正比 于 频率 的 平方 . 而 当 振 动 本 身 的 振幅 给 定 
时 , 速度 振幅 又 正比 于 频率 , 所 以 辐射 强度 正比 于 oA. 

现在 研究 没有 体积 变化 的 振动 物体 的 声 辐射 . 此 时 , 在 (74.6) 中 只 剩 下 第 
二 项 , 我 们 把 它 的 形式 写 为 


p=div [az . 
就 像 前 一 种 情形 那样 , 我 们 推断 , 在 ”六 i 的 所 有 距离 上 , 解 的 一 般 形式 为 


p=div 29. 
此 表达 式 确实 是 波动 方程 的 解 , 因为 函数 A(t 一 r/c)/r 满足 该 方程 , 它 对 坐标 
的 各 阶 导数 从 而 也 满足 该 方程 . 仍然 只 对 分 子 进行 微分 , 我 们 得 到 (在 7 > 入 
的 距离 上 ) 
4 一 r/aom 
< ES 
在 计算 速度 v= Vy 时 , 还 是 只 要 对 4 进行 微分 即 可 . 所 以 , 根据 矢量 分 析 中 
众所周知 的 标量 自 变 量 函 数 微 分 法 则 , 我 们 有 
-_ 46-ramvft_ 7 
加 v(t c ) 


C2r 


(74.11) 


再 把 V(t 一 +/e) = 一 Vr/c = 一 n/c 代入 此 式 , 最 后 得 到 
v= 元 mn- 必 )， (74.12) 


辐射 强度 现在 正比 于 辐射 方向 (mn 方向 ) 与 矢量 4 之 间 夹 角 的 余弦 的 平 
方 (这 样 的 辐射 称 为 偶 极 辐射 )， 声 辐射 总 强度 等 于 积分 


_ p/n:4)? 
I= $A 


仍然 选取 半径 为 的 球面 作为 积分 曲面 , 并 引入 球面 坐标 , 让 极 轴 指向 矢量 4 
的 方向 . 简单 的 积分 运算 给 出 最 后 的 声 辐射 总 强度 公式 : 


_ 4rp 3 
T= 3 4 : (74.13) 


矢量 4 的 分 量 是 物体 速度 u 的 分 量 的 线性 函数 ( 见 §11). 因此 , 这 里 的 声 辐 
射 强度 是 物体 速度 分 量 对 时 间 的 二 阶 导数 的 二 次 函数 . 
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如 果 物 体 作 频 率 为 w 的 简 谐振 动 , 则 按照 如 前 所 述 的 讨论 , 我 们 下 结论 
说 , 声 辐射 强度 在 速度 振幅 值 给 定时 正比 于 w4, 当 物体 振动 的 振幅 给 定时 , 速 
度 振幅 本 身 正 比 于 频率 , 所 以 声 辐射 强度 正比 于 wi. 

用 类 似 的 方法 可 以 解决 任意 截面 柱 体 垂直 于 自身 轴线 振动 时 的 柱 面 声波 
辐射 问题 . 为 了 今后 的 应 用 , 我 们 在 这 里 写 出 相应 的 一 些 公式 . 

首先 研究 圆柱 体 的 小 振动 , 并 设 5 = S(t) 是 其 可 变 的 模 截 面积 . 在 到 圆柱 
体 轴线 的 距离 7 满足 1 区" < 入 (! 是 横 截 面 的 尺寸 ) 的 地 方 , 类 似 于 (74.8) 可 
以 得 到 


p= 3 Infr, (74.14) 


其 中 f(t) 是 时 间 的 函数 (ln fr 的 系数 之 所 以 这 样 选取 , 是 为 了 得 到 通过 共 轴 
圆柱 面 的 正确 流量 值 ). 根据 发 散 柱 面 波 的 速度 势 公式 (公式 (71.2) 的 第 一 项 )， 
现在 我 们 有 , 速度 势 在 7 污 1 的 所 有 距离 上 均 可 由 以 下 表达 式 确定 : 
< t—r/c S(t) dt 

27 -co CEH 


当 r 一 0 时 , 此 表达 式 的 主 项 与 (74.14) 相同 , 并 且 (74.14) 中 的 函数 f(t) 也 可 
以 自动 确定 下 来 (假设 导数 5( 在 上 一 -oo 时 足够 快 地 趋 于 零 ). 对 于 非常 大 
的 7 值 (在 声波 区 中 ), t 一 + ~r/e 的 那些 值 在 积分 (74.15) 中 起 主要 作用 , 所 
以 在 被 积 函数 的 分 母 中 可 以 取 


p= (74.15) 


72 


, 和 1 人工 
et 
于 是 得 到 

fe Set 
PT a/ VE 


最 后 , 在 积分 中 作 代 换 t 一 一 r/c = &: 


使 积分 的 上 下 限 中 都 不 包含 x, 这 样 才 便 于 通过 微分 运算 求 速度 v = Bp/6r. 
不 必 计 算 积分 之 前 的 因 式 -M2? 的 导数 , 因为 这 将 给 出 1/r 的 高 阶 项 . 在 积分 
号 下 进行 微分 , 然后 再 回 到 变量 区 得 到 


1 /fire St) dt 


"Tar /~ Vet—t)—r 


(74.16) 


(74.17) 
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声 辐射 强度 取决 于 乘积 2xrpcv2. 我 们 注意 , 与 球面 波 的 情况 不 同 , 这 里 的 声 辐 
射 强度 在 任何 时 刻 都 取决 于 函数 S(t) 在 从 -ce 到 一 r/c 的 全 部 时 间 内 的 变 
化 过 程 . 

最 后 , 对 于 无 穷 长 圆柱 体 在 垂直 于 其 轴线 方向 上 的 平 动 振动 ,在 1 和 > << 入 
的 距离 上 , 速度 势 的 形式 为 


p=div(Alnfr), (74.18) 


其 中 4( 是 通过 求解 不 可 压缩 流体 中 圆柱 体 绕 流 问题 的 拉 普 拉 斯 方程 而 确 
定 的 . 我 们 由 此 又 下 结论 说 , 在 7 > 1 的 所 有 距离 上 ， 


/fre Alt) dt 

作为 结束 语 , 还 必须 作出 以 下 说 明 . 我 们 在 这 里 完全 忽略 了 流体 黏 性 的 影 
响 , 因而 认为 所 辐射 的 声波 是 有 势 的 . 然而 , 在 振动 物体 附近 的 厚度 为 (zx/w)12 
的 一 层 流体 内 , 流动 其 实 不 是 势 流 ( 见 8 24). 因此 , 为 了 应 用 以 上 所 有 公式 , 这 
一 层 流体 的 厚度 必须 远 小 于 物体 的 尺寸 2: 


全) <l. (74.20) 


当 频 率 过 低 或 者 物体 尺寸 过 小 时 , 这 个 条 件 不 一 定 成 立 . 


习 题 


1. 设 一 个 以 频率 w 作 平 动 小 幅 ( 简 谐 ) 振动 的 球体 辐射 出 声波 , 并且 波 长 与 球 半 径 忆 
大 小 相当 , 求 声 辐射 总 强度 . 

解 : 把 球体 如 度 写 为 4 二 woe-i*t! 的 形式 . 这 时 , p 对 时 间 的 依赖 关系 也 由 因子 eriet 
给 出 , 并且 满足 方程 Ap 十 ji2p = 0, 其 中 二 w/c 导 求 形 如 yp 二 .Vf(7) 的 解 (选取 
球 心 在 给 定时 刻 所 在 位 置 为 坐标 原点 ). 对 于 f, 我 们 得 到 方程 (w+ 了)(Af 十 Rf) =0, 所 
以 Ap 十 如 f= const. 准确 到 相差 一 个 无 关 紧 要 的 常量 , 由 此 得 到 = 4eikr/r, 而 常量 4 
可 从 以 下 条 件 求 出 : 当 ”一 尽 时 Bp/B8r = ur. 结果 得 到 


pn/RY ikr — 1 
ts ik(r—-R) {2 
和 (2) 2— QRR — KFR 


这 是 偶 极 发 射 在 离 球体 足够 远 的 地 方 , 1 与 ikr 相 比 可 以 息 略 不 计 , 于 是 p 的 形式 变 为 
(74.11), 其 中 矢量 入 等 于 


ikrRp3 i 
A Ye FR 3akR- RR 


§74 声 辐 射 .325 . 


注意 到 (Re ?=|A12/2, 根据 (74.13) 就 得 到 声 辐射 总 强度 





_ 2rp ,2 R5w4 
T= selvl a4 Re 
当 wR/c 之 1 时, 这 个 表达 式 变 为 
6 
I= 7 jwol?ws 


(把 811 的 习题 1 中 的 表达 式 A 二 wR3/2 直接 代入 (74.13)， 也 能 得 到 这 个 结果 )， 当 
FE 天 RuopP， 

它 与 公式 (74.4) 相对 应 . 

在 球面 上 对 压力 (p' = 一 pp'|.=R) 在 以 方向 的 分 量 进行 积分 , 可 以 得 到 流体 对 球体 的 
阻力 , 它 等 于 Rs +i2 + 妇 肥 ) 

4 三 +i(2 + k2R 
P= pwR 4+ kA 

(关于 复数 阻力 的 意义 , 见 824 最 后 ). 

2. 题目 同上 , 但 设 球 半径 民 与 Vv/w 大 小 相当 (同时 和 > RR). 

解 : 如 果 物 体 尺 寸 并 非 远 大 于 Vv/w, 则 为 了 确定 辐射 出 的 声波 , 不 应 使 用 方程 Ap 二 0， 
而 应 使 用 不 可 压缩 黏 性 流体 的 运动 方程 . 对 于 球体 绕 流 问题 , 该 方程 的 解 由 824 习题 5 中 
的 公式 (1), (2) 给 出 . 在 远 处 可 以 忽略 (1) 中 的 第 一 项 ,因为 它 按 指数 规律 随 r 的 增 大 而 
减 小 . 第 二 项 给 出 速度 

人 三 blu V)V. 
与 (74.6) 的 对 比 表 明 
R3 3 3 
A 
其 中 x = RYw/2v, 即 4 与 理想 流体 情况 下 相应 表达 式 的 区 别 在 于 方 括号 内 的 因 于 . 结 
果 得 到 
3 9 
一 (+ |uo|2. 
当 xz 交 1 时 , 这 个 表达 式 就 变 为 习题 1 中 得 到 的 公式 , 而 当 x 1 时 则 有 
3rpR?v? 
T= 一 25 wo”， 


了 一 


即 声 辐射 总 强度 正比 于 频率 的 二 次 知 , 而 不 是 四 次 畦 ， 
3. 设 一 个 球体 以 任意 频率 作 小 幅 ( 简 谐 ) 振动 , 求 声 辐 射 总 强度 ， 
解 ， 寻求 以 下 形式 的 声波 : 
p= 一 ef 
(R 是 球体 的 平衡 半径 ), 并 根据 以 下 条 件 来 确定 常量 a: 


一 =u=uoe 
Oy tu= 
ar r=R 
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其 中 以 是 球面 上 的 点 的 径 向 速度 . 由 此 得 到 


R? 
s= RT 
声 辐 射 总 强度 为 a 
友 
2 
IT = 2rpcluol TRA 
当 kR&1 时 


了 一 Ew? Rt luol’, 
这 符合 (74.10), 而 当 大 尽 六 工时 
了 一 2rpcR |uol’, 


这 符合 (74.4). 

4. 设 一 个 球体 (半径 为 鼠 ) 作 小 幅 振 动 , 其 表面 上 各 点 的 径 向 速度 是 时 间 的 任意 函数 
u(t), 求 此 球体 所 辐射 的 声波 . 

解 : 寻求 形 如 yp = f(t )/r 的 解 , 其 中 刀 = 上 一 (一 尽 )/c, 并 根据 边界 条 件 


来 确定 f, 该 条 件 给 出 方程 


df cf _ 
a 十 -二 —Reu(t). 


解 出 这 个 线性 方程 , 再 把 解 中 的 自 变 量 上 二 换 为 好, 我们 得 到 


p(7,t) = -en [ wu(T)e°"/Rdr. (1) 
如 果 在 某 一 时 刻 , 例如 在 时 刻 二 0, 球体 停止 振动 ( 即 当 了 > 0 时 ur) = 0), 则 在 距离 球 
心 为 7+ 处 , 速度 势 对 时 间 的 函数 关系 从 时 刻 上 = (一 六)/c 开始 将 具有 op = const . e-ct/ 忆 
的 形式 , 即 运动 按 指数 规律 衰减 . 

设 了 为 速度 w(t) 发 生 显著 变化 所 需要 的 时 间 ,， 如 果 全 交 忌 /e ( 即 所 辐射 声波 的 波长 
入 满足 条 件 和 ~ 呆 交 书 , 在 (1) 中 就 可 以 把 缓慢 变化 的 因子 u(T) 放 到 积分 号 之 外 并 写 
为 u(t), 于 是 , 在 7+ 泌 民 的 距离 上 得 到 


R? r 
p= 2 (: =) ; 
这 与 公式 (74.8) 一 致 . 如 果 工 < 攻 民 /c, 则 类 似 地 得 到 


1 
cR f: 


一 上 -op _ 
人 有 v= 二 


BR, 
u(t )， 


这 符合 公式 (73.4). 
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5. 设 一 个 半径 为 忌 的 球体 在 理想 可 压缩 流体 中 任意 平 动 (运动 速度 远 小 于 声速 ), 求 
由 此 导致 的 流动 . 
解 : 寻求 以 下 形式 的 解 : 
p = div -一 一 7 (1) 
(7 是 到 坐标 原点 的 距离 ,原点 位 于 球 心 在 时 刻 娘 二 tt 一 (7 一 RR)/c 所 在 的 点 ; 因为 球体 速度 
u 远 小 于 声速 , 所 以 坐标 原点 移动 的 效应 可 以 忽略 不 计 ). 流体 的 速度 为 


v= gadp = A nf A nf 


(m 是 方向 上 的 单位 失重 , 所 号 表示 了 对 其 自 变量 的 导数 )、 边界 条 件 为 : 当 一 忆 时 
vr 二 -nn, 于 是 

"(0)+EF + G7) = Rw). 
用 常数 变易 法 求解 这 个 方程 , 得 到 函数 f(t) 的 一 般 表 达 式 : 


f(t) = eR?2e—°t/R [ wu(T) sin ee ec7/Rdr， (3) 
在 代入 (1) 时 , 应 把 写 为 刀 这 里 之 所 以 选取 一 oo 为 积分 下 限 , 是 为 了 在 t= 二 -oo 时 有 
f=0. 

6. 设 一 个 半径 为 忆 的 球体 在 t= 二 0 时 开始 以 常 速度 wo 运动 , 求 在 运动 初始 时 刻 出 
现 的 声 辐 射 . 

解 : 在 习题 5 的 公式 (3) 中 , 令 


0, 7T<0， 
Wo, T>0, 


(7) = { 


然后 代入 公式 (2) ( 仅 保留 最 后 一 项 , 它 随 距离 的 增加 而 碱 小 得 最 慢 ), 从 而 求 出 远离 球体 处 
的 流体 运动 速度 : 


v=—n(n.wo)—— RE et/R eg in (号 一 4) (# > 0). 
声 辐 射 总 强度 按照 以 下 规律 随时 间 衰 减 : 
Br p22 2/R 2 /ct A 
了 一 3 cpR woe sin ( 页 1) E 
全 部 时 间 内 辐射 出 的 总 能 量 为 
本 Ru 


7. 设 一 个 作 简 谐 振动 的 无 穷 长 圆柱 体 (半径 为 R) 辐射 出 声波 , 波长 入 污 RR, 求 声 辐 
射 强度 . 
解 : 首先 根据 公式 (74.14) 求 出 , 在 安 入 的 距离 上 (习题 7, 8 中 的 了 是 到 圆柱 轴线 
的 距离 ), 速度 势 为 
vp = Ru ln kr, 
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其 中 以 = woe-wt 是 国 柱 体 表 面 各 点 的 速度, 与 公式 (71.7) 和 (71.8) 进行 对 比 , 就 求 出 速 
度 势 在 远 处 的 形式 为 


于 是 , 速度 为 


全 一 Ruy Cal Ta eikr 
2ir 


(m 是 垂直 于 固 柱 轴线 的 单位 矢量 ), 声 辐射 强度 (对 单位 长 度 辆 柱 体 而 言 ) 为 
T= TT pw. 


8. 设 一 个 圆柱 体 在 垂直 于 其 轴线 的 方向 上 作 平 动 简 谐振 动 , 求 由 该 圆柱 体 发 出 的 声 
辐射 . 
解 : 在 > 切入 的 距离 上 有 


p= —div(Rw ln kr) 


(参看 公式 (74.18) 和 810 的 习题 3). 由 此 得 到 的 结论 是 , 在 远 处 有 


__ p2 ir ，， itr = 2 Th ipr 
p=R 项 div yr Rw nyare 3 





所 以 速度 为 


声 枉 射 强度 正比 于 振动 方向 与 辐射 方向 之 间 夹 角 的 余弦 的 平方 . 总 强度 为 
2 
了 一 Eap Rluol?. 


9. 设 一 块 平板 的 表面 温度 发 生 周 期 性 变化 , 其 频率 w <& c2/X , 式 中 X 是 流体 的 热 导 
率 , 求 该 平板 的 声 辐 射 强度 . 
解 : 设 表 面 温度 变 化 为 Te io 这 种 温度 振动 使 流体 中 产生 一 种 囊 减 的 热 波 (52.15): 


T= T, eiot eVoxe 


流体 密度 因而 也 发 生 振动 ; 
p= (p07: T’= -ppT, 


其 中 PB 为 定 压 体 膨胀 系数 . 这 本 身 又 引起 一 种 运动 , 它 可 由 连续 性 方程 来 确定 : 





po = -总 = —iwphT. 
在 平板 表面 上 , 速度 vs 二 v= 0, 而 在 远离 平板 处 , 速度 趋 于 极限 值 
2 EE 7 二 1 一 ii —iwt 
v= iop 人 和 dz = VXToe 


§74 声 辐 射 . 329 . 


在 大 约 VX/w 的 距离 上 可 以 达到 这 个 值 , 该 距离 远 小 于 c/w. 此 极限 值 可 作为 所 产生 的 声 
波 的 一 个 边界 条 件 . 由 此 求 出 单位 面积 平板 表面 上 的 声 辐射 强度 : 


1 
T= 3cpp?wx|Tel. 


10. 设 流体 充满 以 固 壁 为 界 的 半空 间 , 在 流体 中 有 一 个 辐射 球面 声波 的 点 源 , 它 到 固 
壁 的 距离 为 1, 并且 固 壁 能 够 完全 反射 声波 . 求 该 点 源 的 声 辐射 总 强度 与 同样 的 点 源 在 流体 
充满 整个 空间 时 的 声 辐射 总 强度 之 比 , 以 及 远离 点 源 处 的 声 


辐射 强度 对 方向 的 依赖 关系 . fA, 
解 : 直射 波 和 来 自 国 壁 的 反射 波 的 登 加 ,可 由 波动 方程 6 人 
的 解 来 描述 ,这 个 解 应 满足 在 璧 面 上 法 向 速度 加 = 6p/Jan 0” 7 多 7 0/ 


为 零 的 条 件 . 这 样 的 解 为 








49 
(为 简单 起 见 , 我 们 省 咯 了 常数 因子 ), 其 中 7 是 到 点 源 O 的 距离 ( 见 图 49), 而 r' 是 到 点 
O 相对 于 固 壁 的 对 称 点 O' 的 距离 ， 在 远离 点 源 处 , 我 们 有 mr' sr 一 21cos0， 所 以 


ei(kr—wt) 





p= @—2ik! 0) 


声 辐 射 强度 对 方向 的 依赖 关系 在 这 里 取决 于 因子 cos?(kl cos b). 
为 了 求 出 声 辐射 总 强度 , 我 们 把 能 流 ( 见 (65.4)) 


=pV= -ppVy 


中 | 


在 半径 任意 小 且 以 点 O 为 中 心 的 球面 上 积分 . 这 给 出 


sin 2kl 
2kgl 





2rpkw (4 十 


在 流体 充满 整个 空间 的 情况 下 , 我 们 只 有 球面 波 p = ei(kr-wb/r， 其 总 能 流 为 2rpkw， 因 


此 , 所 求 的 声 辐 射 总 强度 之 比 等 于 
sin 2kl 


1+ 一 KR 
11. 题目 同上 , 但 流体 边界 为 自由 面 . 
解 : 在 自由 面 上 应 当成 立 条 件 p' = 一 pp 二 0, 这 在 单 色 波 中 等 价 于 p = 0 的 要 求 . 波 


动 方程 的 相应 解 为 





H 人 
eikr eikr 本 
pp 二 = e ， 
7 7 


在 远离 声 源 处 , 声 辐 射 强度 取决 于 因子 sin?(klcos0). 所 求 的 强度 之 比 为 








_ sin2kl 


1 py 





. 330 ， 第 八 章 声音 


875 由 湛 流 引起 的 声音 


汕 流 中 的 速度 涨 落 也 是 周围 流体 的 声 源 , 在 这 一 节 中 ,我 们 阐述 这 种 现 
象 的 一 般 理 论 (M.J. 菜 特 希 尔 , 1952). 这 里 所 考虑 的 情形 是 , 满 流 占据 有 限 区 
域 W, 而 在 周围 的 无 穷 大 空间 中 则 充满 静止 流体 . 并 且 , 我 们 仅 在 不 可 压缩 流 
体 理 论 的 范围 内 考虑 渍 流 本 身 , 忽略 由 涨 落 引 起 的 密度 变化 . 这 意味 着 , 我 们 
假设 湛 流 速度 远 小 于 声速 (在 整个 第 三 章 中 也 这 样 假设 ). 

我 们 首先 推导 一 个 一 般 方程 , 它 不 仅 考 虑 声波 中 的 运动 , 而 且 考 虑 灌流 区 
中 的 运动 . 与 864 中 的 推导 过 程 相 比 , 不 同 之 处 仅仅 在 于 这 里 必须 保留 非 线性 
项 (v.V)v. 尽管 速度 wv 与 c 相 比 很 小 , 但 它 远大 于 声波 中 的 流体 速度 . 所 以 ， 
取代 (64.3) 的 方程 是 


Ov 下 
现 +(V Yt+ es =0. 
对 此 方程 取 散 度 , 再 利用 方程 (64.5) 
名 + poc? divv = 0, 
我 们 得 到 


1 0 Ov; 

BH MP = Pg (~ 站) 
利用 连续 性 方程 divw = 0 可 以 变换 这 个 方程 的 右边 (我 们 把 潮流 看 做 不 可 压 
缩 的 !): 对 zx 求 导 的 微分 算 子 可 以 移动 到 括号 之 外 ,最 终 我 们 有 

1 O2p/ 1 O2Tik 

EH -MP = Pz0rr 
(我 们 又 省 略 了 po 的 下 标 ). 在 满 流 区 之 外 ,这 个 方程 右边 的 表达 式 是 二 阶 小 
量 , 所 以 可 以 忽略 不 计 , 我 们 于 是 回 到 声音 传播 的 波动 方程 . 而 在 区 域 Ww 中 ， 
方程 右边 不 为 零 , 它 起 着 声 源 的 作用 . 在 该 区 域 中 , v 是 沸 流 速度 . 

方程 (75.1) 属于 延迟 势 方程 的 类 型 . 这 个 方程 的 解 是 @ 


O2Tsr(r1, t) di 
DrzliOxz1k t—R/e R 


( 见 第 二 卷 862), 它 描述 从 声 源 发 出 的 声 辐射 . 这 里 > 为 观察 点 的 径 矢 , ri 为 积 

分 域 中 各 点 的 径 矢 , R=|]r 一 ril; 被 积 函 数 的 值 取 在 “发生 延 迟 的 * 时 刻 t 一 RR/c. 

在 (75.2) 中 , 实际 积分 域 是 区 域 Ww, 因为 被 积 函数 在 这 个 区 域内 才 不 等 于 零 . 
油 流 运动 的 能 量 主要 集中 在 频率 w/! 附近 , 这 些 频 率 对 应 着 测 流 的 基本 








Tik = Vivk (75.1) 


z(r, d=£ (75.2) 





@ 请 注意 前 提 条 件 , 该 积分 解 的 所 有 后 续 结果 仅 在 该 条 件 得 到 满足 时 才 有 意义 . 一 一 译 者 
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尺度 1, 而 是 湛 流 的 特征 速度 ( 见 833). 在 声 辐射 的 波谱 中 , 基本 频率 显然 也 
集中 于 此 , 相应 的 波长 和 ~ cg 人/ 六/. 

为 了 确定 声 辐射 强度 , 只 要 在 远大 于 波长 入 的 距离 上 (在 声波 区 内 ) 研究 
声场 即 可 , 此 距离 还 应 远大 于 作为 声 源 的 汕 流 区 的 尺寸 9. 在 此 区 域 中 , 被 积 
表达 式 中 的 因子 1/R 可 以 替换 为 因子 1/r 并 移 到 积分 号 之 外 (r 是 观察 点 到 
坐标 原点 的 距离 , 而 坐标 原点 位 于 声 源 区 内 的 任何 一 个 选 定 的 点 ). 于 是 , 我 们 
忽略 掉 比 1/r 下 降 得 更 快 的 那些 项 , 因为 它们 反正 也 对 辐射 向 无 穷 远 处 的 声 
波 的 强度 没有 贡献 . 因此 ， 

p O2Tin (Tr1, t) 


/ 之 ”一 一 一 
2 (nr, t) = em BLOT dVi. (75.3) 


t—R/c 

对 于 被 积 表达 式 中 的 导数 , 运算 顺序 是 先 求 导 , 再 取 它 们 在 时 刻 1 一 R/c 
的 值 , 即 微分 运算 只 涉及 计算 函数 Tic(r1, ) 对 第 一 个 自 变量 的 导数 . 这 些 导 
数 可 以 借助 于 函数 Tic(r1, t 一 R/c) 对 两 个 自 变 量 的 导数 来 表示 , 在 相关 表达 
式 中 每 次 都 要 减 去 含有 对 第 二 个 自 变量 的 导数 的 项 . 对 第 一 个 自 变量 的 导数 
具有 全 散 度 的 形式 , 其 积分 为 零 , 因为 这 些 积分 可 以 变换 为 远 处 封闭 曲面 上 的 
积分 , 而 在 灌流 区 之 外 Ti = 0. 函数 Tip(71, t 一 R/c) 通过 自 变 量 1 一 R/e 对 
积分 坐标 rl 也 有 依赖 关系 , 它 对 mi 的 相应 导数 可 以 通过 对 观察 点 坐标 7 的 
导数 表示 出 来 , 因为 "+ 和 ri 只 以 二 者 之 差 的 形式 R= |r -nil 出 现 . 结果 得 
到 表达 式 @ 





有 / _E 
pr, t) = rr Br Tik (~ t Ea. (75.4) 


时 间 t 一 Rc 与 + 一 r/c 相差 约 ifc, 但 该 时 间 间 隔 远 小 于 基本 的 湛 流 涨 落 
周期 ifu. 这 就 允许 我 们 把 被 积 表 达 式 中 的 自 变 量 t 一 R/c 兰 换 为 -r/c=7@. 


@ 在 讨论 各 量 的 量 级 时 , 我 们 并 不 考虑 基本 尺度 ! 与 测 流 区 尺寸 之 间 的 差别 , 尽管 后 者 可 能 显著 
大 于 前 者 . 

@ 此 段 原文 语 弄 不详, 译文 略 有 改写 ， 其实, 令 t= 一 R/c, 则 可 以 把 (75.3) 中 的 被 积 表达 式 通 
过 复合 函数 Tix = Tix(r1，#'(t,r1， "7)) 对 其 自 变量 的 导数 表示 出 来 ， 我 们 有 
































OTig 3 ( 痊 ) 人 ) Ot’ OTip _ ( 逐 ) Ot’ Bt 四 
Bz; \Bry/te 5 /Jr Bre’ Be, Hr Br Br 6r;’ 
所 以 
ak _ OTix + OTik 
Ox; 如 zl Ox; py 
对 于 二 阶 导数 ， 
( OTiy ) 中 OTin OTin OTik BO2Tin 
aziiazik /1 Driiazik OruOz@ Or0r. OriOz,’ 
由 此 即 得 (75.4). 译 者 





加 这 时 , 我 们 不 再 考 虚 声 辐射 的 频谱 组 成 , 而 仅 限于 研究 决定 其 总 强度 的 一 些 基本 频率 . 我 们 还 
指出 , 对 于 前 一 步 变换 , 在 (75.3) 中 不 能 应 用 上 述 代 换 , 否则 积分 等 于 零 . 
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此 后 , 在 积分 号 内 完成 微分 运算 , 并 注意 到 8r/6z; = mi (n 是 指向 7 方向 的 单 
位 矢量 ), 我 们 得 到 


pl(r, t) = Dmg / Fp(r1, 7) dW, (75.5) 


其 中 的 点 号 表示 对 7 求 导 . 
如 同 任何 迹 不 为 零 的 对 称 张 量 那样 , 张 量 翁 ; 可 以 表示 为 以 下 形式 : 
kr = (i 一 zj 十 王国 6u = Qixk + Qoir, (75.6) 
其 中 Qik 是 迹 为 零 的 “不 可 简化 ” 张 量 , 而 Q 是 标量 . 于 是 , 球面 波 (75.5) 可 分 
为 两 项 之 和 : 


p'(r, t) = 二 人 | /ee 7T)dVi +nank | ou 7) av|, (75.7) 


第 一 项 是 单 极 子 声 源 辐射 , 第 二 项 是 四 极 子 声 源 辐 射 . 

我 们 来 计算 声 辐射 总 强度 . 在 声波 区 中 , 声 能 流 密度 在 每 一 点 都 指向 n 的 
方向 , 而 其 大 小 等 于 g = p3cp. 让 q 乘 以 喧 do, 再 对 所 有 的 n 方向 积分 @, 即 
可 得 到 声 辐射 总 强度 . 然而 , 我 们 所 关心 的 实际 上 并 不 是 有 涨 落 的 瞬时 强度 值 ， 
而 是 其 时 间 平 均值 (这 时 假设 湛 流 是 “定常 的 *). 我 们 把 积分 的 平方 写 为 二 重 
积分 的 形式 , 并 在 积分 号 下 取 平 均值 (用 尖 括 号 表示 ), 从 而 完成 最 后 这 一 步 运 
算 . 结果 得 到 : 





i / | (Qi 7T)Q(r2, 7)) dVi dy 
二 / | (Qir(r1, 7T)Qir(r2, 7)) dVi dV2. (75.8) 


(75.7) 中 两 项 的 “交叉 ” 乘积 在 对 各 方向 积分 时 就 消失 了 ， 于 是 总 强度 等 于 单 
极 子 辐射 强度 与 四 极 子 辐射 强度 之 和 . 在 这 种 情况 下 , 这 两 部 分 一 般 而 言 具 有 
相同 的 量 级 . 

我 们 来 估计 这 个 量 级 (更 准确 地 讲 , 我 们 来 阐明 了 对 潮流 运动 参量 的 依赖 
关系 ). 张 量 分 量 Tix ~ ww, 其 中 wv 是 湛 流 运动 的 特征 速度 . 对 时 间 每 微分 一 次 ， 
这 个 量 级 都 要 乘 以 特征 频率 w/ 所 以 Q ~ wu4/L2. 在 量 级 为 ! 的 距离 上 , 不 同 
点 的 油 流 涨 落 速度 之 间 具 有 相关 性 . 所 以 , 处 于 潮流 状态 的 单位 质量 介质 在 单 





@ 在 对 各 个 n 方向 进行 积分 时 , 可 以 利用 以 下 表达 式 来 计算 矢量 m 的 两 个 或 四 个 分 量 之 积 的 平 
均值 : 








1 1 
Winik = 可 6ik， TFT 一 15 (Sikrim + Gitbkm 十 im dkt). 
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位 时 间 内 以 声音 的 形式 辐射 出 的 能 量 
1 vss ws 
sma ~ BE = 
因此 , 声 辐 射 总 强度 正比 于 濡 流 运动 速度 的 八 次 客 . 
潮流 运动 依靠 某 外 部 能 量 源 提供 功率 才能 维持 , 该 功率 在 “定常 ? 情况 下 
等 于 单位 时 间 内 所 耗 散 的 能 量 . 对 于 单位 质量 介质 , 这 部 分 能 量 eqiss ~ w3/19. 
发 声效 率 可 以 定义 为 声 辐射 功率 与 能 量 耗 散 率 之 比 : 
Esound NS 
rl (=) . (75.10) 


在 这 里 , 比值 we 的 指数 较 大 , 所 以 当 w/ce < 1 时 , 油 流 作为 声 源 是 非常 低 效 的 . 


(75.9) 


§76 互 易 原理 


在 864 中 推导 声波 方程 时 曾经 假设 , 声波 是 在 均匀 介质 中 传播 的 . 例如 ， 
介质 的 密度 po 和 其 中 的 声速 c 都 被 看 做 常量 . 为 了 得 到 对 任意 非 均匀 介质 的 
一 般 情 况 也 适用 的 某 些 一 般 关 系 式 ， 我 们 首先 推导 声音 在 这 样 的 介质 中 传播 
的 方程 . 

我 们 把 连续 性 方程 写 为 以 下 形式 : 

~ +pdivv = 0. 
但 因为 声音 传播 是 绝热 的 , 所 以 有 
dp Op\ dp ldp 17pp 
五 二 (到 ) 守 “EE (B+v-vp), 
而 连续 性 方程 的 形式 变 为 
+v.Vpt po divo =0. 

按照 通常 的 做 法 , 令 p = po 十 p', 并 且 po 现在 是 坐标 的 给 定 函数 . 至 于 压 
强 , 在 p= po 十 p' 中 应 当 仍 然 像 前 面 那样 认为 po = const, 因为 在 平衡 状态 下 ， 
压强 在 整个 介质 中 处 处 相同 (当然 , 如 果 没 有 外 力 场 的 话 ). 因此 , 精确 到 二 阶 
小 量 , 我 们 有 


7 
万 + poc: divv = 0. 


这 个 方程 在 形式 上 与 方程 (64.5) 相同 , 但 是 其 中 的 系数 poc? 是 坐标 的 函 


@ 见 (33.1)， 此 处 对 w 和 Aw 不 加 区 别 ; 我 们 这 样 选取 用 来 研究 运动 的 参考 系 , 使 满 流 区 之 外 的 
流体 处 于 静止 状态 . 


.334 . 第 八 章 声音 


数 . 至 于 欧 拉 方程 , 则 同 864 一 样 , 我 们 有 


从 这 两 个 方程 消去 v (再 省 略 掉 po 的 下 标 ), 最 后 得 到 声音 在 非 均匀 介质 中 传 
播 的 方程 : 


,Vv 1 6 
di Yr os 十 先 = U. (76.1) 
如 果 讨 论 频 率 为 w 的 单 色 波 , 则 上 = -w2p', 从 而 
. Vp Sy 
div 2 + 2 = 0 (76.2) 


我 们 来 研究 从 尺寸 不 大 的 振动 声 源 发 出 的 声波 (在 874 中 已 经 看 到 , 这 样 
的 声 辐 射 是 各 向 同性 的 )， 用 4 表示 声 源 所 在 点 , 用 p(B) 表示 由 此 发 出 的 声 
波 中 某 一 点 B 的 压强 p@. 如 果 同 样 的 声 源 位 于 点 B, 则 相应 地 用 pp(4) 表 
示 它 在 点 4 产生 的 压强 . 我 们 来 推导 pa(B) 与 pp(4) 之 间 的 关系 . 
为 此 , 我 们 应 用 方程 (76.2), 一 次 用 于 声 源 位 于 点 4 的 情况 , 另 一 次 用 于 
声 源 位 于 点 的 情况 : 
2 2 
dv 了 愉 + 才 地 =0, div DEE + S05 = 
用 ps 乘 第 一 个 方程 , 用 ph 乘 第 二 个 方程 , 然后 把 它们 相 减 , 我 们 得 到 
veh veh a (vt _ Mm) -0 
p p p p 
如 果 在 位 于 无 穷 远 处 的 封闭 曲面 C 与 分 别 包 围 点 4, B 的 两 个 小 球面 Ca, Ca 
之 间 的 区 域 上 取 这 个 方程 的 积分 ， 则 该 体积 分 可 以 变换 为 这 三 个 曲面 上 的 积 
分 , 并 且 曲 面 C 上 的 积分 为 零 , 因为 声场 在 无 穷 远 处 消失 . 因此 , 我 们 得 到 
有 (人 -发 2 ) .df = 0. (76.3) 
在 小 球面 Ca 的 内 部 , 位 于 点 4 的 声 源 所 产生 的 声波 中 的 压强 ph 随 着 到 
点 4 距离 的 变化 而 迅速 变化 , 所 以 梯度 Vph 很 大 . 而 在 相当 远离 点 B 的 点 
4 的 附近 区 域内 , 位 于 点 B 的 声 源 所 产生 的 压强 ps 是 坐标 的 缓 变 函数 , 其 梯 
度 Vp8 相对 很 小 所 以 , 当 球 面 C4 的 半径 充分 小 时 , 在 沿 该 球面 的 积分 中 ， 
被 积 函数 的 第 二 项 与 第 一 项 相 比 可 以 忽略 不 计 , 而 第 一 项 中 的 几乎 保持 不 
变 , 可 以 取 它 在 点 4 的 值 并 把 它 移 到 积分 号 之 外 . 类 似 的 讨论 也 适用 于 沿 球 


0. 





pp div — pa div 


@ 声 源 的 尺寸 应 远 小 于 4 与 B 之 间 的 距离 , 还 应 远 小 于 波长 . 
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面 Cs 的 积分 , 于 是 从 (76.3) 得 到 以 下 关系 式 : 
f Vpa a ov VYp8 5 
ps(A) 人 有 人 2 
但 Vy/p = -8u/8t 所 以 这 个 方程 可 以 改写 为 
Po f= er. 


积分 /0, v4`df 是 单位 时 间 内 流 过 球面 04 的 流体 的 体积 , 即 振动 声 源 在 单位 
时 间 内 的 体积 变化 ， 因 为 位 于 点 4 和 B 的 声 源 是 完全 相同 的 , 所 以 显然 有 


Ls=h wa, 


pA(B) = pp(4). (76.4) 


这 个 等 式 就 是 人 们 所 说 的 互 易 原 理 : 位 于 点 4 的 声 源 在 点 B 所 产生 的 压 
强 , 等 于 位 于 点 B 的 相同 声 源 在 点 4 所 产生 的 压强 . 我 们 强调 , 这 个 结果 也 
适用 于 介质 可 以 划分 为 几 个 不 同 的 均匀 区 域 的 情形 . 当 声 波 在 这 样 的 介质 中 
传播 时 , 在 不 同 区 域 的 分 界面 上 会 发 生 反 射 和 折射 . 于 是 , 当 声 波 在 从 点 4 到 
点 B 以 及 相反 的 传播 路 程 上 发 生 反射 和 折射 时 , 互 易 原 理 也 是 成 立 的 ， 


因此 ， 


习 题 


设 一 个 振动 声 源 没有 体积 变化 , 导出 由 此 产生 的 偶 极 声 辐 射 的 互 易 原理 . 
解 : 此 时 


人 V4.d 二 0, (1) 
‘A 
所 以 在 计算 (76.3) 中 的 积分 时 必须 考虑 下 一 阶 近似 . 为 此 , 精确 到 一 阶 项 , 我 们 有 
2 一 有 (4) 十 mVPp0， (2) 
其 中 站 是 从 4 点 引出 的 径 失 ， 在 积分 
人 地 Pp Ia p Sy (3) 


中 , 被 积 函 教 的 两 项 现在 具有 相同 的 量 级 . 把 (2) 中 的 妈 代入 此 式 ,再 利用 (1), 得 到 


vp’ Vp 
7.Vps)—4 一 .| - 
人 [ ps) p mp 7 


然后 , 我 们 把 几乎 处 处 相同 的 量 Vps = 一 pap 移 到 积分 号 之 外 , 并 取 它 在 点 A 的 值 ; 


| 
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(ps 是 点 A 的 介质 密度 ). 为 了 计算 这 个 积分 , 我 们 注意 到 , 在 声 源 附近 可 以 认为 流体 是 不 
可 压缩 的 ( 见 874), 所 以 按照 (11.1) 可 以 把 小 球面 Ca 以 内 的 压强 写 为 





在 单 色 波 中 恬 二 一 jwv， 入 二 一 iwA; 再 引入 单位 矢量 mh, 它 指向 位 于 点 A 的 声 源 所 对 应 
的 失重 入 的 方向 , 我 们 就 求 出 , 积分 (3) 的 值 正 比 于 
pve(A) na. 
类 似 地 , 沿 球 面 Cp 的 积分 正比 于 
—pp vA(B). ns, 
并 且 上 比例 系数 相同 . 令 二 者 之 和 为 零 , 就 得 到 表示 偶 极 声 辐射 互 易 原 理 的 关系 式 


MVB(A): na = ppv4(B) :ns. 
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我 们 来 研究 声波 灌 细 长 管道 的 传播 所 谓 组 管 上 是 指 宽度 远 小 于 波长 的 和 
道 . 管道 横 截 面 的 形状 和 面积 沿 管道 长 度 : 向 均 可 变 ,重要 x “处 仅仅 在 于 ， 
这 种 变化 是 足够 缓慢 的 一 一 横 截面 的 面积 3 : 
化 很 小 . 

在 这 些 条 件 下 可 以 认为 , 所 有 的 基 (速度 、 密 度 等 ) 在 管道 的 每 一 个 横 截 
面 上 都 均匀 分 布 ， 而 波 的 传播 方向 则 处 处 与 管 轴 方 向 一 致 . 为 了 推导 这 种 波 的 
传播 方程 , 最 好 采用 类 似 于 8$12 中 用 来 推导 渠道 中 重力 波 传播 方程 的 方法 . 

在 单位 时 间 内 通过 管道 横 截面 的 流体 质量 是 -S$pv. 所 以 , 在 无 穷 接近 的 两 
个 横 截面 之 间 的 区 域 中 , 1 s 时 间 内 减少 的 流体 总 量 (质量 ) 为 


(5pu) 
Oz 上 







(9pu)z+dz 3 (Spv)s = 


(坐标 z 沿 管 轴 方 向 ). 因为 两 个 模 截 面 之 间 的 体积 本 身 保 持 不 变 , 所 以 流体 质 
重 的 这 种 减少 只 能 是 由 流体 密度 的 变化 引起 的 . 

单位 时 间 内 的 密度 变化 是 8o/6t 而 两 个 横 截面 之 间 区 域内 的 流体 体积 为 
Sdz, 所 以 流体 质量 的 相应 减少 量 等 于 





Op 
-33 dz. 
使 这 两 个 表达 式 相等 , 即 得 到 方程 
Op D(Spu) 
Sar ge (77.1) 


这 就 是 管道 内 流体 的 连续 性 方程 . 
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然后 , 我 们 写 出 欧 拉 方程 , 并 忽略 其 中 的 速度 二 次 项 : 
ED (77.2) 


取 (77.1) 对 时 间 的 导数 , 此 时 应 认为 方程 右边 的 p 与 时 间 无 关 , 因为 在 计算 p 
的 导数 时 会 出 现 含有 v8p/8t = uv8p'/6t 的 一 项 , 而 这 是 二 阶 小 量 . 因此 ， 


Op 0 Du 
焉 =- 元 (5z 避 ) 


把 (77.2) 中 的 6v/6t 代入 此 式 , 再 根据 = 5/c 把 左边 的 密度 导数 通过 压强 
导数 表示 出 来 , 结果 得 到 声音 沿 管道 的 传播 方程 : 


1 0 Op 1 02p 
了 EE (s 器 ) - EH ee 
在 单 色 波 中 , p@ 通过 因子 eaw* 依赖 于 时 间 , 而 (77.3) 变 为 
元 (s 实 ) 所 交 六 总 (77.4) 


(k = w/c 是 波 数 ). 

最 后 , 我 们 来 研究 管 口 声 辐射 问题 . 管道 开口 端 气体 与 管道 周围 气体 的 压 
强 差 远 小 于 管道 内 的 压强 差 . 所 以 , 作为 管道 开口 端的 边界 条 件 , 应 当 以 足够 
高 的 精度 要 求 压强 p 在 这 里 等 于 零 . 此 外 , 气体 速度 v 在 开口 端 不 为 零 , 设 其 
值 为 vo. 乘积 Svo 是 单位 时 间 内 从 管道 流出 的 气体 总 量 (体积 ). 

现在 可 以 把 管道 开口 端 看 做 强度 为 Svo 的 某 种 气体 源 . 管 口 声 辐射 问题 
化 为 等 价 的 振动 物体 声 辐 射 问题 , 后 者 的 解 由 公式 (74.10) 给 出 . 这 里 , 我 们 应 
当 用 Swo 代替 物体 体积 对 时 间 的 导数 VV. 于 是 , 声 辐射 总 强度 为 





T- 093 家 (77.5) 


1. 设 声音 从 横 截 面积 为 51 的 管道 传 入 横 截 面积 为 92 的 管道 , 求 透射 因子 . 
解 : 在 第 一 个 管道 中 有 两 个 波 : 入 射 波 

p1 = al ei(kz 一 wt) 

和 反射 波 


六 一 A ei(ketwt) 


@ 此 处 以 及 本 节 习 题 中 , p 均 表 示 压 强 变化 (前 面 用 p' 表示 ). 
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而 在 第 二 个 管道 中 有 一 个 透射 波 

p2 一 as ei(kz 一 wt)， 
在 两 个 管道 的 连接 处 (z = 0), 压强 应 相等 , 单位 时 间 内 从 一 个 管道 流入 另 一 个 管道 的 气体 
总 量 Su 也 应 相等 ,这些 条 件 给 出 


' ‘ 
al 十 al 一 a2， Si(a1— 1) = Soa2， 








所 以 
pe 
Si S52 
迁 射 波 能 流 与 入 射 波 能 流 之 比 D 等 于 
站 -2 _ 45152 _ - (S22) 
Silvl? (Si + S2)? S2+51 


2. 求 柱 形 管道 开口 端的 声 辐 射 能 流 . 
解 : 管道 开口 端的 边界 条 件 是 p = 0, 这 里 可 以 近似 地 忽略 所 辐射 声波 的 压强 (我 们 看 
到 , 管道 开口 端的 声 辐 射 强度 很 小 )， 这 样 就 有 边界 条 件 pi 二 一 p41, 其 中 Di 和 pi 分 别 是 
入 射 波 和 返回 管道 的 反射 波 的 压强 . 对 于 速度 , 相应 地 有 v1 二 1, 于 是 管道 开口 端的 合 速 
度 为 vo = 二 十 以 = 二 201. 入 射 波 能 流 等 于 cSpw = cSpua/4. 利用 (77.5) 得 到 声 辐射 能 
流 与 入 射 波 能 流 之 比 
_ Se 
Tc2 
对 于 (半径 为 尽 的 ) 圆 形 截 面 管 道 ,我 们 有 DD = R?w3/c2. 因为 假设 忆 安 c/w, 所 以 D < 1. 
3. 设 柱 形 管 道 的 一 端 开口 另 一 端 被 薄膜 徐 盖 , 薄膜 按 给 定 方式 振动 , 从 而 辐射 声波 . 
求 该 管道 的 声 辐射 . 
解 : 通 解 为 
p= (aetk> 十 be-ikz) eiot. 
我 们 利用 封闭 端 (z= 二 0) 的 条 件 v= 二 4 (wu 二 uoe i”t 是 给 定 的 薄膜 振动 速度 ) 和 开口 端 
(z=1) 的 条 件 p = 二 0 来 确定 常量 a 和 b. 这 些 条 件 给 出 


aeikl + be -it 一 0， a—b= cpuo. 


在 a 和 确定 之 后 ,我 们 再 求 出 管道 开口 端的 气体 速度 vo 二 w/ cos kl， 假 如 没有 管道 ， 
就 可 以 把 公式 (74.10) 中 的 V 替换 为 Su， 其 中 S 是 薄膜 的 面积 ， 并 据 此 通过 方 均值 
S26 = S?w?ul5 来 确定 振动 注 腊 的 声 辐射 强度 , 管 端的 声 辐射 正比 于 S2Tuo 亿 j2， 管 道 
的 声 放大 系数 为 a 
_Shop_ 1 
S2lulz cos2 kl 
当 薄 膜 的 振动 频率 等 于 管道 的 本 征 频率 时 (共振 )， A 等 于 无 穷 大 . 其 实 , 这 时 它 当然 仍 是 
有 限 的 , 因为 一 些 已 被 忽略 的 效应 (例如 : 摩擦 , 声 辐射 的 影响 ) 将 表现 出 来. 

4 题目 同上 , 但 管道 是 锥 形 的 (薄膜 徐 益 在 模 截 面 较 小 的 一 端 ). 

解 : 对 于 管道 的 横 堆 面积, 我 们 有 8 = Soz2. 设 坐 标 z 的 值 zi 和 zz 分 别 对 应 较 小 
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和 较 大 的 一 端 , 于 是 管道 长 度 为 1 二 za 一 Z1. 方程 (77.4) 的 通 解 为 
当主 (a eikz 十 be-ikz) eiot, 
@ 和 可 由 以 下 条 件 确定 ;: 在 T= 二 zi 处 v= 二 ww 在 z= 二 wo2 处 p= 二 0. 对 于 声 放 大 系数 , 我 
们 得 到 a 
_ Sez$jval? ji2z3 
于 Sartluli ~ (sin kl + kz1 cos hkl)? 
5. 题目 同上 , 但 管道 的 横 截 面积 沿 管道 长 度 方向 按 指数 规律 5 = So ez 变化 . 
解 : 方程 (77.4) 的 形式 为 


Op op 2 
Bi toBr tk p=0, 





所 以 
—ax/2 imw ~img\ ,—iwt 2 oa2 
p=e€ (ae 十 be )e™, m=[{k A 
用 来 确定 a 和 的 条 件 为 :在 z= 二 0 处 v= 在 z= 二 i 处 p= 0, 对 于 声 放大 系数 , 我们 
求 出 : 当 大 > Qa/2 时 


时 So ev2l2 ec 
Solzj Q sinml a 
Se 十 cosml 
当 k <a/2 时 
eo! > 区 2 1/2 
A= hrml py m 二 (后 一 天 ) 
(3S 宇 了 十 cosh ml) 
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如 果 在 声波 的 传播 路 径 上 存在 任何 物体 , 就 会 发 生 人 们 所 说 的 声音 散射 : 
除了 入 射 波 , 还 会 出 现 附加 的 波 (散射 波 ), 这 种 波 从 散射 物体 发 出 并 向 所 有 方 
向 传播 . 在 传播 路 径 上 存在 物体 , 仅 此 就 已 经 导致 声波 散射 此 外 , 在 入 射 波 
的 影响 下 , 物体 本 身 也 会 运动 , 这 种 运动 同样 也 会 导致 物体 的 某 种 附加 声 辐射 ， 
这 也 是 一 种 散射 . 不 过 , 如 果 物 体 的 密度 远大 于 声音 传播 介质 的 密度 , 且 物 体 
的 压缩 率 很 小 , 则 与 物体 运动 有 关 的 散射 仅仅 是 一 种 很 小 的 修正 , 主要 的 散射 
还 是 因为 物体 存在 而 产生 的 . 我 们 在 下 面 将 忽略 这 种 修正 , 所 以 将 认为 散射 物 
体 是 静止 的 . 

假设 声音 的 波长 和 远大 于 物体 的 尺寸 !, 这 样 就 可 以 应 用 公式 (74.8) 和 
(74.11) 来 计算 散射 波 @. 这 时 , 我 们 把 散射 波 看 做 由 物体 辐射 的 声波 , 其 差别 
仅仅 在 于 , 现在 所 研究 的 不 是 物体 在 流体 中 的 运动 , 而 是 流体 相对 于 物体 的 运 
动 . 这 两 个 问题 显然 是 等 价 的 . 


@ 同时 还 要 求 物体 的 尺寸 远 大 于 声波 中 流体 点 的 振幅 , 否则 流动 一 般 就 不 是 势 流 了 . 
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对 于 由 物体 辐射 的 声波 , 我 们 已 经 得 到 速度 势 的 表达 式 
V A.r 
2 一 i a 
式 中 Y 是 物体 的 体积 . 现在 , 物体 本 身 的 体积 保持 不 变 , 所 以 Y 不 应 理解 为 
物体 体积 的 变化 率 , 而 应 理解 为 假如 该 物体 根本 不 存在 时 , 单位 时 间 内 流入 物 
体 所 占 区 域 (用 W 表示 此 区 域 ) 的 流体 总 量 (体积 ). 其 实 , 当 物 体 存在 时 , 这 
些 流体 就 不 能 流入 物体 所 占 区 域 , 而 这 等 价 于 , 总 量 相同 的 流体 从 区 域 Ww 中 
流出 来 . 我 们 在 前 面 看 到 , 在 y 的 第 一 项 中 , 1/4rr 的 系数 应 当 正 好 等 于 单位 
时 间 内 从 坐标 原点 流出 的 流体 总 量 , 容易 求 出 这 些 流体 的 体积 . 在 体积 与 物体 
体积 相等 的 区 域 中 , 流体 质量 在 单位 时 间 内 的 变化 等 于 Vp, 其 中 函数 给 出 
入 射 声波 中 流体 密度 对 时 间 的 变化 率 (因为 波长 远大 于 物体 的 尺寸 , 所 以 可 以 
认为 , 密度 p 在 物体 尺寸 量 级 的 距离 上 是 不 变 的 ; 因此 , 我 们 可 以 把 区 域 Ww 中 
流体 质量 的 变化 率 简单 地 写 为 Vp 的 形式 , 其 中 p 在 整个 区 域 Ww 中 处 处 相 
同 ), 质量 变化 率 Vop 所 对 应 的 体积 变化 率 显然 是 Vp/p. 因此 , 在 p 的 表达 式 
中 , 应 当 用 量 Wp/p 来 替换 六 . 在 平面 入 射 波 中 , 密度 变化 p' 与 速度 的 关系 为 
P = pu/c 所 以 p= = pifc, 于 是 可 以 用 Ws/c 来 替换 Wp/p. 
至 于 矢量 4, 则 当 物 体 在 流体 中 运动 时 , 它 可 由 公式 (11.5), (11.6) 确定 : 


4npA; = mipug + pVous. 


现在 , 我 们 应 当 把 物体 速度 v 替换 为 入 射 波 中 带 有 负 号 的 流体 速度 v ( 指 假如 
物体 完全 不 存在 时 物体 所 在 位 置 上 的 流体 速度 ). 于 是 ， 


1 VW 
4; 一 一 pe (78.1) 
最 后 , 我 们 得 到 散射 波 的 速度 势 : 
psc = -2 < (78.2) 





而 矢量 4 由 公式 (78.1) 确定 . 对 于 散射 波 中 的 速度 分 布 , 由 此 得 到 


Voiin n(n. A) 
Wo Arre 7C2 
( 见 874; n 为 散射 方向 上 的 单位 矢量 ). 
在 给 定 的 立体 角 微 元 do 中 , 单位 时 间 内 的 平均 散射 能 量 可 由 能 流 确定 ， 
它 等 于 cpo& r2 do. 取 此 表达 式 在 所 有 方向 上 的 积分 , 即 可 得 到 散射 总 强度 I。. 
在 积分 时 要 计算 (78.3) 中 两 项 乘积 的 二 倍 , 该 乘积 正比 于 散射 方向 与 入 射 波 传 
播 方向 之 间 夹 角 的 余弦 , 因而 等 于 零 , 于 是 , 积分 后 剩 下 (与 (74.10) 和 (74.13) 





(78.3) 
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进行 对 比 ): 





全 (78.4) 


通常 用 有 效 截面 (简称 截面 ) do 来 表征 散射 , 它 被 定义 为 给 定 立 体 角 微 元 
中 的 (时 间 ) 平均 散射 能 量 与 入 射 波 平均 能 流 密度 之 比 . 总 有 效 截面 o 等 于 do 
在 所 有 散射 方向 上 的 积分 , 即 散 射 总 强度 与 入 射 波 能 流 密度 之 比 . 截面 显然 具 
有 面积 的 量 纲 . 

入 射 波 的 平均 能 流 密 度 是 cpv3. 所 以 , 散射 截面 的 微分 等 于 以 下 比值 : 

do = 谷 r2 do. (78.5) 
Vv 
总 截面 等 于 ee 
这 证 4 
“4 页 ”3 页 
对 于 单 色 入 射 波 , 速度 对 时 间 的 二 阶 导数 的 方 均 值 正比 于 频率 的 四 次 宪 . 因此 ， 
如 果 一 个 物体 的 尺寸 远 小 于 声波 波长 ， 则 它 对 声波 的 散射 截面 正比 于 频率 的 
四 次 寡 . 

最 后 , 我 们 简单 讨论 一 下 相反 的 极限 情况 , 这 时 散射 声波 的 波长 远 小 于 物 
体 尺寸 . 在 这 种 情况 下 , 除了 极 微 小 角度 上 的 散射 , 所 有 的 散射 都 归结 为 物体 
表面 上 的 简单 反射 . 散射 总 截面 的 相应 部 分 显然 等 于 该 物体 被 垂直 于 入 射 波 
方向 的 平面 所 截 而 得 到 的 面积 5. 微小 ( 量 级 为 MD) 角度 上 的 散射 则 是 物体 
边缘 的 衍射 . 这 里 不 打算 阐述 这 种 现象 的 理论 , 它 完全 类 似 于 光 的 衍射 ( 见 第 
二 卷 860, 861). 我 们 仅仅 指出 , 按照 巴 比 涅 原理 , 声 衍射 总 强度 等 于 声 反射 总 
强度 . 所 以 , 散射 截面 的 衍射 部 分 也 等 于 5, 总 截面 从 而 等 于 25. 


(78.6) 


习 题 


1. 设 平面 声波 被 固体 小 球 散射 , 小 球 半径 RR 和 远 小 于 波长 , 求 散射 截面 . 
解 : 对 于 平面 波 中 的 速度 , 我 们 有 v= 二 acoswt (在 给 定 的 空间 点 ). 在 球体 的 情况 下 
( 见 311 的 习题 1), 矢量 和 二 一 voR32. 对 于 截面 的 微分 , 我们 得 到 
4- $0000) ao 
(9 是 入 射 波 方向 与 散射 方向 之 间 的 夹 角 )， 散 射 强度 在 8 二 的 方向 上 了 最大， 该 方向 与 入 
射 方向 相反 . 总 截面 等 于 








这 里 (以 及 下 面 的 习题 3, 4 中 ) 假设 小 球 的 密度 po 远大 于 气体 密度 p, 否则 就 要 考虑 
振动 气体 对 小 球 的 压力 所 引起 的 小 球 的 运动 . 
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2. 设 声音 被 液 滴 散射 , 考虑 流体 的 压缩 率 和 液 滴 在 入 射 波 影 响 下 的 运动 , 求 散 射 截 面 . 
解 : 在 绝热 过 程 中 , 如 果 液 滴 周 围 的 气体 压强 变化 为 fl, 则 液 滴 体积 的 减 小 值 为 

人 2 /次 

po ( 芍 的 
(p 是 气体 密度 ，po 是 液 滴 密度 ，co 是 液体 中 的 声速 ), 在 表达 式 (78.2) 和 (78.3) 中 , 现在 
应 当 把 Vi/c 替换 为 差 值 

w(2- 识 ) 
C cépo 


此 外 , 在 A 的 表达 式 中 , 现在 应 当 把 -vo 殖 换 为 差 值 以 一 v, 其 中 以 是 液 泣 在 入 射 波 的 影 
响 下 获得 的 速度 . 对 于 球体 , 利用 811 习题 1 的 结果 , 我 们 得 到 


A= Rv . 
2po+p 


把 这 些 表达 式 代 入 相应 公式 , 就 得 到 散射 截面 


4 p6 2 
do 二 少 2 | CO ) — 3co802° 2 | do 
2po+p 

















9c4 ~ cpo 
4mrw4R6 ( cp ， 3(po — 吃 | 
= i | 
S 9e capoo (2po + p)? 


3. 设 声音 被 固体 小 球 散 射 ， 小 球 半径 忆 远 小 于 VVJW, 且 小 球 比 热 基 大 , 从 而 可 以 认 
为 其 温度 保持 不 变 . 求 散射 截面 . 

解 : 此 时 应 当 考虑 气体 黏 性 对 小 球 运动 的 影响 , 并 按照 874 习题 2 所 述 方式 改写 失 量 
和 的 形式 ,， 当 RVYw]v 多 工 时 , 我 们 有 


A= ia 


此 外 ,气体 的 热传导 也 引起 同样 量 级 的 散射 . 设 Te-i2t 为 声波 中 给 定点 上 的 温度 变化 . 
小 球 附近 的 温度 分 布 为 (对 比 §852 习题 2): 


T= Te-iot E _ ye 
人 
( 当 7 = 已 时 应 有 T' 一 0). 单位 时 间 内 从 气体 传 给 小 球 的 热量 为 ( 当 RVO/X < 1 时 ): 


= 4rRxT!e iot, 
Y 一 六 


这 些 热量 导致 气体 体积 的 变化 ， 就 其 对 散射 的 影响 而 言 ， 可 以 把 这 种 变化 理解 为 小 球体 积 
的 相应 有 效 变 化 . 小 球体 积 的 这 种 有 效 变化 率 等 于 


V = -4rRxT et = ~ TEx(y — lv, 


其 中 B 是 气体 的 定 压 体 膨 胀 系 数 , 而 y= cp/cv. 这 里 还 利用 了 公式 (64.13) 和 (79.2). 
考虑 这 两 种 效应 , 我 们 得 到 散射 截面 的 微分 


w2R2 3 2 
A jxo 一 一 3eog| do. 


加 
9= rR x 机 





do = 
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总 有 效 截 面 为 sr RT ， 
= ex (Y—1) + | 
这 些 公式 仅 适 用 于 斯 托 克 斯 摩擦 力 远 小 于 惯性 力 的 情况 , 即 
nR< Mw 


的 情况 , 其 中 M = 4mpoR33 为 小 球 的 质量 . 在 相反 的 情况 下 , 条 性 力 对 小 球 的 作用 就 交 
得 非常 重要 

4. 设 一 个 固体 小 球 散 射 平 面 声波 (入 六 R), 求 此 球 所 受 的 平均 作用 力 . 

解 : 单位 时 间 内 从 入 射 波 传递 给 小 球 的 动量 即 为 待 求 的 力 , 它 等 于 入 射 波 总 动量 流 与 
散射 波 总 动量 流 之 差 . 从 入 射 波 中 散射 掉 的 能 流 为 acco, 其 中 Eo 为 入 射 波 能 量 密度 . 除 
以 c, 即 得 相应 动量 流 oo. 在 散射 波 中 , 立体 角 微 元 do 中 的 动量 流 为 cr2do = Bo dc. 
把 它 投影 到 入 射 波 传播 方向 上 (显然 , 待 求 的 力 指 向 此 方向 ), 并 对 所 有 立体 角 积 分 , 就 得 到 

Eo / sea 
因此 , 作用 在 小 球 上 的 力 等 于 
F= Ef 一 cos0) do. 


把 习题 1 中 的 do 代入 此 式 , 得 到 oy 
= llixw’R 
F= Po 一 go 
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黏 性 和 热传导 的 存在 导致 声波 能 量 的 耗 散 , 所 以 声音 会 被 吸收 , 即 声音 的 
强度 会 逐渐 减弱 . 为 了 计算 能 量 耗 散 率 已 cea, 我 们 使 用 下 述 一 般 方 法 . 机 械 
能 无 非 就 是 从 给 定 的 非 平衡 态 转变 到 热力 学 平衡 态 的 过 程 中 所 能 获得 的 最 大 
功 @. 由 热力 学 可 知 , 如 果 转 变 过 程 是 可 逆 的 ( 即 炳 不 发 生变 化 ), 就 得 到 最 大 


@ 原文 如 此 ， 这 里 的 Bocb 其 实 表 示 一 个 系统 在 从 给 定 的 非 平衡 态 转变 到 与 环境 状态 相同 的 热 
力学 平衡 态 的 过 程 中 能 够 向 外 提供 的 最 大 功 (可 以 参考 第 五 卷 8 20), 户 moch 表示 不 可 道 效应 所 导致 的 
这 种 做 功能 力 的 损失 率 , 这 就 是 通常 所 说 的 能 量 耗 散 率 的 本 质 含 义 . 耗 散 导致 做 功能 力 下 降 ， 在 现代 
热力 学 中 , 上 述 意义 下 的 最 大 功 称 为 一 个 系统 的 (exergy)， 详 见 : B. M. 布 罗 章 斯 基 . 籼 方 法 及 其 应 
用 . 王 加 璇 编译 . 北京 : 中 国电 力 出 版 社 ，1996. Szargut J. Exergy Method: Technical and Ecological 
Applications. Southampton: WIT Press, 2005. 

根据 籼 分 析 理 论 (也 可 参考 第 五 卷 820), 设 静 止 参 考 环境 的 压强 为 po, 温度 为 To ( 均 为 常量 ), 则 
在 不 考虑 重力 等 质量 力 的 情况 下 , 单位 质量 流体 的 烟 e 的 微分 为 : 

de =a( 握 +e) +poa — To ds. 
其 中 v, e, p 和 s 分 别 为 流体 的 速度 、 内 能 、 密度 和 焙 ， 利 用 连续 性 方程 和 能 量 方 程 (49.2), 由 此 可 得 
2 = div(pov 一 pp 十 uv.e' + xVT— pev — Topsv) 一 nD. 


对 于 声波 的 能 量 耗 散 , 如 果 认 为 无 穷 远 处 流体 静止 且 无 温度 梯度 , 则 由 此 立刻 得 到 (79.1'). 一 一 译 者 
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功 , 所 以 
Emech = Eo — E(S), 


其 中 Bo 是 系统 在 初始 态 的 给 定 初始 能 量 , E(S) 为 系统 在 平衡 态 的 能 量 , 而 系 
统 的 炉 5 与 其 初始 值 相同 . 对 时 间 求 导 , 得 到 


Enech = —E(S) = 一 ( 芝 ) 5. 


能 量 对 炉 的 导数 是 温度 , 所 以 9B/85 是 假设 系统 处 于 热力 学 平衡 态 ( 且 具 有 
给 定 的 烂 值 ) 时 所 应 具有 的 温度 . 用 To 表示 此 温度 , 则 有 

Emech = 一 29. (79.1") 

我 们 应 用 $ 的 表达 式 (49.6), 其 中 既 包 含 由 热传导 引起 的 炳 变化 率 , 也 包 


会 由 黏 性 引起 的 粹 变化 率 . 因为 流体 中 的 温度 7 变化 很 小 , 而 且 与 To 相差 其 
微 , 所 以 可 以 把 7 移 到 积分 号 之 外 , 并 用 它 来 代替 Th: 


a 2dy- 卫 /f(s or 2 a) / 2 
Emech 一 T / (YT) dV 2 / ( Oz, i 3 ko 3 dV 一 —C (div J) dV. 
(79.1) 





这 个 公式 把 公式 (16.3) 推广 到 了 存在 热传导 的 可 压缩 流体 的 情形 . 
设 z 轴 方 向 与 声波 的 传播 方向 一 致 , 则 


vz = Vo cos(kz — wt), vy = vz 一 0. 


(79.1) 中 的 后 两 项 给 出 


- (和 +0) /( 狂 ) av=-r (4 n+6)? 8 /sins(ks — wt)av. 


我 们 关心 的 当然 是 时 间 平 均值 ; 对 时 间 的 平均 化 运算 给 出 
—k2 ($7 十 9] .3 ~ 


(Ww 是 流体 的 体积 ). 
然后 , 我 们 来 计算 (79.1) 中 的 第 一 项 . 在 声波 中 , 温度 对 其 平衡 值 的 偏离 
7" 与 速度 的 关系 为 (64.13), 所 以 温度 梯度 等 于 
eT _Berov_ px 


Dr cp Or cp ——vyok sin(kz 一 wt). 
对 于 (79.1) 中 第 一 项 的 时 间 平 均值, 我 们 得 到 
xcc27'B2 


vk2 Wo. 





5 
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利用 已 有 的 热力 学 公式 
2 一 mg2 Cu Op = Th 0 
> 
可 以 把 上 面 的 表达 式 改 写 为 


_2( 工 _ 工 kzua 
人 5 ) PB 


把 所 得 表达 式 加 在 一 起 , 就 求 出 平均 能 量 耗 散 率 , 其 形式 为 


5 


声波 的 总 能 量 为 
E= ot (79.4) 


在 $25 中 引入 的 波 的 阻尼 系数 确定 了 强度 随时 间 衰 减 的 规律 . 但 是 , 对 于 
声音 , 通常 会 遇 到 问题 的 另 一 种 提 法 , 这 时 声波 在 流体 中 传播 , 其 强度 随 着 它 
所 通过 的 距离 z 增加 而 衰减 . 显然 , 这 种 衰减 将 按照 e 2 的 规律 进行 , 而 振 
幅 则 按 e =” 衰减 , 其 中 的 吸收 系数 ?7 定义 为 


_ Boel E mech | 
2cE 


把 (79.3) 和 (79.4) 代入 此 式 , 我 们 就 求 出 吸收 系数 的 以 下 表达 式 : 


7= pe 3 |($n+¢)+ x (二 -和 )| = (79.6) 


我 们 注意 到 , 它 与 声音 频率 的 平方 成 正比 @. 

.只 要 由 此 求 出 的 吸收 系数 很 小 , 就 可 以 应 用 这 个 公式 ; 这 要 求 在 波长 量 级 
的 距离 上 , 振幅 的 相对 减 小 必须 很 小 ( 即 应 有 yc/w < 1). 上 述 推导 在 本 质 上 
正 是 基于 这 个 假设 , 因为 我 们 在 计算 能 量 耗 散 时 利用 了 无 衰减 声波 的 表达 式 . 
对 于 气体 , 这 个 条 件 实际 上 总 是 满足 的 . 例如 , 我 们 来 考虑 (79.6) 中 的 第 一 项 . 
条 件 7c/w < 和 1 表明 , 应 有 vw/e? & 1. 但 是 , 由 气体 动 理学 理论 可 知 , 气体 的 


(79.5) 


@ 当 声 音 在 一 种 二 相 介质 一 一 乳 状 液 中 传播 时 , 应 当 存在 一 种 特殊 的 吸收 机 理 M.A. 伊 萨 科 维 
奇 , 1948)， 由 于 乳 状 液 两 种 组 元 的 热力 学 性 质 不 同 , 它们 在 声波 通过 时 的 温度 变化 一 般 也 不 同 , 由 此 
产生 的 两 种 组 元 之 间 的 热 交 换 就 导致 一 种 附加 的 吸收 . 由 于 这 种 热 交换 相对 较 慢 , 相对 较 早 就 会 发 生 
显著 的 声色 散 ， 
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运动 黏度 v 的 量 级 相当 于 分 子平 均 自 由 程 1 与 分 子平 均 热 运动 速度 的 乘积 的 
量 级 . 后 者 与 气体 中 的 声速 量 级 相同 , 从 而 v ~ !c. 所 以 , 我 们 有 


vw lw /1 


因为 已 知 ! < 和 (79.6) 中 含有 热 导 率 的 项 也 给 出 同样 的 结果 , 因为 x ~ v. 
对 于 液体 , 如 果 声 吸收 问题 的 上 述 提 法 有 意义 , 则 吸收 系数 小 的 条 件 总 能 
得 到 满足 . 只 有 当 符 性 力 与 物质 受 压缩 时 产生 的 压力 相当 时 ，( 波 长 距离 上 的 ) 
声 吸收 才 会 变 大 . 但 在 这 样 的 条 件 下 , 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 (其 中 两 种 黏度 与 频 
率 无 关 ) 本 身 已 经 不 再 成 立 , 此 时 会 因为 内 摩擦 过 程 而 产生 显著 的 声色 散 @. 
当 存 在 声 吸收 时 , 波 数 与 频率 的 关系 显然 可 以 写 为 


k= = + iaw? (79.8) 
(a 是 (79.6) 中 的 系数 ). 由 此 容易 看 出 , 要 想 考虑 声 吸 收效 应 , 应 当 如 何 修正 声 
波 ( 行 波 ) 方程 . 我 们 指出 , 以 压强 为 例 , 当 不 存在 声 吸 收 时 , 对 p’ = p(x 一 ct) 
可 以 写 出 以 下 形式 的 微分 方程 : 

电工 并 


Or ca 
而 解 为 函数 ei 且 由 (79.8) 确定 的 那个 方程 显然 应 当 写 为 以 下 形式 : 
Op’ 1 8p O2p/ 


Biz™ TH+ (79.9) 
如 果 引 入 变量 7 =t 一 z/c 来 代 换 世 这 个 方程 就 变 为 
ap _ Op 
Br 
即 一 维 热传导 方程 类 型 的 方程 . 该 方程 的 通 解 可 以 写 为 ( 见 851) 
plc = zs /mo -| dr (79.10) 


其 中 ph(7) = p'(0,7). 如 果 声 波 是 在 有 限时 间 间 隔 内 发 出 的 , 则 在 距离 声 源 足 
够 远 的 地 方 , 此 表达 式 变 为 


No lw/ /yar 
Dp (2 = 了 emp 人 人 ar (79.11) 


@ 声音 能 够 被 强烈 吸收 并 且 可 以 用 通常 方法 来 研究 的 一 种 特殊 情况 是 ， 气 体 由 于 一 些 外 因而 具 
有 异常 大 的 热 导 率 (与 黏度 相 比 ). 例如 , 极 高 温度 下 的 辐射 传 热 就 会 导致 这 样 的 情况 ( 见 本 节 习 题 3). 
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换言之 , 远 处 的 波形 由 高 斯 曲线 给 出 . 波 的 宽度 的 量 级 为 (az)!/2, 即 宽度 按 正 
比 于 波 所 通过 的 距离 的 平方 根 的 规律 增 大, 而 波 的 振幅 则 像 z-1/2 那样 减 小 . 
由 此 容易 断定 , 波 的 总 能 量 也 按照 z-Y2 的 规律 减 小 . 
在 球面 波 的 情况 下 , 容易 推导 出 一 些 类 似 的 公式 . 这 时 应 当 注 意 , 对 球面 
波 有 [pdt =0 ( 见 (70.8)). 现在 得 到 的 不 是 (79.11), 而 是 
Zi(m 7) = const . 人 2 5 


了 72 
p (7, 7) = const . 7572 exp (- 否 ) (79.12) 

当 声 波 被 固 壁 反 射 时 , 必定 发 生 强 烈 的 吸收 . 此 现象 的 原因 如 下 (K.F. 赫 
菊 菲 尔 德 , 1938; B.II. 康 斯 坦 丁 诺 夫 , 1939). 

在 声波 中 , 温度 也 像 密度 和 压强 那样 在 其 平均 值 附近 作 周 期 性 振动 . 因此 ， 
在 固 壁 附近 , 即使 流体 的 平均 温度 等 于 壁面 温度 , 在 流体 与 壁面 之 间 也 存在 周 
期 性 变化 的 温差 . 与 此 同时 , 固 壁 的 温度 应 当 等 于 紧 贴 固 壁 的 流体 的 温度 . 于 
是 , 在 紧 贴 固 壁 的 流体 薄 层 内 就 会 形成 很 大 的 温度 梯度 , 温度 会 从 它 在 声波 中 
的 值 迅速 变 为 固 壁 的 温度 值 . 很 大 的 温度 梯度 会 通过 热传导 引起 很 强 的 能 量 
耗 散 . 按照 类 似 的 理由 , 当 声 波 斜 射 至 国 壁 时 , 流体 的 条 性 也 会 引起 强 吸收 . 这 
时 , 声波 中 的 流体 速度 (指向 声波 的 传播 方向 ) 具有 与 壁面 相 切 的 非 零 分 量 . 但 
是 , 壁面 上 的 流体 应 当 完 全 “ 秋 附 ”于 壁面 , 所 以 在 壁面 附近 的 流体 薄 层 内 就 会 
产生 很 大 的 切 向 速度 梯度 @ , 这 样 就 会 出 现 由 黏 性 引起 的 很 强 的 能 量 耗 散 ( 见 
习题 1). 


习 是 

1, 求 声波 受到 固 壁 反射 时 被 吸收 的 能 量 所 占 的 比例 . 假设 园 壁 的 密度 很 大 , 以 至 于 声 
音 实际 上 不 能 穿 进 固 壁 , 还 假设 固 壁 的 热 容 很 大 , 以 至 于 固 壁 的 温度 可 以 视 为 常量 

解 : 取 壁 面 为 平面 z 二 0, 入 射 平面 为 zy 平面 , 设 入 射 角 (等 于 反射 角 ) 为 9. 在 壁面 
的 某 个 点 (例如 点 z= 二 y= 二 0), 入 射 波 密度 变化 为 p1 = Ae-iwt. 反射 波 具 有 相同 的 振幅 ， 
所 以 在 壁面 附近 的 反射 波 中 p2 = pi. 两 者 (入 射 波 和 反射 波 ) 同时 传播 , 流体 密度 的 实际 
变化 为 p' 二 2Aew'. 声波 中 的 流体 迷 度 由 

v1 一 jm, v2 = Fana 

确定 , 所 以 壁面 上 的 合 速度 名 二 D1 十 v2 的 大 小 为 


4 一 W 一 2Asing Se 


@@ 至 于 法 向 速度 分 量 , 则 无 论 流 体 有 无 黏 性 , 边界 条 件 都 要 求 在 壁面 上 该 分 量 为 零 
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(更 确切 地 说 , 在 不 考虑 黏 性 流体 在 固 壁 上 的 准确 边界 条 件 时 才 会 得 到 该 过度 值 ). 在 固 壁 
附近 , 速度 ww 的 实际 变化 由 公式 (24.13) 确定 , 而 由 夭 性 引起 的 能 量 耗 散 则 由 公式 (24.14) 
确定 , 并 且 应 当 用 vv 的 上 述 表达 式 来 替换 这 些 公式 中 的 vo et. 

假如 不 考虑 固 壁 上 的 准确 边界 条 件 , 就 可 以 得 到 温度 对 其 平均 值 ( 即 壁 面 温 度 ) 的 仿 
离 为 ( 见 (64.13)) 
CTH i 

cpp 

然而 , 温度 分 布 其 实 要 通过 求解 热传导 方程 来 确定 , 相应 边界 条 件 为 : 当 z 一 0 时 了 "= 0. 
因此 , 表示 温度 分 布 的 公式 完全 类 似 于 (24.13). 

根据 公式 (79.1) 中 的 第 一 项 计算 热传导 的 能 量 耗 散 , 从 而 得 到 单位 面积 壁面 上 的 总 能 


量 耗 散 : 
万 -A [wx (人 一 + Vrsin?g| ， 


从 入 射 波 投 射 到 单位 面积 壁面 上 的 平均 能 流 密 度 为 


T=24 


3 
ey se 
cpuft cos0 2 cosD. 


因此 , 反射 时 被 吸收 的 能 量 所 占 比例 为 
2V2w [vsin?o+ Vx ( 生 = 1!) . 


ccos0 


该 表达 式 仅 当 它 的 值 很 小 时 才 是 正确 的 (在 推导 过 程 中 已 经 假设 入 射 波 与 反射 波 的 振幅 相 
同 ). 这 个 条 件 意味 着 , 入 射 角 9 不 应 过 于 接近 T/2. 

2. 求 声音 在 柱 形 管道 中 传播 时 的 吸收 系数 . 

解 : 大 部 分 声 吸收 是 因为 存在 管 壁 而 导致 的 . 吸收 系数 7 等 于 单位 时 间 内 在 单位 长 度 
管 壁 上 所 消耗 的 能 量 除 以 两 售 的 通过 管道 模 截 面 的 总 能 流 . 与 习题 1 中 的 计算 类 似 , 结果 
为 (RR 是 管道 半径 ) 





_ VW Cp 
[rw 
3. 求 声音 在 极 高 热 导 率 介质 中 传播 时 的 色散 关系 . 
解 : 当 热 导 率 很 大 时 , 声波 中 的 流动 不 是 绝热 的 . 所 以 , 现在 用 方程 


1 .2 
8 一 元 AT (1) 
(没有 黏 性 项 的 方程 (49.4) 的 线性 化 形式 ) 来 代 闪 等 炉 条 件 . 取 
PF = Ap (2) 


为 第 二 个 方程 , 从 方程 (64.2), (64.3) 消去 v 即 可 得 到 这 个 方程 . 取信 和 T' 为 基本 变量 ， 
我 们 把 p' 和 s' 写 为 以 下 形式 : 


人 的 的 和 的 的 
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把 这 些 表达 式 代 入 (1) 和 (2), 然后 寻求 与 eilkr -ob 成 正比 的 T',p'. 这 样 就 得 到 关于 pp 
和 T' 的 两 个 方程 , 其 相 容 条 件 可 以 化 为 以 下 形式 (应 用 了 热力 学 量 导数 之 间 的 一 些 已 知 


关系 式 ): ee le 

4_12( 内 也 1 - 

大 忆 ( 乞 + 迷 ) + 区 0, (3) 
而 这 就 确定 了 所 求 的 忆 对 w 的 依赖 关系 . 这 里 引入 了 记号 


4 的 ， 4- 的 -3 
(7 为 热 容 比 cp/cv). 


在 低频 极限 下 (w 安 c/X), 方程 (3) 给 出 


这 时 , 声音 以 通常 的 “绝热 速度 ”ce 传播 We 即 (79.6) 中 的 第 二 项 , 是 小 量 . 这 
是 理 所 应 当 的 , 因为 条 件 w < cz/x 表明 , 热量 在 一 个 周期 的 时 间 内 仅 能 传递 VX/w 量 级 
的 距离 ( 见 (51.7)), 而 该 距离 远 小 于 波长 c/w. 

反之 , 在 高 频 极 限 下 , 从 (3) 求 出 





= 一 - < CT _(c2 一 oz). 


cr 2 

这 时 , 声音 以 “等 温带 度 ” cr 传播 ( 它 总 是 小 于 cs). 吸收 系数 仍 是 小 量 (与 波长 的 倒数 相 
比 ), 它 与 频率 无 关 , 与 热 导 率 成 反比 中 . 

4, 设 声 音 在 两 种 物质 的 混合 物 中 传播 , 求 由 扩散 引起 的 附加 声 吸收 (于 .T. 沙 波 什 尼 
科 夫 和 3.A. 划 尔 德 贝 格 , 1952). 

解 : 在 混合 物 中 有 一 种 附加 的 声 吸收 源 , 因为 在 声波 中 出 现 的 温度 梯度 和 压强 梯度 会 
导致 不 可 北 的 热 扩 散 过 程 和 压强 扩散 过 程 (但 是 质量 浓度 梯度 以 及 由 此 导致 的 纯 扩 散 显然 
不 会 出 现 ), 这 种 声 吸 收 由 炉 交 化 率 公式 (59.13) 中 的 一 项 


_1 /% 
7pD (器 ) _/ ?dy 
给 出 (我 们 在 这 里 用 字母 C 表示 浓度 ,以 区 别 于 声速 c). 扩散 流 为 


i=—pD (等 vr+ 和 vp) 


@ 方程 (3) 是 局 的 二 次 方程 , 它 的 第 二 个 根 对 应 着 随 xz 增 大 而 迅速 衰减 的 “ 热 波 ". 在 wx << 名 


的 极限 情况 下 , 这 个 根 给 出 
大 一 旗 = (1 十 ER 
它 与 (52.15) 一 致 . 在 wx > e2 的 情况 下 可 以 得 到 


k=(1+i) />>. 


2xcp 
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其 中 kp 由 (59.10) 给 出 . 进一步 计算 与 正文 中 的 计算 类 似 , 其 中 会 利用 热力 学 量 导 数 之 间 
的 一 些 关 系 式 , 这 给 出 以 下 结果 : 在 吸收 系数 的 表达 式 (79.6) 中 应 添加 一 项 


(的) 

Ou 8C pT cp \OT pC 20C pT 

2cp2 
oc pT 


5, 设 声 音 被 一 个 半径 远 小 于 V2/w 的 小 球 所 吸收 , 求 它 的 有 效 吸收 藏 面 

解 ; 总 吸收 由 气体 的 恭 性 效应 和 热传导 效应 组 成 . 前 者 取决 于 声波 中 的 运动 气体 绕 小 
球 流动 时 斯 托 克 斯 摩擦 力 的 功 ( 同 878 习题 3 一 样 , 假设 小 球 不 因此 力作 用 而 运动 ). 后 者 
取决 于 单位 时 间 内 从 气体 传 给 小 球 的 热量 gq (878 习题 3): 如 果 (距离 小 球 很 远 的 ) 气体 与 
小 球 之 间 的 温度 差 为 T', 则 为 传递 热量 q 而 导致 的 能 量 耗 散 为 gT'/T. 对 于 总 有 效 吸收 


截面 , 可 以 得 到 
二 +ax (名 -1)| , 


c 
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茜 性 影响 声波 的 最 有 趣 的 一 种 表现 是 , 当 存在 固体 障碍 物 或 固 壁 时 , 在 驻 
声波 中 会 产生 定常 有 旋 流 . 这 种 流动 ( 称 为 声 流 ) 是 在 声波 振幅 的 二 级 近似 下 
出 现 的 , 其 特征 在 于 , 尽管 这 种 流动 本 身 恰恰 一 定 是 因为 夭 性 才 出 现 的 , 其 中 
(在 固 壁 附近 的 流体 薄 层 之 外 ) 的 运动 速度 却 与 黏度 无 关 ( 瑞 利 , 1883). 

当 问 题 的 特征 长 度 (障碍 物 或 流动 区 域 的 尺寸 ) 远 小 于 声波 波长 和 并 且 
远大 于 在 8 24 中 引入 的 符 性 波 穿 透 深 度 5 = V2v/w 时 , 即 当 


入 交 1 交 6 (80.1) 


时 , 声 流 的 性 质 能 够 以 最 典型 的 形式 表现 出 来 . 

根据 后 一 个 条 件 , 在 流动 区 域 中 可 以 划分 出 一 个 很 罕 的 声 边 界 层 , 其 中 的 
速度 从 声波 中 的 值 降低 到 固 壁 上 的 零 值 . 因为 声 边界 层 中 的 气体 速度 远 小 于 
声速 (声波 中 的 气体 速度 也 是 这 样 ), 而 它 的 特征 长 度 一 一 厚度 6 一 一 远 小 于 入 
(与 条 件 (10.17) 进行 对 比 ), 所 以 声 边界 层 中 的 流动 可 以 视 为 不 可 压缩 的 ， 

我 们 来 研究 平面 固 壁 (zz 平面 ) 附近 的 声 边界 层 , 并 且 认 为 流动 是 平面 的 
一 一 流动 发 生 于 zy 平面 内 (H. 施 利 希 廷 , 1932). 在 839 中 描述 了 针对 边界 层 
厚度 很 小 而 提出 的 近似 方法 , 这 种 近似 也 适用 于 这 里 所 研究 的 非 定常 流 . 非 定 
常 性 仅仅 导致 在 普 朗 特 方程 (39.5) 中 出 现 对 时 间 的 导数 : 








=0 一 十 二 (80.2) 
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(我 们 已 经 利用 方程 (9.3) 把 导数 dp/dx 通过 边界 层 之 外 的 流动 速度 U(z, 加 
表示 出 来 ),， 这 时 ， 

U = vocoskrcoswt = vocos kz. Ree-iot (80.3) 


(k= 二 w/c) 对 应 着 频率 为 w 的 平面 驻 声 波 . 我 们 通过 流 函 数 y(z,y, 旭 来 表示 
声 边 界 层 中 的 待 求 速度 wx: 


连续 性 方程 (39.6) 此 时 自动 得 到 满足 . 
既然 声波 中 的 气体 振动 速度 vo 是 小 量 , 我 们 就 采用 对 vo 的 逐 级 近似 法 
来 求解 方程 (80.2). 在 一 级 近似 下 , 我 们 完全 忽略 二 次 项 . 满足 方程 


ao 82u 册 ) 
Ot "Oy 


以 及 y=0 和 y= oo 处 的 所 需 边 界 条 件 的 解 为 


vt) = Relvo cos kz .eriwt(1 一 e—*Y)], 


—iwt 





= 一 io cos kr:e 


其 中 | 
x= -~ 三 - (80.4) 


相应 的 流 函 数 为 ( 它 满足 y = 0 处 的 条 件 wtD = 0, 这 等 价 于 v9) = 0) 





yp = Relvo cos kz Gy) e -ij，《 台 ) (y) = y+ nd (80.5) 


在 下 一 级 近似 下 , 我 们 写 出 w = wD + w(2), 再 从 (80.2) 得 到 速度 v2) 的 


Duob) 29(2) DT (1) Ow ( ) au) 
2 2 2 1 2 
Be "Va Us Wt Bo We py 
在 右 侧 包含 频率 为 w+w= 2w 和 w 一 w =0 的 项 . 后 者 导致 在 wt2) 中 出 现 与 
时 间 无 关 的 项 , 这 些 项 正好 描述 我 们 所 关心 的 定常 运动 . v2 在 下 面 将 只 表示 
这 部 分 速度 . 我 们 把 与 此 相应 的 流 函 数 写 为 





(80.6) 


动 (2 = 加 sin 2kz - C(2) (y), (80.7) 
并 且 得 到 函数 C3(y) 的 方程 


nr 1 1 4 1 4 
8060" = — TKO + sRe( De), (80.8) 


。 352 . 第 八 章 声音 


其 中 撒 号 表示 对 y 求 导 . 

这 个 方程 的 解 应 当 满 足 条 件 〈(2)(0) = 0，C2 (0) = 0, 这 等 价 于 要 求 在 固 
壁 上 v2 = v2 = 0. 至 于 远离 壁面 处 的 条 件 , 则 可 以 仅仅 要 求 速度 v2) 趋 于 
有 限 值 (但 不 趋 于 零 ). 把 (80.5) 代入 (80.8) 并 积分 两 次 , 对 导数 C(2) 得 到 以 
下 结果 : 


ON Ls -yin lovycos tid ey /od snd 
6 (y) 8 B® e sin 一 e cos + 本 (eos sin 池 ). 


当 y 一 oo 时, 它 趋 于 值 


C2 (co) = 3 (80.9) 
相应 速度 为 > 
v2 (00) = 2 sin 2kz. (80.10) 


这 个 结果 证 明了 在 本 节 一 开始 就 指出 的 现象 . 我 们 看 到 , 在 声 边 界 层 之 外 
(在 对 vo 的 二 级 近似 下 ) 出 现 定常 运动 , 其 速度 与 黏度 无 关 . 在 确定 基本 运动 
区 域 中 的 声 流 时 , 速度 值 (80.10) 用 于 提出 边界 条 件 (参看 习题 )Q. 


习 题 


设 两 块 平行 平板 (平面 3=0 和 3 = 站 之 间 的 区 域 中 有 驻 声 波 (80.3), 平板 之 间 的 距 
离 h (起 特征 长 度 1 的 作用 ) 满足 条 件 (80.1), 求 其 中 的 声 流 ( 瑞 利 , 1883). 

解 : 因为 所 求 定常 流动 的 速度 v(2) 远 小 于 声速, 所 以 可 以 认为 该 流动 是 不 可 压缩 流 . 
此 外 , 因为 假设 驻 声 波 中 的 速度 vo 足够 小 (同时 v(2) ~ 启 /c), 所 以 在 运动 方程 中 可 以 息 
略 二 次 项 四 . 于 是 , 流 函 数 方程 (15.12) 化 为 

PY 
2p2) {0 .0, (2) 一 
A2y = (部 + 部) $2 =0 
(我 们 指出 , 它 来 自 黏 性 项 , 但 禹 度 本 身 已 经 不 再 出 现 ). 寻求 形 如 (80.7) 的 解 . 根据 条 件 
六 全 N 对 2 的 导数 远大 于 对 z 的 导数 ,忽略 后 者 , 就 得 到 5(2)(8) 的 方程 


《0 oun 0. (1) 


@ 与 纵向 速度 (80.10) 相应 的 横向 速度 为 


2 
v2) a 3v0k 
4c 


在 解决 声 边界 层 之 外 的 流动 问题 时 ， 如 果 在 y = 0 处 提出 边界 条 件 v(2) = 0, 该 速度 就 会 因 连续 性 方 
程 而 自动 出 现 . 
@ 换言之 , 假设 比值 voyc 远 小 于 问题 中 的 所 有 其 余 小 参数 .特别 地 , vo/e 妃 56/h. 


Ycos2kr 尺 v2) a 
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根据 问题 的 对 称 性 , 流动 显然 相对 于 平面 y 二 hh/2 对 称 . 这 意味 着 
ve (z, y) = wD (z, hy), vz, y) = -vo, ho—y), 


于 是 应 有 
Cy) = 一 0) (一 切 ， 


3 
‘oO =A4(y- 4) +B(y- 各 ) . 
常量 A 和 B 可 由 边界 条 件 确 定 ; 


C0) =0, 6 (0) = 


方程 (1) 的 这 样 的 解 为 


结果 得 到 流 函 数 的 表达 式 


3 
909- 站 smzo|-(v-)+ 95 疙 | 
由 此 求 出 最 终 的 速度 分 布 公式 


(2) 308 _ 3(y —h/2)? 
Uy 16c sin 2kz pp 一 735 


呆 - 区 oo- 处 - 晤 多 | 





迷 度 ul2) 在 距离 平板 (1 一 3-1/2)hh/2 的 位 置 改 变 符号 ， 
这 些 公 式 所 描述 的 流动 由 两 列 涡 组 成 , 它们 相对 于 中 间 平 面 y= 有 /2 对 称 , 并 且 沿 z 
轴 具 有 周期 和 /2. 
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第 二 黏度 5 和 黏度 ” 通常 具有 同样 的 量 级 , 但 是 也 存在 ¢ 远大 于 9 的 
情况 9 我们 知道 ,第 二 黏度 的 作用 体现 在 伴随 有 流体 体积 ( 即 密度 ) 变化 的 
过 程 中 . 在 压缩 或 膨胀 过 程 中 , 就 像 在 任何 另外 一 种 使 状态 急剧 变化 的 过 程 中 
一 样 , 流体 中 的 热力 学 平衡 受到 破坏 , 所 以 在 流体 中 会 发 生 一 些 内 部 过 程 , 它 
们 趋 于 恢复 这 种 平衡 . 通常 , 这 些 过 程 如 此 之 快 ( 即 其 弛 豫 时 间 如 此 之 短 ), 以 
至 于 随 着 体积 的 变化 , 平衡 几乎 立刻 就 得 以 恢复 . 当然 , 这 种 变化 的 速度 不 能 
过 大 . 


@ 第 二 黏度 (体积 黏度 ) 的 实验 数据 非常 少 . 利用 近来 发 展 起 来 的 声 谱 仪 技术 有 望 解决 液体 第 二 
黏度 的 测量 问题 ， 见 : Dukhin A.5., Goetz P.J. Bulk viscosity and compressibility measurement using 
acoustic spectroscopy. J. Cherm, Phys. 2009, 130: 124519. 例如 , 对 于 水 (25°C), ¢ = 2.77. 译 者 
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也 存在 一 些 过 程 ， 其 恢复 平衡 的 弛 鸳 时 间 很 长 即 过 程 进行 得 相对 较 慢 . 
于 是 , 如 果 考 虑 由 几 种 物质 的 混合 物 组 成 的 流体 , 并 且 这 些 物质 之 间 可 以 发 生 
化 学 反应 , 则 对 于 任何 给 定 的 密度 和 温度 都 存在 一 种 确定 的 化 学 平衡 态 , 它 是 
由 混合 物 中 的 确定 的 物质 浓度 来 表征 的 . 例如 , 如 果 压 缩 流 体 , 平衡 状态 就 会 
受到 破坏 , 化 学 反应 从 而 开始 进行 , 结果 导致 这 些 物 质 的 浓度 趋 于 与 新 的 密度 
值 (和 温度 值 ) 相对 应 的 平衡 值 . 如 果 这 种 反应 进行 得 不 是 足够 快 , 则 平衡 的 恢 
复 也 相对 较 慢 , 这 样 就 来 不 及 随 着 压缩 过 程 的 进行 立刻 恢复 平衡 , 于 是 , 压缩 
过 程 将 与 趋 于 平衡 态 的 内 部 过 程 同时 发 生 . 但 是 , 建立 平衡 的 过 程 是 不 可 逆 过 
程 , 它们 伴随 着 焙 增 , 因而 也 伴随 着 能 量 耗 散 . 因此 , 如 果 这 些 过 程 的 弛 耶 时 间 
很 长 , 流体 在 压缩 或 膨胀 时 就 会 有 相当 大 的 能 量 耗 散 , 又 因为 这 种 能 量 耗 散 应 
当 取 决 于 第 二 黏度 , 我 们 就 得 到 ¢ 很 大 的 结论 @. 

耗 散 过 程 的 强度 以 及 值 , 当然 取决 于 压缩 或 膨胀 过 程 的 速率 与 弛 瑰 时 
间 之 间 的 关系 . 例如 , 如 果 讨 论 由 声波 引起 的 压缩 或 膨胀 , 第 二 娇 度 就 依赖 于 
波 的 频率 . 因此 , 第 二 黏度 值 不 仅 是 表征 所 给 物质 的 一 个 常量 , 它 本 身 还 依赖 
于 表现 出 这 种 黏 性 性 质 的 运动 所 具有 的 频率 . 量 ¢ 对 频率 的 依赖 关系 称 为 它 
的 色散 , 

下 面 阐述 的 用 来 研究 所 有 这 些 现象 的 一 般 方法 ， 是 由 AI.U. 曼 德 尔 施 塔 
姆 和 M.A. 列 昂 托 维 奇 在 1937 年 提出 的 . 

设 € 是 表征 物体 状态 的 茶 个 物理 量 , 名 是 它 在 平衡 态 下 的 值 ; 6 是 密度 和 
温度 的 函数 . 例如 , 对 于 混合 流体 , 量 上 可 以 是 一 种 物质 的 浓度 , 而 名 则 是 化 
学 平衡 态 下 的 相应 浓度 值 . 

如 果 物 体 不 处 于 平衡 态 , 量 上 就 会 随时 间 而 变化 , 并 趋 于 值 名. 在 近 平衡 
态 下 , 差 值 € 一 很 小 , 于 是 可 以 把 & 的 变化 率 & 按 此 差 值 展 开 为 级 数 . 在 这 
个 展开 式 中 没有 零 阶 项 , 因为 在 平衡 态 下 , 即 当 上 = 名 时 , & 应 为 零 . 所 以 , 准 
确 到 一 阶 项 , 有 


=—(€—é&). (81.1) 


与 € 一 &0 之 间 的 比例 系数 必须 为 负 值 , 否则 & 将 不 趋 于 有 限 的 极限 值 . 正 值 
常量 7 具有 时 间 的 量 纲 , 因而 可 以 视 为 该 过 程 的 弛 殉 时 间 ; 7 越 大 , 趋 于 平衡 
的 过 程 进行 得 越 慢 . 

下 面 , 我 们 来 研究 流体 的 周期 性 绝热 @ 压缩 和 膨胀 过 程 , 并 且 密 度 (和 其 
他 热力 学 量 ) 的 变化 部 分 对 时 间 的 依赖 关系 可 以 通过 因子 e-iwt 来 表示 . 这 里 


@ 能 量 从 分 子 的 平 动 自由 度 向 (分 子 内 部 的 ) 振动 自由 度 传递 的 过 程 , 经 常 也 是 缓慢 过 程 并 导致 
¢ 值 很 大 . 
@ 粹 的 变化 (在 近 平衡 态 下 ) 是 二 阶 小 量 ， 因 此 , 准确 到 一 阶 小 量 时 可 以 讨论 绝热 过 程 . 
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讨论 流体 中 的 声波 . 平衡 位 置 也 与 密度 以 及 其 他 物理 量 一 起 变化 , 所 以 &0 可 
以 写 为 名 = 6oo 十 总 的 形式 , 其 中 6oo 是 6 的 不 变 部 分 , 它 对 应 着 密度 的 平均 
值 , 而 总 是 正比 于 eri 的 周期 性 变化 部 分 , 把 & 的 真实 值 写 为 


€ = é00 +&, 
则 由 方程 (81.1) 看 出 , 6 也 是 时 间 的 周期 函数 , 它 与 6 的 关系 为 


& = (81.2) 

我 们 来 计算 该 过 程 中 压强 对 密度 的 导数 . 现在 , 压强 应 当 视 为 密度 和 量 & 

在 所 讨论 状态 下 的 值 的 函数 . 它 也 是 焕 的 函数 , 但 为 简单 起 见 , 我 们 省 略 掉 这 
个 参量 , 因为 已 经 假设 炉 为 常量 . 我 们 有 


多 - (名 ) + (名) 要 
Op Op je 0€), pp 


小- 1 2&__ 1 6 
ap Bp 1-iorap8p 1-iwr Op 


按照 (81.2), 把 








代入 此 式 , 得 到 
的 的 区 -的 
如 果 过 程 进行 得 足够 慢 , 以 至 于 流体 始终 处 于 平衡 态 , 则 表达 式 
的 -全 多 


正好 是 p 对 p 的 导数 , 把 该 导数 记 为 (Gp/6p)eq, 最 后 得 到 


| 
| 0 ( 动 | se 


然后 , 设 po 是 热力 学 平衡 态 下 的 压强 . po 与 其 他 热力 学 量 的 关系 由 流体 
的 状态 方程 给 出 , 它 在 密度 和 灶 给 定 后 是 完全 确定 的 量 . 非 平衡 态 下 的 压强 p 
不 等 于 po, 它 还 是 & 的 函数 . 如 果 ip 是 绝热 过 程 中 的 密度 增 量 , 则 平衡 压强 


的 增 量 为 
的 
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而 总 的 压强 增 基 为 (8p/8p)ip, 其 中 8p/8p 由 公式 (81.3) 确定 . 所 以 , 在 密度 为 
p 十 5p 的 状态 下 , 真实 压强 与 平衡 压强 之 差 p 一 po 等 于 


的 jj- 的 -的 > 
我 们 在 这 里 关心 由 流动 导致 的 密度 变化 , 所 以 ip 与 速度 的 关系 由 连续 性 


方程 给 出 , 其 形式 为 
Te +pdivv =0, 


其 中 d/dt 表示 对 时 间 的 全 导 才 在 周期 运动 中 我 们 有 d5p/dt = 一 jw 5p, 所 以 
ip = 二 divv. 
把 此 式 代 入 p 一 po 的 表达 式 , 得 到 


2 一 = 一 一 一 一 (co 一 cz ) divo, (81.4) 


的 的， mn 
其 意义 将 在 下 面 解释 . 


为 了 找到 这 些 表 达 式 与 流体 黏度 之 间 的 关系 , 我 们 写 出 应 力 张 量 oi. 在 
这 个 张 量 中 , 压强 是 以 -pz6ix 的 形式 出 现 的 . 由 此 减 去 由 状态 方程 确定 的 压强 
po,; 我 们 发 现 , 在 非 平衡 状态 下 , oix 含有 一 个 附加 项 


其 中 已 经 引入 记号 





—(p — po)6ix = ] 一 (cz 一 C2)6in div wv. 


男 一 方面 , 在 应 力 张 量 的 一 般 表 达 式 (15.2) 和 (15.3) 中 , divv 以 “div 的 形 
式 出 现 . 通过 对 比 , 我 们 得 出 结论 : 为 建立 平衡 而 出 现 慢 过 程 , 在 宏观 上 等 价 于 
存在 值 为 





$= 有 — jwr (coo — 00) 人 
的 第 二 黏度 . 这 些 过 程 不 影响 普通 黏度 m. 当 过 程 慢 到 使 wr & 1 时 , ¢ 等 于 
Go = Tp(coo — 00). (81.7) 


5 随 弛 豫 时 间 r 的 增 大 而 增 大 , 这 与 上 述 结果 一 致 . 当 频 率 很 大 时 , 上 是 频率 的 
函数 , 即 此 时 出 现 色 散 . 
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现在 研究 弛 阶 时 间 很 长 的 过 程 (为 明确 起 见 , 讨论 化 学 反应 ) 如 何 影响 声 
音 在 流体 中 传播 的 问题 . 为 此 , 可 以 从 黏 性 流体 的 运动 方程 出 发 , 且 ¢ 由 公式 
(81.6) 给 出 . 但 是 , 更 简便 的 做 法 是 在 形式 上 认为 运动 不 受 黏 性 影响 , 但 压强 p 
不 是 由 状态 方程 给 出 , 而 是 由 上 面 的 公式 给 出 . 于 是 , 在 形式 上 仍然 可 以 应 用 
864 中 的 一 些 一 般 关 系 式 . 例如 , 波 数 与 频率 的 关系 仍然 由 公式 上 = w/c 给 出 ， 
其 中 c= (6p/8/p)'/2, 而 导数 8p/B8p 现在 用 (81.3) 表示 . 不 过 , 量 c 现在 已 经 
没有 声速 的 意义 , 原因 之 一 在 于 它 是 复数 . 因此 , 我 们 得 到 


(81.8) 


由 这 个 公式 给 出 的 “ 波 数 ” 是 复数 . 容易 解释 这 种 结果 的 意义 . 在 平面 波 
中 , 所 有 的 量 都 通过 因子 eiks 依赖 于 坐标 z (z 轴 指 向 传播 方向 ). 把 大 写 为 
k= ki 十 ikz 的 形式 , 其 中 局 和 ks 为 实数 , 我 们 得 到 eikz = eiti?e-k2z, 即 除 了 
周期 因子 eitz, 还 有 阻尼 因子 ez (ks 当然 必须 为 正 ). 因此, 复 波 数 在 形式 
上 表示 波 的 衰减 , 即 存在 声 吸 收 . 此 时 , 复 波 数 的 实 部 给 出 波 的 相位 随 距 离 的 
变化 , 而 虚 部 是 吸收 系数 . 

不 难 分 离 (81.8) 的 实 部 和 虚 部 . 在 一 般 情况 下 , 对 于 任意 的 w, 我 们 不 打 
算 写 出 所 和 kz 的 表达 式 , 因为 它们 相当 宛 长 . 重要 之 处 在 于 , hi (和 kp) 是 频 
率 的 函数 . 因此 , 如 果 流 体 中 能 够 发 生化 学 反应 , 则 足够 高 频 声 音 的 传播 会 伴 
有 色散 . 

在 低频 极限 下 (wr < 1), 公式 (81.8) 在 一 级 近似 下 给 出 有 = w/co, 即 声音 
以 速度 co 传播 . 这 是 理 所 应 当 的 : 条 件 wr < 1 表明 , 声波 的 周期 1/w 远大 于 
弛 豫 时 间 , 换言之 , 在 声波 中 , 化 学 平衡 能 够 随 着 密度 的 变化 而 几乎 立刻 建立 
起 来 . 所 以 , 声速 应 当 由 导数 平衡 值 (6p/6p)ea 确定 . 在 下 一 级 近似 下 , 我 们 有 


人 到 + -6@), (81.9) 


这 时 出 现 衰 减 ， a 利用 (81.7), 我 们 可 以 把 的 虚 
部 写 为 ko = wz6o/2pcg 的 形式 , 这 与 吸收 系数 7 的 公式 (79.6) 中 与 ¢ 有 关 的 
部 分 一 致 , 而 在 得 到 此 公式 时 并 未 考虑 色散 . 

在 相反 的 高 频 极 限 下 (wr 六 1), 在 一 级 近似 下 有 = w/coo, 即 声音 以 速 
度 cuo 传播 . 这 也 是 一 个 自然 的 结果 , 因为 当 wr 交工 时 可 以 认为 , 在 一 个 周期 
的 时 间 内 根本 来 不 及 发 生化 学 反应 . 所 以 , 声音 的 传播 速度 应 当 由 浓度 不 变 时 
所 取 的 导数 (8p/ap)e 来 确定 . 在 下 一 级 近似 下 , 我 们 有 


,co-% 
pe (81.10) 
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吸收 系数 与 频率 无 关 . 当 w 从 w< 和 1/r 变化 到 w > 1/T 时 , 吸收 系数 单调 增 
大 到 由 公式 (81.10) 给 出 的 常量 值 . 我 们 指出 , 量 kp/ki 表征 一 个 波长 距离 上 的 
声 吸收 , 此 量 在 上 述 两 种 极限 下 都 是 小 量 (ks/k1 < 1); 它 在 某 个 中 间 频 率 下 有 
最 大 值 (此 时 wr = Veo/coo). 

例如 , 仅 由 公式 (81.7) 即 可 看 出 


ceo > c0 (81.11) 


(因为 必 有 < > 0). 利用 基于 勒 夏 不 列 原理 的 一 些 简单 推理 也 可 得 到 同样 的 
结果 . 

假设 在 某 种 外 部 作用 的 影响 下 系统 的 体积 减 小 (密度 则 增 大 ). 系统 因此 
偏离 平衡 态 , 但 根据 勒 夏 趟 列 原理 , 在 系统 中 应 当 出 现 使 压强 趋 于 减 小 的 过 程 . 
这 表示 , 量 9p/8p 将 减 小 , 并 且 当 系统 重新 加 到 平衡 态 时 , 9p/6p = c2 的 值 将 
小 于 它 在 非 平衡 态 下 的 值 . 

在 推导 所 有 上 述 公式 的 时 候 , 我 们 曾经 假设 只 存在 一 种 缓慢 的 内 部 弛 玉 
过 程 . 几 种 不 同 的 这 种 过 程 也 可 能 同时 发 生 , 并 且 所 有 公式 都 不 难 推广 到 这 样 
的 情形 . 我 们 将 有 一 系列 表征 系统 状态 的 量 &1, 名 , …, 而 不 再 是 一 个 量 &, 并 
且 有 一 系列 相应 的 弛 耶 时 间 mi 72,.…. 我 们 这 样 选择 量 &,, 使 每 一 个 导数 所 
仅 依 赖 于 相应 的 &, 即 


外 = 一 二 多 一 如) (81.12) 
与 前 面 完 全 类 似 的 计算 给 出 公式 
wy Cn 
c2 BD (81.13) 


其 中 cz_ = (Bp/B8p)e, 而 常量 an 等 于 
二 三 效 ( 乱 ) . (81.14) 


如 果 只 有 一 个 量 &, 此 公式 当然 就 变 为 公式 (81.3). 


@ 见 第 五 卷 522. 一 一 译 者 
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当 流 动 速度 接近 或 超过 声速 时 ,与 流体 可 压缩 性 有 关 的 一 些 效应 变 得 最 
为 重要 . 在 涉及 气体 的 实际 应 用 中 必须 研究 这 种 运动 , 所 以 高 速 流体 动力 学 通 
常 称 为 气体 动力 学 . 

首先 应 当 指 出 , 气体 动力 学 一 般 涉 及 非常 大 的 雷诺 数 . 其 实 , 由 气体 动 理 
学 理论 可 知 , 气体 运动 秋 度 的 量 级 是 分 子平 均 自 由 程 ! 与 分 子 热 运动 平均 速度 
的 乘积 , 而 热 运动 平均 速度 与 声速 c 具有 同样 的 量 级 , 所 以 v ~ cl. 如 果 气 体 
动力 学 问题 的 特征 速度 与 声速 量 级 相当 或 更 大 , 则 雷诺 数 Re ~ Lu/v ~ Luflc, 
其 中 显然 包含 一 个 非常 大 的 比值 一 一 特征 长 度 工 与 平均 自由 程 ! 之 比 @. 通 
常 而 言 , 当 Re 非常 大 时 , 系 性 在 整个 区 域内 基本 上 都 对 气体 运动 没有 重要 影 
响 , 所 以 我 们 在 下 面 将 处 处 (除了 特别 说 明 的 某 些 位 置 ) 把 气体 看 做 理想 流体 . 

气流 的 性 质 取 决 于 它 是 亚 声 速 的 还 是 超声 速 的 ， 即 取决 于 流速 小 于 声速 
还 是 大 于 声速 , 这 大 有 区 别 . 在 超声 速 气流 中 可 能 出 现 激 波 @, 这 是 超声 速 气 
流 最 重要 的 本 质 特性 之 一 . 我 们 将 在 以 下 各 节 中 详细 研究 激 波 的 性 质 , 本 节 研 
究 超声 速 气流 的 另 一 种 特性 , 它 与 小 扰动 在 气体 中 传播 的 性 质 有 关 . 

如 果 作 定常 运动 的 气体 在 任意 某 个 位 置 受到 微弱 的 扰动 则 该 扰动 的 影 
响 然后 会 以 声速 (相对 于 气体 本 身 ) 沿 气体 传播 . 扰动 相对 于 静止 坐标 系 的 传 
播 速度 由 两 部 分 县 加 而 成 : 其 一 , 扰动 与 速度 为 v 的 气流 一 起 移动 ; 其 二 , 扰 


@ 我 们 不 考虑 物体 在 极 稀 落 气体 中 运动 的 问题 , 在 极 稀薄 的 气体 中 , 分 子平 均 自由 程 与 物体 尺寸 
是 相当 的 ， 这 种 问题 在 本 质 上 不 是 流体 动力 学 问题 , 应 当 用 气体 动 理学 理论 进行 研究 . 
@@ 也 称 为 冲击 波 . 一 一 译 者 
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动 相对 于 气体 以 速度 c 向 某 个 方向 n 传播 . 为 简单 起 见 , 我 们 来 研究 具有 恒定 
速度 wv 的 均匀 气流 . 设 气体 在 某 点 O (空间 中 的 静止 点 ) 受到 小 扰动 . 来 自 点 
O 的 扰动 (相对 于 静止 坐标 系 ) 的 传播 速度 v + cn 在 单位 矢量 n 指向 不 同方 
向 时 也 各 不 相同 . 从 点 O 引 矢量 w 并 以 其 端点 为 球 心 作 半 径 为 e 的 球面 , 我 
们 就 得 到 传播 速度 的 所 有 可 能 的 值 . 从 O 到 该 球面 上 各 点 的 矢量 即 给 出 扰动 
传播 速度 的 可 能 的 大 小 和 方向 . 我 们 首先 假设 v < c, 则 矢量 w+ cn 在 空间 中 
可 以 有 任意 方向 (图 50 (a)). 换言之 , 在 亚 声速 气流 中 , 来 自 某 一 点 的 扰动 最 终 
会 传播 到 气体 中 的 每 一 点 . 反之, 从 
图 50 (b) 可 见 , 在 超声 速 气流 中 v>c， 
矢量 w+ cn 的 方向 只 能 位 于 以 O 为 
顶点 的 圆锥 之 内 , 这 个 圆锥 与 以 矢量 
2 的 端点 为 球 心 的 球面 相 切 . 设 圆锥 
顶 角 为 2a 则 由 图 可 见 : 


c 
ina = —. 2. 
sina 一 了 (82.1) 


因此 , 在 超声 速 气流 中 , 来 自 某 一 点 的 扰动 只 能 在 一 个 圆锥 之 内 向 下 游 传播 ， 
并 且 比 值 cfv 越 小 , 圆锥 顶 角 就 越 小 . 点 O 的 扰动 完全 不 影响 该 圆锥 以 外 的 
流动 . 

由 等 式 (82.1) 确定 的 角 称 为 马赫 角 . 比值 vc 在 气体 动力 学 中 经 常 出 现 ， 
称 为 马赫 数 : 





(9 
图 50 


三 =. (82.2) 


来 自 一 个 给 定点 的 扰动 所 达到 的 区 域 的 边界 面 称 为 马赫 面 或 特征 面 . 

在 任意 定常 气流 的 一 般 情况 下 ， 马 赫 面 在 整个 流动 区 域内 已 经 不 是 圆锥 
面 . 但 是 仍然 可 以 断定 , 马赫 面 与 通过 该 曲面 上 任意 一 点 的 流 线 之 间 的 夹 角 等 
于 马赫 角 . 在 不 同 的 点 , 马赫 角 的 数值 随 速度 v 和 e 的 变化 而 变化 . 

这 里 顺便 强调 , 在 高 速 气流 中 , 不 同位 置 的 声速 是 不 同 的 , 它 与 各 热力 学 
量 (压强 、 密度 等 ) 一 起 变化 , 所 以 声速 是 热力 学 量 的 函数 @. 我 们 把 作为 坐标 
函数 的 声速 称 为 当地 声速 . 

超声 速 气流 的 上 述 性 质 , 使 这 种 流动 的 特性 与 亚 声速 气流 完全 不 同 . 如 果 
亚 声 速 气流 遇 到 任何 障碍 物 , 例如 绕 任 何 物体 流动 , 则 该 障碍 物 的 存在 会 改变 
包括 上 游 和 下 游 在 内 的 整个 空间 中 的 流动 , 被 绕 流 物体 的 影响 只 有 在 远离 物 
体 处 才 会 渐 近 地 消失 . 但 是 , 超声 速 气流 “看 不 见 ” 障碍 物 , 被 绕 流 物体 的 影响 


全 在 第 八 章 中 研究 声波 时 , 我 们 可 以 认为 声速 是 常量 . 
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只 涉及 下 游 区域 @, 而 在 其 余 整 个 上 游 区 域 中 , 气流 如 同 不 存在 被 绕 流 物体 时 

在 平面 定常 气流 的 情况 下 , 可 以 用 流动 平面 内 的 特征 线 代替 特征 面 . 通过 
该 平面 内 任何 一 点 O 有 两 条 特征 线 (图 51 中 的 44' 和 BB'), 它们 与 通过 该 
点 的 流 线 之 间 的 夹 角 为 马赫 角 . 特征 线 的 下 游 分 支 O04 和 OB 可 以 称 为 来 自 
点 O 的 分 支 , 它们 之 间 的 流动 区 域 4OB 是 来 自 点 O 的 扰动 的 影响 域 . 分 支 
B'O 和 4'O 可 以 称 为 到 达 点 O 的 分 支 , 它们 之 间 
的 区 域 4OB' 是 能 够 影响 点 O 处 流动 的 区 域 . 

特征 线 (在 三 维 情形 下 是 特征 面 ) 的 概念 , 还 
有 一 种 稍微 不 同 的 含义 . 这 是 一 些 满足 几何 声学 
条 件 的 声 线 , 并 且 扰 动 就 是 沿 着 这 些 声 线 传播 的 . 
例如 , 如 果 定 常 超声 速 气流 绕 过 一 个 足够 小 的 障 
碍 物 , 则 气流 的 定常 扰动 将 出 现在 从 该 障碍 物 引 
出 的 特征 线 上 . 我 们 在 $68 中 研究 运动 介质 几何 
声学 时 就 已 经 得 到 了 这 个 结果 . 图 51 

当 讨 论 气体 状态 的 扰动 时 , 我 们 指 的 是 表征 
气体 状态 的 任何 特征 量 (速度 、 密 度 、 压 强 等 ) 的 微弱 变化 . 关于 这 一 点 , 必 
须 作 出 以 下 说 明 : 气体 的 炉 (在 定 压条 件 下 ) 和 速度 旋 度 的 扰动 不 以 声速 传播 . 
这 些 扰动 在 出 现 之 后 根本 不 会 相对 于 气体 移动 , 而 在 静止 坐标 系 中 , 其 移动 速 
度 等 于 每 一 个 相应 气体 微 元 的 速度 , 即 扰动 随 气 体 一 起 移动 . 对 于 箭 , 这 是 ( 理 
想 流体 中 的 ) 业 守 恒定 律 的 直接 推论 , 这 恰恰 也 表明 , 每 一 个 气体 微 元 的 灶 在 
其 运动 过 程 中 保持 不 变 . 对 于 速度 旋 度 ( 涡 量 ), 由 速度 环 量 守恒 定律 可 以 得 到 
同样 的 结果 . 对 于 这 些 扰 动 , 流 线 本 身 就 是 特征 线 . 

我 们 强调 , 最 后 这 些 讨论 当然 不 会 改变 关于 影响 域 的 上 述 结论 的 普遍 正 
确 性 , 因为 对 于 这 些 结论 而 言 , 重要 的 仅仅 在 于 以 下 事实 : 扰动 相对 于 气体 本 
身 的 传播 速度 有 一 个 能 够 达到 的 最 大 值 (等 于 声速 ). 





习 题 


设 均匀 气流 受到 任意 的 小 拢 动 , 求 速 度 和 热力 学 量 的 微小 扰动 之 间 的 关系 式 . 
解 : 用 记号 8 (而 不 像 864 那样 用 搬 号 ) 表示 发 生 扰动 时 各 物理 量 的 微小 变化 .在 对 
这 些 量 的 线性 近似 下 , 欧 拉 方 程 化 为 


+ y)5v 二 + 一 ;Vip = 0 (1) 


@ 我 们 为 避免 误解 而 预先 说 明 : 如 果 在 被 绕 流 物体 前 出 现 激 波 , 则 该 区 域 略 有 扩大 ( 见 §122). 
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(v 是 未 受 扰动 气流 的 玉 度 , 它 是 常量 ), 粹 守恒 方程 化 为 


+v. vss =0, (2) 
连续 性 方程 化 为 98 
Pw. Vp+pc div6v =0 (3) 


Ot 
(这 里 已 经 代入 5p 二 c ?5p 十 (6p/Bs)p 8s; 根据 (2), 带 有 8s 的 项 为 零 ). 对 于 形 如 eli(k ro 
的 扰动 , 我 们 得 到 一 组 代数 方程 : 


(v:k—w)65s=0, (一 Wi 二 到 如 一 0， (op 一 w)5p 十 pc .io =0. 


由 此 可 见 , 可 能 出 现 两 种 扰动 形式 . 
一 种 扰动 形式 为 ( 精 涡 波 ) 


w=v:k,， és#0,， p=0, io= (¥) ss, 有 .io = 0; 
3/p 


旋 度 rot 5v 二 ik x 6v 也 不 为 堆 ， 在 这 种 波 中 , 扰动 58 和 5w 是 独立 的 . 等 式 wW 二 Uv.k 表 
示 扰 动 随 运 动 气体 一 起 移动 . 
(ow—v:k) =eR, ds=0, p=c6p, (w—v:k)ip=pck.50, kxdv=0. 


这 是 频率 因 多 普 勒 效应 而 发 生变 化 的 声波 . 在 这 种 波 中 , 只 要 给 出 一 个 量 的 扰动 ,就 可 以 确 
定 全 部 其 余 各 量 的 扰动 . 


§ 83 定常 可 压缩 气流 


从 伯 努 利 方程 就 已 经 可 以 直接 得 到 关于 任意 的 绝热 定常 可 压缩 气流 的 一 
系列 一 般 结果 . 对 于 定常 流 , 伯 努 利 方程 的 形式 为 
2 


也 十 一 const 
2 a 》 


其 中 const 是 沿 每 一 条 流 线 保 持 不 变 的 常量 (如 果 流 动 是 势 流 , 则 const 对 不 
同 流 线 也 是 相同 的 , 即 const 在 整个 流动 区 域 中 都 是 相同 的 ). 如 果 在 一 条 流 线 
上 有 气体 速度 为 零 的 一 点 , 就 可 以 把 伯 努 利 方程 写 为 


2 
十 二 一 00， (83.1) 


2 
式 中 wo 是 烩 在 v= 0 处 的 值 . 
对 于 定常 流 , 焙 守 恒 方 程 化 为 w.Vs = v8s/81 = 0, 即 s = const, 式 中 const 
仍然 是 沿 流 线 保持 不 变 的 常量 . 我 们 把 这 个 方程 写 为 类 似 于 (83.1) 的 形式 : 


3 = 80. (83.2) 
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从 方程 (83.1) 可 以 看 出 , 在 烩 w 较 小 的 那些 点 上 , 速度 " 较 大 . 在 给 定 的 
流 线 上 , 速度 在 w 最 小 的 点 具有 最 大 值 . 但 是 , 在 等 业 条 件 下 有 dw = dp/p, 而 
因为 p > 0, 所 以 微分 dw 和 dp 具有 相同 的 符号 , 于 是 w 和 p 的 变化 趋势 总 是 
一 致 的 . 因此 可 以 说 , 速度 沿 流 线 总 是 随 着 压强 的 增加 而 减 小 , 反之 亦 然 . 

当 绝 对 温度 = 0 时 , 我 们 得 到 压强 和 答 的 最 小 可 能 值 (在 绝热 过 程 中 ). 
相应 压强 值 为 p = 0, 再 约定 取 了 全 = 0 时 的 w 值 为 能 量 的 零点 , 则 在 了 = 0 时 
也 有 w=0. 现在 从 方程 (83.1) 得 到 , 速度 的 最 大 可 能 值 ( 当 w=0 处 的 各 热力 
学 量 都 取 给 定 值 时 ) 等 于 


Vmax = V2400 . (83.3) 


当 气 体 定常 地 流向 真空 时 可 以 达到 这 个 速度 3. 
现在 说 明 质 量 流 密 度 j = pv 沿 流 线 变化 的 特点 . 从 欧 拉 方程 


1 
VV)v =——Y 
(v:V) pe 


得 到 沿 流 线 成 并 的 微分 dv 与 dp 之 间 的 关系 式 


vdv+ gp = 0. 
p 
写 出 dp = c dp, 由 此 得 到 
oe = = 号， (83.4) 
从 而 
d(pv) 





由 此 可 见 , 当 速 度 在 亚 声 速 范围 
内 沿 流 线 增加 时 , 质量 流 密 度 也 
增加 . 在 超声 速 气流 范围 内 , 质 
量 流 密度 随 速度 的 增加 而 减 小 ， 
并 且 当 V= Vmax 时 ， 它 和 p 同时 
变 为 零 (图 52). 亚 声 速 定 常 气 0 050 10 150 30 Ts0 
流 与 超声 速 定常 气流 之 间 这 个 

重要 差别 , 还 可 以 直观 地 解释 如 Rn 

下 . 在 亚 声速 气流 中 , 流 线 在 速度 增加 的 方向 上 互相 接近 , 而 在 超声 速 气流 中 ， 
流 线 在 速度 增加 的 方向 上 互相 远离 . 





@ 当然 , 随 着 温度 的 急剧 降低 , 气体 在 实际 情况 下 应 当 凝 结 , 从 而 形成 二 相 系 ( 私 ). 


. 364 . 第 九 章 激 波 


质量 流 7 在 气体 速度 等 于 当地 声速 的 点 具有 最 大 值 j,: 
5 一 DeCr， (83.6) 


式 中 带 有 下 标 * 的 字母 表示 相应 量 在 该 点 的 值 . 速度 w = cs* 称 为 临界 速度 . 
在 任意 气体 的 一 般 情况 下 , 各 种 量 的 临界 值 可 以 通过 这 些 量 在 v = 0 处 的 值 
表示 出 来 , 为 此 需要 求解 联 立 方程 


2 
Sx 二 80， Wx 十 你 一 wo. (83.7) 


显然 , 当 M = vw/e<1 时 , 我 们 总 有 v/cs。 < 1 而 当 M >1 时 必定 还 有 
v/c: > 1. 于 是 , 在 这 种 情况 下 ,比值 M = wv/e 可 以 用 作 类 似 于 马赫 数 的 判 
据 , 这 样 的 判 据 甚至 更 加 方便 , 因为 c 是 常量 , 而 不 像 声速 c 那样 沿 流 线 变化 . 

在 流体 动力 学 一 般 方程 组 的 各 种 应 用 中 ， 热 力学 意义 上 的 理想 气体 占据 
特殊 的 地 位 . 在 讨论 这 种 气体 时 , 我 们 总 是 认为 其 热 容 (在 我 们 所 关心 的 温度 
范围 内 ) 是 与 温度 无 关 的 常量 ( 仅 有 一 些 特别 说 明 的 情况 是 例外 ). 这 里 所 讨论 
的 气体 经 常 被 称 为 多 方 气体 . 我 们 每 一 次 使 用 这 样 的 术语 , 都 是 为 了 强调 相关 
假设 远 远 强 于 热力 学 中 的 理想 气体 假设 . 对 于 多 方 气体 , 各 种 热力 学 量 之 间 的 
全 部 关系 式 都 是 已 知 的 , 通过 非常 简单 的 公式 即 可 表示 出 来 , 这 就 使 我 们 经 常 
有 可 能 完全 求解 流体 动力 学 方程 组 . 作为 参考 , 这 里 写 出 这 些 关 系 式 , 因为 我 
们 在 下 面 多 次 需要 用 到 它们 ， 

热力 学 意义 上 的 理想 气体 的 状态 方程 为 

p RT 
pV = nd (83.8) 
式 中 R= 8.314 J.K-1.mol! 是 气体 常量 , y 是 气体 的 摩尔 质量 . 在 864 中 已 
经 计算 出 这 种 气体 中 的 声速 , 它 由 公式 


RT p 
2 83.9 
ro (83.9) 





给 出 , 其 中 引入 了 热 容 比 
= 
A 
该 比值 恒 大 于 1, 它 对 于 多 方 气体 是 常数 . 对 于 单 原子 气体 , 7 = 5/3; 对 于 双 原 
子 气体 , 7 = 7/5 (在 通常 温度 下 )@. 


@ 术语 “多方 气体 " 源 自 术语 “多方 过 程 "一 一 压强 反比 于 体积 的 某 次 蚂 变 化 的 过 程 ， 对 于 常 热 容 
气体 , 不 仅 等 温 过 程 是 多 方 过 程 , 绝热 过 程 也 是 多 方 过 程 ， 在 绝热 过 程 中 pVY = const ( 泊 松 绝热 线 ). 
热 容 比 y 称 为 绝热 指数 . 
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精确 到 相差 一 个 无 关 紧 要 的 常量 , 理想 气体 的 内 能 等 于 


pV c2 





对 于 烩 , 成 立 类 似 的 公式 : 
or TY oe 
这 里 利用 了 熟知 的 关系 式 cp - co = /jp. 最 后 , 理想 气体 的 业 为 
1/ 
s = = min 二 (83.12) 


为 了 继续 研究 定常 气流 , 我 们 对 多 方 气体 应 用 上 述 一 般 关 系 式 . 把 (83.11) 
代入 (83.3), 我 们 求 出 定常 气流 的 最 大 速度 
2 
Y= 
对 于 临界 速度 , 从 (83.7) 的 第 二 个 方程 得 到 
2 2 cl 


Er 


/| 2 
Cx 一 C0 y+1 (83.14) 


把 灼 的 表达 式 (83.11) 代入 伯 努 利 方程 (83.1), 这 给 出 流 线 上 任何 点 的 温 
度 与 速度 之 间 的 关系 式 ， 然 后 , 利用 泊 松 绝热 线 方程 


T Ni/(Y-Y) pV 
= 一 3 = -一 83.15 
p= po ( 二) p= po ( 2) ( ) 


可 以 写 出 压强 与 密度 之 闻 的 类 似 关系 式 , 于 是 , 我 们 得 到 下 列 重要 公式 : 





(83.13) 


Vmax 一 CO 








从 而 @ 


1/(7Y~1) 2\1/(7~1) 
了 一 1 wv 7 一 1 y 
pm 人 -2 和 =- 过) ， 6 


1 71 We 1 _Y=I 人 7/(7-1) 
oh 2 &@ PP y+t1le | 


@ 图 52 给 出 空气 (7 = 1.4, vmax = 2.45c。) 的 比值 7/7。 对 v/e。 的 函数 图 像 . 
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为 了 使 用 这 些 关 系 式 , 有 时 把 速度 通过 其 他 量 表示 出 来 更 加 方便 : 


(7 一 1)VT -1 
-27 Dol (三 ) -2 Poll (2) ， (83.17) 
7—1 po po 7-—1po Po 


我 们 再 写 出 声速 与 速度 v 之 间 的 关系 式 : 
06- (83.18) 
由 此 求 出 马赫 数 M 与 Ms 之 间 的 关系 式 : 
M?= py (83.19) 


当 M 从 0 增加 到 ce 时 , M2 从 0 增加 到 (yy 二 1)/(y 一 1). 
最 后 , 我 们 列 出 临界 温度 、 临界 压强 和 临界 密度 的 表达 式 . 在 公式 (83.16) 
中 令 v=c,, 即 可 得 到 这 些 临 界 值 @: 


a 271 9 Y/Y-1) 2 1/(Y—1) 
了 = F411 P+™Po (二 ， ps = po (si) (83.20) 
我 们 最 后 强调 , 这 里 得 到 的 结果 只 用 于 不 出 现 激 波 的 流动 . 当 出 现 激 波 时 ， 
方程 (83.2) 不 成 立 , 因为 当 流 线 穿 过 激 波 时 , 气体 的 灶 增 加 . 
不 过 , 我 们 将 看 到 , 即使 存在 激 波 , 伯 努 利 方程 (83.1) 仍然 成 立 , 因为 


v2 
注 

恰好 是 在 穿 过 间断 面 时 保持 不 变 的 若干 物理 量 之 一 (885). 还 有 一 些 公式 同时 
成 立 , 例如 (83.14). 


了 十 


习 题 


用 马赫 数 M = 二 w/c 表示 沿 一 条 流 线 的 温度 、 压 强 和 密度 ， 
解 : 利用 在 正文 中 得 到 的 公式 , 我 们 得 到 


To_ y—1,,2 po y—1. .2 Y/(Y—1) po 了 一 1 2 1/(7Y—1) 
Tl1+- a M"”, ra ee a j 让 


@ 例如 , 对 于 空气 (7 = 1,4)，cw = 0.913co, p。 = 0.528po, p = 0.634po, IT = 0.8337b. 
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884 间断 面 


在 前 面 儿 章 中 , 我 们 只 研究 了 所 有 的 量 (速度 、 压 强 、 密 度 等 ) 都 连续 分 
布 的 流动 . 然而 , 这 些 量 的 分 布 发生 间 断 的 流动 也 是 可 能 的 . 

气流 中 的 间断 是 沿 某 些 曲面 发 生 的 ， 上 述 各 量 在 穿 过 这 样 的 曲面 时 发 生 
突变 . 这 些 曲面 称 为 间断 面 . 在 非 定常 气流 中 , 间断 面 一 般 不 会 保持 静止 . 这 
时 必须 强调 , 间断 面 的 运动 速度 与 气体 本 身 的 运动 速度 并 没有 任何 共同 之 处 . 
气体 微 元 在 其 运动 过 程 中 可 以 与 间断 面相 交 并 穿 过 间断 面 . 

在 间断 面 上 必须 成 立 一 定 的 边界 条 件 . 为 了 表述 这 些 条 件 , 我 们 考虑 任何 
一 个 间断 面 微 元 , 并 使 用 与 该 面 微 元 相关 联 的 坐标 系 , 其 x 轴 指 向 它 的 法 线 
方向 中 . 

首先 , 质量 流 在 间断 面 上 必须 连续 : 从 间断 面 一 侧 流 来 的 气体 质量 , 应 当 
等 于 从 间断 面 另 一 侧 流 走 的 气体 质量 , 通过 上 述 间 断面 微 元 的 质量 流 (折合 到 
单位 面积 上 ) 等 于 pvs. 所 以 必须 成 立 条 件 


piviz = 2V2z， 


这 里 用 下 标 1 和 2 表示 间断 面 的 两 侧 . 
我 们 在 下 面 将 用 方 括号 表示 任何 量 在 间断 面 两 侧 的 值 之 差 , 例如 


[pvs] = Piwtz — pavac， 
于 是 所 得 条 件 可 以 写 为 以 下 形式 : 
[pvz] = 0. (84.1) 
其 次 , 能 流 必 须 连 续 . 能 流 由 表达 式 (6.3) 定义 , 所 以 我 们 得 到 条 件 


| 加 怠 +w)| = 0， (84.2) 


最 后 , 动量 流 必 须 连 续 , 即 间断 面 两 侧 气 体 的 相互 作用 力 必须 相等 . 单位 
面积 上 的 动量 流 等 于 ( 见 87) 


Pri + pVUiVkNk. 
法 向 矢量 n 沿 z 轴 . 所 以 , 动量 流 > 分 量 的 连续 性 给 出 条 件 


p+ pv2] = 0， (84.3) 


@ 如 果 气 流 不 是 定常 的 , 我 们 就 在 很 短 时 间 间 隔 内 考虑 一 个 间断 面 微 元 . 
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而 y 分 量 和 z 分 量 的 连续 性 给 出 
[pvsvy] =0, [ovouz] = 0. (84.4) 


方程 (84.1) 一 (84.4) 是 一 组 完整 的 间断 面条 件 , 由 此 可 以 立即 作出 可 能 存 
在 两 类 间断 面 的 结论 ， 

对 于 第 一 个 类 型 , 穿 过 间断 面 的 质量 流 为 零 ， 即 piv1iw = pavaz = 0. 因为 
pl 和 po 不 为 零 , 这 就 表示 应 有 wz = voz = 0. 这 时 , 条 件 (84.2) 和 (84.4) 自动 
成 立 , 而 条 件 (84.3) 给 出 pi = ps。， 因此 , 在 这 种 情况 下 , 气体 的 法 向 速度 分 量 
和 压强 在 间断 面 上 是 连续 的 : 


?lm 一 27 一 0, 四 | 人 0， (84.5) 


而 切 向 速度 v, vz 和 密度 (以 及 压强 以 外 的 其 他 热力 学 量 ) 则 可 以 具有 任意 间 
断 值 . 这 样 的 间断 称 为 切 向 间断 . 

对 于 第 二 个 类 型 , 质量 流 不 为 零 , wz 和 vzs 因而 也 不 为 零 . 于 是 , 从 (84.1) 
和 (84.4) 得 到 


[wyl = 0, [wz] =0, (84.6) 


即 切 向 速度 在 间断 面 上 是 连续 的 . 但 是 , 压强 (以 及 其 他 热力 学 量 ) 和 法 向 速度 
都 发 生 间断 , 并 且 这 些 量 的 间断 值 之 间 的 关系 为 (84.1) 一 (84.3). 在 条 件 (84.2) 
中 , 我 们 可 以 根据 (84.1) 消去 p,, 还 可 以 利用 ww 和 vw。 的 连续 性 把 v2 写 为 2. 
因此 , 在 这 种 情况 下 , 在 间断 面 上 应 当成 立 以 下 条 件 : 
[pvs] =0, 医 + 可 =0 p+oa=0. (84.7) 

这 个 类 型 的 间断 称 为 激 波 . 

如 果 现 在 回 到 静止 坐标 系 , 则 必须 处 处 把 w 写 为 气体 速度 在 间断 面 上 的 
法 向 分 量 w 与 间断 面 本 身 的 速度 v 之 差 : 


Vy = Vn 一 以 . (84.8) 


按照 定义 , 间断 面 的 速度 v 指向 其 法 线 方向 . 速度 ww 和 ww 是 相对 于 静止 坐标 
系 取 的 . 速度 vs 是 气体 相对 于 间断 面 的 运动 速度 , 换言之 , -ve = 4 一 vn 是 间 
断面 本 身 相 对 于 气体 的 传播 速度 . 我 们 注意 到 , 这 个 速度 对 间断 面 两 侧 气 体 而 
言 是 不 同 的 (如 果 wz 发 生 间 断 ). 

我 们 在 $29 中 已 经 研究 过 切 向 间断 面 , 速度 的 切 向 分 量 在 此 发 生 间断 . 那 
里 曾经 指出 , 在 不 可 压缩 流体 中 , 这 样 的 间 斯 面 是 不 稳定 的 , 最 终 必定 消失 并 
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形成 测 流 区 . 对 可 压缩 流体 的 类 似 研 究 表明 , 在 任意 速度 的 一 般 情况 下 也 会 出 
现 这 样 的 不 稳定 性 (见习 题 1). 

切 向 间断 的 一 种 特殊 情形 是 速度 连续 而 密度 (以 及 压强 以 外 的 其 他 热力 
学 量 ) 发 生 间 断 , 这 样 的 间断 称 为 接触 间断 , 关于 不 稳定 性 的 上 述 结果 对 这 种 
间断 不 成 立 . 


习 题 


1.， 研究 均匀 可 压缩 介质 (气体 或 液体 ) 中 的 切 向 间断 (对 无 穷 小 扰动 ) 的 稳定 性 . 

解 : 计算 类 似 于 8$829 中 对 不 可 压缩 流体 进行 的 计算 , 就 像 在 那里 一 样 , 我 们 让 z 轴 指 
向 间断 面 的 法 线 方 向 . 

在 介质 2 中 (速度 v2 = 0, z < 0), 压强 满足 方程 


A 一 cAps =0 
(而 不 是 不 可 压缩 流体 中 的 拉 普 拉 斯 方程 (29.2)). 我 们 寻求 以 下 形式 的 区: 
p2 = const - exp(—iwt + igx + ixaz), 


其 中 gq 表示 间断 面 扰动 波 的 波 数 (代替 829 中 的 此), 并 且 如 果 季 是 复数 , 则 必须 让 它 满 
足 Im x2 < 0. 波动 方程 给 出 关系 式 


w? = cz(g2 + se2). (1) 
用 同样 方法 再 求 出 取代 (29.7) 的 结果 : 


Cpw? 
ixzr2 


对 于 以 速度 v1 = 运动 的 介质 1 (z > 0), 我 们 寻求 以 下 形式 的 94: 





1 
22 一 


p1 = const .exp( 一 iut + igr — ix1z). 
为 了 简化 推导 过 程 , 我 们 首先 假设 速度 vv 也 指向 z 轴 方向 . wg, za 之 间 的 关系 由 公式 
(w — vq) = Ce(g + 9) (2) 
给 出 (对比 (68.1))， 现 在 得 到 取代 (29.6) 的 公式 


，_ _ p(w — gv) 
D1 三 jz 3 
于 是 条 件 pi = ps 化 为 方程 
MY i 
(w—vg)? w2 


我 们 注意 到 , 未 受 扰动 的 速度 仅 以 组 合 (u .六 ) 的 形式 出 现在 最 初 的 线性 化 连续 性 方程 和 


= 0. (3) 
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欧 拉 方 程 中 (相应 项 为 (0.V)p' 和 (oo.V)o'). 因此 , 可 以 不 再 像 上 面 的 假设 那样 限定 速度 
的 方向 , 为 此 只 要 把 (1) 一 (3) 中 的 v 政 为 vcosyp, 其 中 yp 是 0 与 g 之 间 的 实 角 , 即 可 
转换 到 9 指向 (Ty 平面 上 ) 任意 方向 时 的 情况 (可 以 对 比 122 页 的 脚注 ). 

从 (1) 一 (3) 中 消去 za， xm, 我 们 得 到 以 下 色散 方程 : 


1 1 1 1 1 
| a . 
由 此 可 以 从 扰动 的 波 数 g 确定 其 频率 w 第 一 个 因 式 的 根 
w= qv cosp (5) 


总 是 实数 . 第 二 个 因 式 的 根 为 
1/2 
由 一 了 co8Op 士 0 Es cos2p 十 吃 士 c(c2 十 v2 cos? 2 (6) 


这 些 根 仅 当 vcoswp > vk 且 
vk 一 28/2c (7) 

时 才 是 实数 . 

因此 , 当 vcosw < vk 有 时， 色散 方程 具有 一 对 复 共 罗 根 , 对 于 其 中 一 个 根 有 Imw > 0， 
相应 扰动 导致 失 稳 . 当 vw < vk 时 , 具有 任何 角 jp 的 扰动 均 是 如 此 ,而 当 v > vk 时 , 只 有 满 
足 cosp < vk/Y 的 扰动 才 是 不 稳定 的 . 所 以 , 切 向 间断 总 是 不 稳定 的 ， 我 们 指出 , 切 向 间 
断 不 稳定 的 事实 本 身 (如 果 不 关心 对 何 种 扰动 不 稳定 的 话 ) 是 显然 的 , 这 从 不 可 压缩 流体 
情况 下 的 整体 不 稳定 性 就 已 经 可 以 看 出 . 其 实 , 色散 方程 中 的 速度 yw 只 出 现在 组 合 vcosp 
中 , 于 是 无 论 速度 4 如 何 , 都 可 以 求 出 这 样 的 角 p, 使 得 Ucosyp 妇 c, 介质 对 这 样 的 扰动 而 
言 就 表现 为 不 可 压缩 介质 中 

2. 设 平 面 声波 入 射 到 均匀 可 压缩 介质 中 的 切 向 间断 上 , 求 切 向 间断 所 反射 和 折射 的 
声波 的 强度 (J.W. 迈 尔 斯 , 1957; H.S. 里 布 纳 , 1957). 

解 : 坐标 系 的 选取 如 上 题 所 示 , 并 且 速 度 (在 介质 1 中 , z > 0) 指向 x 轴 方 向 . 设 声 
波 来 自 静 止 介质 (介质 2, z < 0), 其 波 拓 尼 的 方向 由 球面 角 0 和 wp 给 出 , 其 中 角 0 是 无 
与 z 轴 之 闻 的 天 角 , 角 yp 是 kk 在 wy 平面 上 的 分 和 失 量 ( 记 为 gq) 与 速度 之 间 的 夹 角 : 


ks=gcosp, ky=gsinp, k= 二 cosb， 
4 = 二 sing = ksinb, 
并 且 0<9 <T/2 (声波 入 射 向 z 轴 的 正方 向 ). 在 介质 2 中 寻求 形 如 
p2 = expli(ksz + kyy — wt)][exp(iksz) + Aexp(—iksz)] 
的 压强 , 式 中 及 为 反射 波 的 振幅 , 而 入 射 波 的 振幅 被 约定 为 1. 在 介质 1 中 存在 折射 波 : 
p1 = Bexpli(kzs + kyy 十 zz ~ wt)], 


他 值 (7) 是 由 工 .区 . 朗 道 (1944) 得 到 的 .CG. UH. 瑟 罗 瓦 获 基 (1954) 指出 , 在 这 个 问题 中 必须 考虑 
不 共 线 的 vb 和 9g. 
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其 中 x 满足 方程 

(w — wks)? = co (k2 + +x) 
(对 比 (2)). 振幅 4 和 B 可 以 根据 流体 微 元 的 压强 和 竖 直 位 移 在 间断 面 两 侧 保持 连续 的 
条 件 来 确定 : 当 z=0 时 下 一 2 而 = 人 三 5. 这 给 出 两 个 方程 


x kz 
1 十 4=B， TE 
从 而 
> (w — vkz)2/x — w2/ky _ 2(w — vhso)Y/x (8) 
(ww — vhse)/ x w2/ ks’ (ww — vhs)2/x + wa/ ky’ 


这 就 给 出 了 所 提问 题 的 解 . 量 x 满足 
二 二 ; 2 ，2 _ 
二 [((1 -Msinbgcosw) 一 sin 0, M = 局 


在 选取 其 符号 时 应 当 考 虑 z 一 co 时 的 边界 条 件 : 反射 声波 的 速度 必须 指向 来 自 间断 面 的 
方向 , 即 

Ow x 
Un gy Do 0 (9) 


从 所 得 公式 可 以 看 出 , 可 能 有 三 种 不 同 的 反射 方式 . 

1) 当 Mcosp <1/sin0 一 1 时 , 量 xx 是 实数 ,又 因为 w 一 vkz > 0, 所 以 根据 条 件 (9) 
有 xz>0. 从 (8) 可 见 , 这 时 |4| < 1, 即 反 射 声 波 豪 减 . 

2) 当 1/sin6 一 1< Mcosyp <1/sin0 十 1 时 , 量 x 是 虚数 , 且 |4| = 1, 所 以 声波 在 
静止 介质 内 部 发 生 全 反射 . 

3) 当 Mocosp>1+1/sinb 时 ( 仅 在 M > 2 时 才 是 可 能 的 ), 量 如 又 是 实数 , 但 现在 
应 当选 取 x < 0. 根据 (8), 这 时 |4| > 1, 即 反射 声波 增强 . 此 外 , 当 x < 0 时 , 表达 式 (8) 
的 分 母 可 能 在 入 射 声波 的 入 射 角 取 一 定 值 时 变 为 零 ， 于 是 反射 因子 等 于 无 穷 大 . 因为 该 分 
母 与 上 一 道 习题 中 的 方程 (3) 的 左 侧 相 同 ( 仅 记号 不 同 ), 所 以 可 以 立刻 断言 ,“ 共振 ”入 射 
角 可 由 等 式 (5) 和 (6) 确定 (对 于 后 者 , 要 求 M > 23/2). 同样 地 , 反射 因子 (和 透射 因子 ) 
无 穷 大 ,， 即 反射 声波 振幅 在 入 射 声波 振幅 趋 于 零 时 保持 有 限 , 这 表示 切 向 间断 面 能 够 自发 
地 发 出 声音 : 在 间断 面 上 一 旦 出 现 扰 动 , 它 就 会 在 无 穷 长 时 间 内 持续 辐射 出 声波 ,并 且 扰 动 
在 这 时 了 既 不 襄 减 也 不 增强 . 被 辐射 出 的 声波 所 携带 的 能 量 来 自 整 个 运动 介质 . 

折射 波 中 的 能 流 密 度 (对 时 间 平 均 ) 





C2x w | 如 PP 
WwW — Yhks Wo— vks 2pc2 
(Bz 由 (68.3) 给 出 ). 在 上 述 情况 3) 中 有 x < 0, 所 以 5 < 0, 这 表示 能 量 从 运动 介质 向 间 
断 转移 ,而 这 就 是 反射 波 增强 的 能 量 源 . 当 上 声音 自发 地 发 出 时 , 这 部 分 能 量 等 于 向 静止 介 
质 中 传播 的 声波 所 携带 的 能 量 ， 

在 求解 习题 的 上 述 过 程 中 没有 考虑 间断 面 的 不 稳定 性 , 问题 的 这 种 提 法 在 形式 上 之 所 
以 是 正确 的 , 是 因为 声波 和 不 稳定 表面 波 ( 当 z 一 士 oo 时 衰减 ) 是 线性 无 关 的 振动 方式 
物理 上 的 正确 性 则 要 求 成 立 一 些 专门 的 条 件 (例如 初始 条 件 ), 在 这 些 条 件 中 声波 还 应 当 是 
足够 微 弱 的 . 
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885 激 波 绝热 线 


我 们 来 详细 研究 激 波 @. 我 们 已 经 看 到 , 在 这 样 的 间断 中 , 气体 速度 的 切 向 
分 量 是 连续 的 . 所 以 可 以 选取 这 样 的 坐标 系 , 使 所 考虑 的 间断 面 微 元 在 该 坐标 
系 中 是 静止 的 , 而 气体 速度 的 切 向 分 量 在 激 波 两 侧 为 零 @. 于 是 可 以 把 法 向 分 
量 vw 写 为 v, 从 而 把 条 件 (84.7) 写 为 以 下 形式 : 


pivi = pav2 = 7 (85.1) 

Pi + p1v2 = po + pad2, (85.2) 
2 2 

wi 十 车 一 wz 十 子 ， (85.3) 


式 中 j 表示 气体 穿 过 间断 面 的 质量 流 密度 . 我 们 约定 , 在 下 面 总 是 认为 了 是 正 
的 , 并 且 气 流 从 1 侧 流 向 2 侧 . 换言之 , 我 们 把 激 波 运 动 方向 所 指 的 那 一 侧 气 
体 称 为 气体 1, 而 把 留 在 激 波 后 的 气体 称 为 气体 2. 激 波 对 着 气体 1 的 一 侧 称 
为 前 侧 , 对 着 气体 2 的 一 侧 称 为 后 侧 . 

下 面 从 上 述 条 件 推导 一 系列 关系 式 . 引入 气体 的 质量 体积 


ee 
pi pz 
从 (85.1) 有 
V1=jV, = IY, (85.4) 
再 把 它们 代入 (85.2), 有 
pi 十 大仙 = po jo, (85.5) 
即 
9_ p22—D1 
j= 蕊 二 (85.6) 


这 个 公式 (与 (85.4) 一 起 ) 把 激 波 传播 速度 与 间断 面 两 侧 气 体 的 压强 和 密度 联 
系 起 来 . 


@ 我 们 对 相关 术语 说 明 如 下 ， 我 们 把 间断 面 本 身 理解 为 激 波 , 但 是 在 文献 中 也 可 以 遇 到 其 他 术 
语 , 那里 把 问 断 面 称 为 激 波 前 锋 , 而 把 激 波 理解 为 间 汤 面 以 及 紧 随 其 后 的 气流 . 

@ 在 本 章 中 处 处 都 这 样 选 取 坐 标 系 , 仅 $92 是 例外 . 

静止 激 波 经 常 称 为 突 跃 压 编 . 垂直 于 流动 方向 的 激 波 称 为 正 激 波 , 倾斜 于 流动 方向 的 激 波 称 为 斜 
激 波 . 
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因为 这 是正 的 , 所 以 应 当 同 时 成 立 ps > pi, 页 > 区, 或 者 po < 大 < 也 
我 们 在 下 面 将 看 到 , 实际 只 能 出 现 第 一 种 情况 . 

我 们 再 注意 一 个 有 用 的 公式 一 一 关于 速度 差 -vw 的 以 下 公式 . 把 (85.6) 
代入 wn 一 w =j(Vi 一 仍 ), 得 到 @ 


W1 ~— w= V(ps — PV -V2). (85.7) 
接 下 来 , 我 们 把 (85.3) 写 为 





wi EE 2 人 (85.8) 
的 形式 , 然后 把 (85.6) 中 的 j? 代入 此 式 , 得 到 
wi — wa + 3(V + Wh)(ps —p1) = 0 (85.9) 
如 果 用 内 能 。 = w -pV 代替 答 , 就 可 以 把 所 得 关系 式 写 为 
oi-e2t+3(V— Wp +pa)=0 (85.10) 


的 形式 . 这 些 公式 确定 了 间断 面 两 侧 热力 学 量 之 间 的 关系 . 

当 m 和 WW 给 定时 , 方程 (85.9) 或 (85.10) 给 出 ps 与 仍 之 间 的 关系 . 这 个 
依赖 关系 的 图 像 称 为 激 波 绝热 线 或 于 戈 尼 奥 绝 热线 (W.J. 兰 金 , 1870; H. 于 戈 
尼 奥 , 1885), 即 pV 平面 上 通过 给 定点 pj, 页 的 曲线 (图 53), 该 点 对 应 激 波 前 
侧 气 体 1 的 状态 . 激 波 绝热 线 的 这 个 点 称 为 它 的 初始 点 . 我 们 指出 , 除了 初始 
点 , 激 波 绝 热线 不 能 再 与 竖 直 线 V = Wi 在 任何 其 他 点 
相交 . 其 实 , 假如 还 有 这 样 的 交点 , 这 就 意味 着 同样 的 质 
量 体 积 对 应 着 两 个 不 同 的 压强 , 它们 都 满足 (85.10). 与 
此 同时 , 当 下 = 倪 时 , 从 (85.10) 可 知 还 有 el = eo, 而 
当 质 量 体 积 和 内 能 都 相同 时 , 压强 也 应 当 相 同 . 因此 , 直 
线 V = 把 激 波 绝热 线 分 为 两 部 分 , 每 一 部 分 完全 位 
于 该 直线 的 一 侧 . 根据 类 似 的 理由 , 激 波 绝热 线 与 水 平 
直线 p = pi 也 只 有 一 个 交点 pi, WV. 

设 aa' (图 54) 是 以 pi, Vi 为 初始 点 的 激 波 绝热 线 . 5 
在 曲线 上 任 取 一 点 ps, Ww, 并 作出 以 此 点 为 初始 点 的 另 
一 条 激 波 绝热 线 (bb'). 显然 , pi, Vi 这 一 对 值 也 满足 第 二 条 激 波 绝热 线 的 方程 . 
因此 , 激 波 绝热 线 oa’ 和 好 在 pj, 页 和 po, V2 这 两 点 相交 ,我 们 强调 , 这 
两 条 激 波 绝热 线 并 不 重合 , 而 不 像 泊 松 绝 热线 那样 一 一 通过 一 个 给 定点 的 泊 


pb 





@ 我 们 在 这 里 之 所 以 写 出 正 的 平方 根 , 是 因为 应 当成 立 wm - vo > 0, 其 原因 将 在 以 后 解释 (887). 
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松 绝 热线 彼此 完全 重合 . 

这 是 因为 , 激 波 绝热 线 方程 不 能 写 为 f(p, V) = const 的 形式 , 式 中 f 是 其 
自 变量 的 某 个 函数 , 而 泊 松 绝热 线 方 程 却 可 以 写 为 这 种 形式 (s(p, V) = const). 
泊 松 绝热 线 (对 于 给 定 的 气体 ) 组 成 单 参 量 曲线 族 , 而 激 波 绝热 线 取决 于 两 个 
参量 : 初始 值 pj, Vi. 下 述 重要 结果 也 与 此 有 关 : 如 果 
相继 出 现 的 两 个 (或 更 多 个 ) 激 波 使 气体 从 状态 1 变 到 
状态 2, 再 从 状态 2 变 到 状态 3, 则 通过 任何 单个 激 波 
使 气体 从 状态 1 变 到 状态 3 一 般 而 言 是 不 可 能 的 ， 

当 气 体 的 初始 热力 学 状态 给 定时 ( 即 当 pj, 页 给 
定时 ), 激 波 仅 由 一 个 参量 即 可 确定 . 例如 , 如 果 给 定 激 
波 后 的 压强 pp， 则 根据 于 戈 尼 奥 绝 热线 可 以 确定 公 ， 
然后 按照 公式 (85.4) 和 (85.6) 可 以 确定 质量 流 密度 j 
和 速度 w 及 v2. 但 是 应 记 住 , 我 们 在 这 里 对 激 波 的 研 

图 54 究 是 在 一 个 使 气体 垂直 于 激 波 面 运动 的 坐标 系 中 进行 
的 . 如 果 考 虑 到 激 波 有 可 能 倾斜 于 流动 方向 , 则 还 需要 
一 个 参量 , 例如 激 波 面 上 的 切 向 速度 分 量 的 值 . 

我 们 在 这 里 指出 一 种 简便 方法 来 解释 公式 (85.6) 的 几何 意义 . 用 一 根 弦 

把 激 波 绝热 线 上 的 点 pi, Vi 与 曲线 上 任意 某 一 点 ps, Ww 连接 起 来 (图 53), 则 
p2— Pl .2 


二 一 一 一 人 


-Wh 


恰好 是 这 根 弦 相 对 于 横 坐 标 轴 (正方 向 ) 的 斜率 . 因此 , 激 波 绝热 线 上 每 一 点 
的 7 值 可 由 激 波 绝热 线 上 从 初始 点 到 该 点 的 弦 的 斜率 所 确定 , 激 波 速度 从 而 
也 就 确定 下 来 . 

与 其 他 热力 学 量 一 样 , 炉 在 激 波 上 也 发 生 间 断 . 根据 燃 增 加 原理 , 气体 的 
炉 在 气体 运动 过 程 中 只 能 增加 . 所 以 , 已 经 穿 过 激 波 的 气体 的 粹 ss 应 当 大 于 
其 初始 精 s1: 





52 > 81， (85.11) 


我 们 将 在 下 面 看 到 , 这 个 条 件 对 激 波 中 所 有 物理 量 的 变化 特点 有 极为 重要 的 
限制 ， 

我 们 在 这 里 强调 以 下 事实 : 如 果 整 个 空间 中 的 流动 都 可 以 视 为 黏度 和 热 
导 率 为 零 的 理想 流体 的 运动 , 则 激 波 的 存在 导致 粹 增加 . 炉 增 加 意味 着 运动 的 
不 可 逆 性 , 即 存在 能 量 耗 散 . 于 是 , 间断 面 是 导致 理想 流体 运动 中 能 量 耗 散 的 
一 种 机 理 . 所 以 , 当 物 体 在 理想 流体 中 运动 并 且 引起 激 波 时 , 不 会 出 现 达 朗 页 
尔 伴 雇 (§11) 一 一 物体 在 这 样 的 运动 中 受到 阻力 . 


886 能 激 波 . 375 ， 


当然 , 激 波 中 焙 增 加 的 真正 机 理 是 在 物理 上 极 薄 的 实际 激 波 层 中 出 现 耗 
散 过 程 ( 见 $93). 不 过 , 值得 注意 的 是 , 该 耗 散 值 完全 取决 于 实际 激 波 层 两 侧 
气体 所 满足 的 质量 守恒 定律 、 能 量 守 恒定 律 和 动量 守恒 定律 : 实际 激 波 层 的 厚 
度 正好 可 以 给 出 这 些 守恒 定律 所 要 求 的 烂 增 加 . 

激 波 中 焙 的 增加 对 运动 还 有 另 一 个 重要 影响 : 即使 气流 在 激 波 前 面 是 势 
流 , 它 在 激 波 后 面 一 般 也 会 变 为 有 旋 流 . 我 们 将 在 $114 中 重新 讨论 这 个 问题 . 


§ 86 能 激 波 


考虑 各 量 只 有 较 小 间断 值 的 激 波 ; 我 们 把 这 样 的 间断 称 为 弱 激 波 , 我 们 来 
变换 关系 式 (85.9), 即 把 它 展 开 为 小 差 值 9 ~ s: 和 po - Pi 的 震级 数 . 我 们 看 
到 , 在 这 样 的 展开 式 中 没有 2 一 pi 的 一 阶 项 和 二 阶 项 , 所 以 必须 展开 到 po 一 pl 
的 三 阶 项 . 而 对 于 差 值 s - sl, 只 要 展开 到 一 阶 项 即 可 . 我 们 有 


2 1 三 651 ), 2 1 6p). 22 21 
1 /O02w 2 1763u 5 
+ 去 (有 外 四 一 四 Vol (pa ~p1) | 


但 根据 热力 学 关系 式 dw = Tds 十 V dp, 我 们 有 导数 


Ow Ow 
一 | = 了 (一 |] = 区 
(有 上 全 ) 


mw = n+p + ) (pa 一 D1)2 十 + 去 (用 ) (pa 一 Di)3. 


所 以 


这 里 只 需要 对 ps 一 pi 展开 质量 体积 三 , 因为 方程 (85.9) 的 第 二 项 已 经 包含 小 
差 值 ps 一 pi, 以 至 于 再 对 sa 一 s1 展开 就 会 给 出 形 如 (sz 一 81)(ps 一 pi) 的 项 , 而 
我 们 对 此 不 感 兴 趣 , 因此 ， 
-hi= ( 赤 ) (p2 一 Pp1) 十 到 (5 (pa —p1)?. 
把 这 些 展开 式 代入 (85.9), 我 们 得 到 以 下 关系 式 : 
2) mm" (86.1) 


因此 , 弱 激 波 中 迷 的 间断 值 是 压强 间断 值 的 三 阶 小 量 . 
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物质 的 绝热 压缩 系数 -(9V/8p)s。 实际 上 总 是 随 压 强 的 增加 而 减 小 , 即 二 


阶 导数 9 
( 叶 ) > 0. (86.2) 


然而 , 我 们 强调 , 这 个 不 等 式 不 是 热力 学 关系 式 , 所 以 在 原则 上 可 以 不 成 立 @， 
以 后 将 不 止 一 次 看 到 , 导数 (86.2) 的 符号 在 气体 动力 学 中 至 关 重 要 . 我 们 在 下 
面 将 总 是 认为 它 是 正 的 . 

在 pV 图 上 通过 点 1 (pl,， Wi) 作出 两 条 曲线 一 一 激 波 绝 热线 和 泊 松 绝热 
线 . 泊 松 绝热 线 方程 为 a 一 s1 = 0. 在 点 1 附近 对 比 这 个 方程 与 激 波 绝热 线 方 
程 (86.1), 由 此 可 以 看 出 , 这 两 条 曲线 在 该 点 相 切 , 并 且 是 二 阶 相 切 一 一 不 但 一 
阶 导数 相等 , 二 阶 导数 也 相等 , 为 了 确定 这 两 条 曲线 在 点 1 附近 的 相对 位 置 ， 
我 们 利用 以 下 事实 : 根据 (86.1) 和 (86.2), 当 ps > pi 时 , 在 激 波 绝热 线 上 应 有 
52 > 31, 而 在 泊 松 绝热 线 上 则 有 sz = s1. 所 以 , 对 于 这 两 条 曲线 上 具有 同样 纵 
坐标 pa 的 点 , 激 波 绝热 线 上 的 点 的 横 坐 标 应当 大 于 泊 松 
绝热 线 上 的 点 的 横 坐 标 . 利用 以 下 方法 也 可 以 得 到 这 个 结 
论 . 按照 已 知 的 热力 学 公式 


人 
Pb 页 as/， cp NT 


对 于 受热 时 膨胀 的 所 有 物质 , 即 (8V/8T), > 0 的 所 有 物 
质 , 入 在 定 压 情况 下 随 质量 体积 的 增加 而 增加 . 类似 地 可 
以 断定 , 在 点 1 以 下 ( 即 当 ps < pj 时 ), 泊 松 绝热 线 上 的 点 
的 横 坐 标 应 当 大 于 激 波 绝热 线 上 的 点 的 横 坐 标 , 因此 , 在 
切 点 邻近 , 这 两 条 曲线 的 相对 位 置 如 图 55 所 示 (HH' 是 激 波 绝热 线 , PP' 是 
泊 松 绝热 线 )@, 并 且 由 (86.2) 可 知 , 这 两 条 曲线 都 是 止 的 . 





P| pH 


Nim 


图 55 


@ 对 于 多 方 气体 , 


得 到 这 个 表达 式 的 最 简单 方法 是 对 泊 松 绝热 线 方程 py7 = const 进行 微分 . 

@ 例如 ,这 个 不 等 式 可 以 在 液 气 系统 的 临界 点 附近 区 域 中 成 立 ， 对 于 发 生 相 变 的 介质 ， 也 可 以 
在 激 波 绝热 线 上 模拟 条 件 (86.2) 遭 到 破坏 的 情形 (结果 在 激 波 绝热 线 上 出 现 折线 ). 相关 讨论 见 专著 : 
Semmpmoawd H.B., Paitsep IO.1I. Drsmka yapHEIX BONH H BbICOKOTEMNEPATYPDHIIX ABNEeHA$., 2-e nan. 
Mocxsa: Hayxa, 1966 ( 找 .BB. 泽 尔 道 维 奇 , IO. 荆 . 莱 依 捷 尔 . 激 波 和 高 温 流 体 动力 学 现象 物理 学 ( 共 二 
册 ). 张 树 材 译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1980, 1985). 第 一 章 8 19, 第 十 一 章 §20. 

图 当 (8V/87T),。< 0 时 , 两 条 曲线 的 相对 位 置 相反 . 
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当 ps 一 pl 和 Ww 一 芒 是 小 量 时 , 在 一 级 近似 下 可 以 把 公式 (85.6) 写 为 以 
下 形式 : 
7 全 
aV), 


(我 们 在 这 里 写 出 等 烂 条 件 下 的 导数 , 因为 泊 松 绝热 线 和 激 波 绝热 线 在 点 1 有 
共同 的 切线 ). 此 外 , 速度 v1 和 vo 在 同样 的 近似 下 相等 并 等 于 


Op\ _ Op 
ee av) | (到 
而 这 正好 是 声速 ce. 因此 , 弱 激 波 的 传播 速度 在 一 级 近似 下 等 于 声速 : 


uv 一 C. (86.3) 


从 激 波 绝热 线 在 点 1 附近 的 上 述 性 质 可 以 得 到 一 系列 重要 结果 . 因为 在 
激 波 中 应 当成 立 条 件 sa > s1, 所 以 还 应 有 


p> > 21， 


即 点 2 (po, 他) 应 当 位 于 点 1 以 上 . 此 外 , 因为 弦 12 比 绝热 线 在 点 1 处 的 切线 
更 陡 一 些 (图 53), 而 该 切线 的 斜率 等 于 导数 (Bp/5W)。, 所 以 有 


?> 起 外 
在 这 个 不 等 式 的 两 边 乘 以 既 , 我 们 求 出 
式 中 ci 是 点 1 处 的 声速 . 因此 ， 
V1 > CI 


最 后 , 因为 点 2 处 的 切线 比 弦 12 更 陡 一 些 , 用 类 似 方法 得 到 v2 < cz@， 
我 们 最 后 还 指出 , 对 于 弱 激 波 , 假如 (82V/8p?)。 < 0, 则 从 条 件 sy > si 可 
以 得 到 ps < pi, 而 对 于 速度 可 以 得 到 同样 一 些 等 式 : w > ct v2 < cz. 


@ 最 后 的 讨论 只 适用 于 点 1 附近 , 使 得 激 波 绝热 线 在 点 2 处 切线 的 斜率 与 导数 (8p2/8V2)。。 只 
相差 二 阶 小 量 ， 


”378 ， 第 九 章 激 波 


$87 各 物理 量 在 激 波 中 的 变化 方向 


综 上 所 述 , 在 导数 (86.2) 为 正 的 假设 下 可 以 非常 简单 地 证 明 : 燃 增 加 条 件 
必然 还 给 出 不 等 式 


Da > D1， (87.1) 
Vi>C, V2 < eo. (87.2) 

根据 对 (85.6) 所 作 的 说 明 可 知 , 如 果 ps > pj, 则 
Ww <, (87.3) 


叉 因 为 了 了 =/W = v2/WW, 所 以 还 有 
v1 > vo. (87.4) 


不 等 式 (87.1) 和 (87.3) 意味 着 , 气体 在 穿 过 激 波 时 发 生 压 缩 一 一 其 压强 
和 密度 增加 . 不 等 式 vi > ci 意味 着 , 激 波 相 对 于 激 波 前 面 的 气体 以 超声 速 运 
动 . 由 此 显然 可 知 , 任何 来 自 激 波 的 扰动 都 不 可 能 进入 这 部 分 气体 . 换言之 , 激 
波 的 存在 完全 不 会 在 激 波 前 面 的 气体 中 表现 出 来 . 

我 们 现在 证 明 , 如 果 仍 然 假 设 导 数 (823V/6p2)。 的 符号 如 前 所 示 , 则 所 有 不 
等 式 (87.1) 一 (87.4) 对 任意 强度 的 激 波 也 是 成 立 的 @, 量 j? 确定 激 波 绝 热线 上 
从 初始 点 1 到 任意 点 2 的 弦 的 倾斜 程度 (7? 是 该 弦 对 Y 轴 的 斜率 ). 我 们 首 
先 证 明 , 当 点 2 沿 激 波 绝热 线 移动 时 , 这 个 量 的 变化 方向 与 箭 sa 的 变化 方向 
是 一 致 的 . 

在 气体 1 具有 给 定 状态 的 条 件 下 , 我 们 把 关系 式 (85.5) 和 (85.8) 对 气体 2 
的 各 量 进行 微分 , 这 表示 在 pi, 页, wl 具有 给 定 值 的 条 件 下 计算 ps, 三 , wz 和 
i 的 微分 . 从 (85.5) 得 到 


dpz + j2 dVa = (Vi — W) d(7?), (87.5) 


而 从 (85.8) 得 到 
dw + Pd = 3 Vd?) 


加 如 果 变 换 到 使 激 波 前 面 的 气体 1 静止 而 激 波 运动 的 参考 系 , 则 不 等 式 w > vz 意味 着 激 波 后 
面 的 气体 将 向 激 波 本 身 的 运动 方向 运动 (速度 为 vi 一 v2). 

@ 对 于 多 方 气体 中 的 任意 强度 激 波 ， 不 等 式 (87.1) 一 (87.4) 是 由 也 . 侍 盖 (1904) 和 G. 曾 普 伦 
(1905) 得 到 的 . 下 面 叙述 的 对 任意 介质 都 成 立 的 证 明 是 由 I... 朗 道 (1944) 给 出 的 . 
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或 者 在 展开 微分 du 后 得 到 
字 das 十 优 (dps 二 Pd) 一 地 (好 一 下)d(j7). 


把 (87.5) 中 的 dps 十 jdVa 代入 此 式 , 我 们 得 到 关系 式 


re 3(V 一 顶 )2d(72)， (87.6) 
由 此 可 见 
d(j?) 
dg >0, (87.7) 


即 j? 和 ss 的 具有 同样 的 变化 方向 , 
下 面 的 讨论 是 为 了 证 明 在 激 波 绝热 线 上 不 可 能 有 这 样 的 点 (如 图 56 中 的 
点 O), 使 通过 点 1 的 一 条 直线 在 该 点 与 激 波 绝热 线 相 切 . 
在 这 样 的 点 , 与 点 1 相连 的 弦 的 斜率 具有 极 小 值 ,而 
多 相应 地 具有 极 大 值 , 所 以 





d02) _ 
“dpe ee 0. 
从 关系 式 (87.6) 可 见 , 在 这 种 情况 下 
ds 
Er =0. 56 


接 下 来 , 我 们 计算 激 波 绝热 线 上 任意 一 点 的 导数 d(72)/dps?. 从 (87.6) 得 
到 微分 ds 的 表达 式 并 把 它 代入 


_ /6 0 
i (@ pat (人 a 


再 把 微分 aVz 的 这 个 表达 式 代 入 关系 式 (87.5) 并 除 以 dpz, 我 们 得 到 





» 1+72 ( 终 ) 
dj ) 一 4 (87.8) 
ep | (小 ) 
272 Os2 pa 


由 此 可 见 , 如 果 该 导数 为 零 , 则 等 式 


Va v2 
下 二 
(CC) 2 9 
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也 成 立 , 即 vo = ea, 反之 , 从 v2 = cs 可 知 d(72)/dpa = 0. 如 果 (87.8) 中 的 分 子 
和 分 母 均 为 零 , 则 该 导数 可 以 不 为 零 . 不 过 , 分 子 和 分 母 中 的 表达 式 是 激 波 绝 
热线 上 的 点 2 的 两 个 不 同 的 函数 , 它们 仅 在 纯粹 偶然 的 情况 下 才 会 同时 为 零 ， 





所 以 不 必 考 虑 这 种 情况 @. 
因此 , 从 
dj2) oo ds _ 村 
re (87.9) 


这 三 个 方程 中 的 每 一 个 都 可 以 推导 出 其 余 两 个 , 它们 在 图 56 中 曲线 上 的 点 O 
处 同时 成 立 (根据 这 三 个 等 式 中 的 最 后 一 个 , 我 们 约定 把 这 样 的 点 称 为 声 点 ). 
最 后 , 对 于 (wz/cz)? 在 该 点 的 导数 , 我 们 有 


d /BY\_ dad |, /ew _ 2 /0 
总 ( 司 -- 计 居中 |--( 喇 ) 
由 于 假设 (82V/8p2?)。 处 处 为 正 , 所 以 在 声 点 处 有 
d Vo 
dpa cz 

现在 已 经 容易 证 明 , 在 激 波 绝热 线 上 不 可 能 存在 声 点 . 在 初始 点 1 的 上 方 
邻近 点 处 , 我 们 有 w < ca ( 见 前 一 节 最 后 ). 所 以 , 等 式 vo = ca 仅 在 vz/csz 增加 
时 才能 成 立 , 换言之 , 在 声 点 处 必须 有 d(v2/c2)/dps > 0, 但 是 按照 (87.10), 我 
们 却 恰好 有 相反 的 不 等 式 ， 用 类 似 方法 可 以 证 明 , vw/cs 在 激 波 绝热 线 上 点 1 
的 下 方 也 不 可 能 等 于 1， 

这 样 就 证 明了 不 可 能 存在 声 点 ， 从 而 可 以 从 激 波 绝热 线 图 像 直接 得 到 以 
下 结论 : 当 点 2 沿 曲线 向 点 1 移动 时 , 弦 12 的 倾角 减 小 , 而 j2? 相应 地 单调 增 
大 . 根据 不 等 式 (87.7), 由 此 可 知 炉 s 也 单调 增加 . 因此 , 在 必要 条 件 ss > s1 
下 也 成 立 po > pi. 

进一步 容易 看 出 , 在 激 波 绝热 线 的 上 段 还 成 立 不 等 式 vz < o, wj > ci. 第 
一 个 不 等 式 直 接 得 自 以 下 事实 : 它 在 点 1 附近 成 立 , 而 比值 vz/cz 无 论 在 何 处 
都 不 可 能 等 于 1. 第 二 个 不 等 式 得 自 以 下 事实 : 从 点 1 到 位 于 其 上 方 的 点 2 的 
任何 弦 , 都 比 激 波 绝 热线 在 点 1 处 的 切线 更 陡 , 因为 激 波 绝热 线 不 可 能 具有 如 
图 56 所 示 的 形状 . 

因此 , 在 激 波 绝热 线 的 上 段 成 立 条 件 sa > st 和 全 部 三 个 不 等 式 (87.1)， 
(87.2). 相反 , 所 有 这 些 条 件 在 激 波 绝热 线 的 下 段 都 不 成 立 . 于 是 , 所 有 这 些 条 
件 彼 此 等 价 , 只 要 其 中 一 个 条 件 成 立 , 则 其 余 条 件 自 然 成 立 , 


(87.10) 


@ 为 了 避免 误解 , 我 们 强调 , 导数 d(72)/dps = 0 不 是 点 2 的 又 一 个 独立 函数 . 表达 式 (87.8) 是 
它 的 定义 . 
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我 们 再 一 次 注意 , 在 上 述 讨论 中 总 是 假设 导数 (82VY/6p2)。 为 正 的 条 件 成 
立 . 假如 这 个 导数 可 以 改变 符号 , 则 从 sz > si 这 个 必要 的 热力 学 不 等 式 就 已 
经 不 能 作出 关于 其 余 各 量 的 不 等 式 的 任何 一 般 结论 . 


§ 88 激 波 的 可 演化 性 


我 们 在 886, 887 中 讨论 了 不 等 式 (87.1) 一 (87.4) 的 一 些 推论 , 它们 都 是 基 
于 一 个 确定 的 假设 得 出 的 一 一 假设 介质 的 热力 学 性 质 满 足 导数 (82V/8p?), 为 
正 的 条 件 . 然而 , 至 关 重 要 的 是 , 也 可 以 用 完全 不 同 的 方法 得 到 速度 所 满足 的 
不 等 式 

UL > Cl， 02 < Co; (88.1) 

这 种 方法 表明 , 违反 条 件 (88.1) 的 激 波 仍然 不 可 能 存在 , 即使 这 并 不 与 上 述 纯 
热力 学 依据 矛盾 @. 

确实 , 还 必须 研究 激 波 的 稳定 性 问题 . 最 一 般 的 稳定 性 必要 条 件 是 以 下 要 
求 : 初始 状态 (在 某 时 刻 t= 0) 的 任何 无 穷 小 扰动 仅仅 导致 流动 发 生 完全 确 
定 的 无 穷 小 变化 , 至 少 在 足够 小 的 时 间 间 隔 t 内 应 当 如 此 . 最 后 这 一 条 说 明 意 
味 着 , 上 述 条 件 是 不 充分 的 . 例如 , 即使 初始 小 扰动 的 增长 是 指数 型 的 (按照 
ent 的 方式 , 并 且 常 量 y 为 正 ), 但 在 t < 1/Y 的 时 间 内 , 扰动 仍然 很 小 , 尽管 它 
最 终 还 是 会 破坏 所 给 运动 方式 ,如果 一 个 激 波 相继 分 解 为 两 个 (或 更 多 个 ) 间 
断 , 则 这 样 的 扰动 不 满足 上 述 必要 条 件 . 显然 , 流动 这 时 立即 就 发 生 不 小 的 变 
化 , 尽管 这 种 变化 在 较 短 时 间 t 内 ( 当 两 个 间断 之 间 的 距离 还 不 算 大 时 ) 只 占 
据 不 大 的 距离 5z. 

任意 的 初始 小 扰动 取决 于 某 些 独立 参量 ， 而 扰动 的 进一步 演化 取决 于 一 
组 在 间断 面 上 必须 成 立 的 线性 化 边界 条 件 . 当 上 述 稳定 性 必要 条 件 成 立时 , 这 
些 方程 的 数目 应 当 等 于 其 中 未 知 参量 的 数目 ， 这样 的 边界 条 件 才能 确定 在 短 
时 间 t > 0 内 始终 是 小 量 的 扰动 的 进一步 发 展 . 如 果 方 程 的 数目 大 于 或 者 小 于 
独立 参量 的 数目 , 则 小 扰动 问题 根本 没有 解 或 者 有 无 穷 多 个 解 . 这 两 种 情况 都 
说 明 最 初 的 假设 (扰动 在 短 时 间 t 内 很 小 ) 不 成 立 , 而 这 与 上 述 要 求 矛盾 , 这 
样 提出 的 条 件 称 为 流动 的 可 演化 性 条 件 . 

我 们 来 研究 激 波 在 垂直 于 自身 平面 的 方向 上 的 无 穷 小 位 移 @,， 它 也 伴随 
着 间断 面 两 侧 气 体 压强 、 速 度 等 其 他 一 些 量 的 无 穷 小 扰动 . 这 些 扰动 一 旦 在 
激 波 附 近 出 现 , 就 会 以 声速 (相对 于 气体 ) 由 激 波 处 向 外 传播 . 这 仅仅 不 适用 


@ 我 们 同时 要 注意 ， 这些 热力 学 依据 即使 在 (82V/8p2)。< 0 的 情况 下 也 给 出 条 件 (88.1) (至 少 
对 弱 激 波 是 这 样 ), 这 时 的 激 波 是 稀 芍 波 (而 不 是 压缩 波 ); 在 8 86 的 最 后 已 经 指出 了 这 一 点 . 
@ 下 面 对 不 等 式 (88.1) 的 证 明 属 于 A. 工 . 朗 道 (1944). 
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于 炳 的 扰动 , 粹 只 能 随 气体 本 身 一 起 传播 . 因此 , 所 研究 的 这 种 类 型 的 任意 扰 
动 , 可 以 看 做 是 由 在 激 波 两 侧 气体 1 和 2 中 传播 的 若干 声 扰动 和 一 个 业 扰 动 组 
成 的 , 后 者 随 气体 一 起 移动 , 显然 只 能 在 激 波 后 面 的 气体 2 中 出 现 . 在 每 一 个 
声 扰动 中 , 所 有 物理 量 的 变化 都 是 互相 关联 的 , 相应 关系 式 得 自 运动 方程 (就 
像 任何 声波 中 的 情况 那样 ; 864). 所 以 , 每 一 个 这 样 的 扰动 只 取决 于 一 个 参量 . 
现在 , 我 们 来 计算 可 能 的 声 扰 动 的 数目 , 它 依赖 于 气体 速度 v1, wz 和 声速 
cl ca 的 相对 大 小 . 取 气 体 的 运动 方向 (从 1 侧 到 2 侧 ) 为 z 轴 的 正方 向 . 相对 
于 静止 激 波 而 言 , 扰动 在 气体 1 中 的 传播 速度 为 wl = vi 土 c1, 而 在 气体 2 中 
的 传播 速度 为 us = v2 + cz. 这 些 扰动 必须 由 激 波 处 向 外 传播 , 这 个 事实 意味 
着 必 有 ul <0, us > 0. 
假设 wy > c1, v2 < ca. 于 是 , wi = vi 土 c1 这 两 个 值 显然 为 正 , 而 w 的 两 
个 值 中 只 有 vw + ea 为 正 . 这 表明 , 在 气体 1 中 根本 不 可 能 存在 我 们 所 研究 的 
声 扰动 , 而 在 气体 2 中 只 可 能 有 一 个 声 扰动 , 它 相对 于 气体 以 速度 +ca 传播 . 
其 他 情况 下 的 计算 方法 是 类 似 的 . 
计算 结果 如 图 57 所 示 , 图 中 每 个 第 头 对 应 一 个 声 扰动 , 它 相对 于 气体 沿 
箭头 所 指 方向 传播 . 如 上 所 述 , 每 一 个 声 扰动 取决 于 一 个 参量 . 此 外 , 在 所 有 四 
种 情况 下 , 还 有 另外 两 个 参量 : 一 个 参量 确定 在 气体 
“2 2 中 传播 的 炳 扰动 , 一 个 参量 确定 激 波 的 位 移 本 身 . 
= 对 于 四 种 情况 中 的 每 一 种 , 在 图 57 中 用 圆圈 中 


v1>c1 | Di<Ci 


2 








® @ 的 数字 表示 这 样 得 到 的 参量 的 总 数目 ， 这些 参量 确 
,sw wc ws。 定 了 激 波 发 生 位 移 时 出 现 的 任意 扰动 
“” 。。 另 一 方 面 ,扰动 在 间断 面 上 所 必须 满足 的 边界 
一 “一 | 一 条件 有 三 个 (质量 流 、 能 流 和 动量 流 的 连续 性 条 件 ). 
@ @ 在 如 图 57 所 示 的 所 有 情况 中 , 除了 第 一 种 情况 , 已 








图 57 有 的 独立 参量 数目 都 超过 了 方程 的 数目 . 我 们 看 到 ， 

只 有 满足 条 件 (88.1) 的 激 波 才 是 可 演化 的 . 因此 , 无 

论 介质 的 热力 学 性 质 如 何 , 这 些 条 件 是 激 波 存在 的 必要 条 件 . 不 满足 这 些 条 件 
的 人 为 制造 出 的 间断 立刻 就 会 分 解 为 其 他 一 些 间断 @ 

即使 在 通常 意义 下 , 可 演化 激 波 对 所 研究 类 型 的 扰动 也 是 稳定 的 . 如 果 寻 

求 正比 于 e-iwt 的 激 波 位 移 (所 有 其 余 物理 量 从 而 也 具有 这 样 的 形式 ), 则 预先 

就 显然 可 见 , 由 边界 条 件 单 值 确定 的 w 值 只 能 为 零 . 采用 以 下 方法 即 可 看 出 


@ 对 于 如 图 57 所 示 的 所 有 不 可 演化 激 波 , 扰动 都 是 不 定 的 一 一 任意 参量 的 数目 大 于 方程 的 数目 . 
我 们 指出 , 在 磁 流体 动力 学 中 , 扰动 既 可 以 是 不 定 的 , 也 可 以 是 超 定 的 , 这 些 都 是 导致 激 波 不 可 演化 的 
原因 ( 见 第 八 卷 873)， 


§89 多 方 气体 中 的 激 波 ，383 ， 


这 一 点 : 在 这 个 问题 中 没有 量 网 为 时 间 的 负 一 次 赛 的 任何 参量 可 以 确定 w 的 
非 零 值 . 
我 们 在 8 90 中 还 会 再 研究 激 波 的 稳定 性 问题 . 


§ 89 多 方 气体 中 的 激 波 


我 们 把 在 前 面 几 节 中 得 到 的 一 般 关系 式 应 用 于 多 方 气体 中 的 激 波 . 
多 方 气体 的 答 由 简单 的 公式 (83.11) 给 出 . 把 这 个 表达 式 代 入 (85.9), 经 过 
简单 变换 后 得 到 以 下 公式 : 
OO+Lpt+(y— 1)p 
-Dpt+(y+1)p We 


根据 这 个 公式 , 可 以 从 pi, Ji, pz, 友 中 的 三 个 量 确定 第 四 个 量 . 比值 你 / 候 是 
比值 p/p 的 单调 减 函 数 , 它 趋 于 
有 限 的 极限 (y 一 1)/(y+1). 图 58 
中 的 曲线 给 出 当 pl, VV 给 定时 Pa 
与 你 之 间 的 依赖 关系 ( 激 波 绝 热 
线 ). 这 是 一 支 等 轴 双 曲线 ， 其 渐 近 
线 为 


2 7Y-1 pp 7—1 


A 7+1’ pi TY 二 
我 们 知道 , 曲线 在 点 
瑟 _- 王 -| 
A pi 


以 上 的 部 分 才 有 实际 意义 ,这 部 分 图 58 
曲线 由 图 58 中 的 实 线 表示 (y=1.4). 

对 于 间断 面 两 侧 的 温度 比 , 根据 热力 学 意义 上 的 理想 气体 的 状态 方程 , 我 
们 有 B/D = poV2/piVi, 所 以 


Pp 
| 





TD _ ps +ILUp t+(7Y 一 1)ps (89.2) 


Tp (Y—1)pit+(y+1)p, 
对 于 质量 流 ;, 从 (85.6) 和 (89.1) 得 到 


和 | 1 
2 
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由 此 求 出 激 波 相对 于 其 前 后 侧 气 体 的 传播 速度 : 


vf = [0 -Dp + 0+)p] = 呈 |- 1+(7 十 也 一 2 |， 
Vi[lI+Dpt+(l -lp ! Oy 
2 "iI pt Up _ Gl, PL 
72 -DntOytil)p 2 ， | 
以 及 速度 差 : 
V1 一 v2 二 VVi(p —p1) (89.5) 


{(y — 1)pi + (7 + 1)po]/? 
在 应 用 中 , 用 马赫 数 Mi = wy/ei 表示 激 波 中 的 密度 比 、 压 强 比 和 温度 比 
的 公式 很 有 用 ; 这 些 公式 不 难 从 上 述 关 系 式 推导 出 来 : 
pa_ nO+DM? 
Pp vw (OO-D MI+2’ 
Da 27 7—1 
pe (89.7) 
TM OD -DM+2 


(89.6) 





五 C 二 TD2ME (35 
马 薪 数 Ma = vi/cz 可 以 通过 马赫 数 Mi 表示 : 
_ 2+(7— DM 
Mi = m0 2 


这 个 关系 式 显然 相对 于 Mi 和 Mo 对 称 , 因为 可 以 把 它 写 为 以 下 方程 的 形式 : 
2yMI MZ — (7Y— 1)(M? + M2)=2. 


我 们 写 出 极 强 激 波 极限 下 的 公式 (要 求 (y 一 1)ps > (YY 十 1)p1)， 从 (89.1)， 
(89.2) 有 


a 

WV ps 7T7+L TT y+1p Eo 
比值 Z2/T1 随 pz/p， 一 起 无 限 增 大 ， 即 激 波 中 的 温度 间断 与 压强 间断 都 可 
以 达到 任意 大 的 值 ， 但 密度 比 趋 于 常 极限 值 . 例如 , 对 于 单 原子 气体 , 极限 值 
pa 二 4p1; 对 于 双 原 子 气体 , ps = 6p1. 强 激 波 的 传播 速度 等 于 


—1)2 
paV , w= 42 和 证 i 一 人 Dai ， (89.11) 








它们 按照 与 压强 pa 的 平方 根 成 正比 的 规律 增 大 . 
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最 后 , 我 们 给 出 弱 激 波 的 一 些 关系 式 , 它们 是 对 小 比值 z= (ps - pi)/pi 的 
宕 级 数 展开 式 中 的 前 几 项 : 











Mi -1=1- Ms= Zz， 
C2 ?一 工 
pe 2 _7-1,2 
二 1 十 一 必 。 
Pp1 Y 272 


这 里 保留 了 对 声波 近似 的 下 一 级 修正 项 . 


习 题 
1. 推导 公式 
V1v2 一 c2， 
其 中 cv 是 临界 速度 (LL. 普 朗 特 ). 
解 ; 因为 量 w 十 UV2/2 在 激 波 上 是 连续 的 , 所 以 可 以 按照 


YP1 证 pa 说 7+1 3» 


GO-Dnt2 OGO-V!2™ 2a-D" 





(对 比 (83.7)) 引入 临界 速度 , 它 对 气体 1 和 2 是 相同 的 . 从 这 些 等 式 确定 po/p2 和 pi/p1， 
再 把 它们 代入 方程 
po 21 


paV2 piv1 





1 一 ?2 一 


(得 自 (85.1) 和 (85.2)), 我 们 得 到 
(wm) (1- o ) 一 0. 


因为 轨 天 va, 所 以 由 此 得 到 所 需 关 系 式 . 

2. 对 于 热力 学 意义 上 的 理想 气体 , 设 其 热 容 不 是 常量 ,根据 激 波 的 给 定 湿度 卫 , To 求 
比值 po /pi1. 

解 : 对 于 这 样 的 气体 , 只 能 下 结论 说 , ww (和 < 一 样 ) 只 是 温度 的 函数 , 而 p, V, 工 之 间 
的 关系 由 状态 方程 pV = RT/h 给 出 , 解 方程 (85.9) 求 po/pi, 得 到 








22 一 人 


P22 Ht J 
271 | RT (wa wi1) 2214 


21 RT 











(wz — WwW1) 一 


其 中 wi = w(TI), waz = w (Ta). 
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8 90 激 波 的 波纹 不 稳定 性 


为 了 保证 激 波 的 稳定 性 , 可 演化 条 件 本 身 只 是 一 个 必要 条 件 , 但 还 不 是 充 
分 条 件 . 激 波 对 间断 面 上 的 一 种 “波纹 状 ” 扰动 可 以 是 不 稳定 的 (在 829 中 研究 
切 向 间断 时 已 经 研究 过 这 种 扰动 )9. 我 们 在 此 说 明 , 对 于 任意 介质 中 的 激 波 ， 
应 当 如 何 研究 这 个 问题 (C. IH. 季 亚 科 夫 , 1954). 

设 一 个 静止 激 波 位 于 平面 > = 0, 流体 沿 > 轴 正 方向 从 左 向 右 穿 过 激 波 . 
设 间 断面 发 生 扰 动 , 间断 面 上 的 点 沿 x 轴 发 生 小 位 移 


¢ = to ety™%), (90.1) 


式 中 是 “波纹” 的 波 数 . 间断 面 的 这 种 扰动 引起 激 波 后 面 (区 域 > > 0 中 ) 的 
流动 也 发 生 扰动 (在 激 波 前 面 , 即 在 区 域 > < 0 0 中， te 因为 这 
部 分 流动 是 超声 速 的 ). 

流动 的 任意 扰动 都 可 以 分 解 为 六 波 和 疡 波 hl is2 2 的 习题 ) 在 这 两 种 
波 中 ， 的 本 交 代表 由 形 如 ee'r-eg 的 因子 给 出 , 其 中 的 
w 就 是 (90.1) 中 的 频率 . 根据 对 到 时 ;其 gy 分量 







扰动 速 


而 速度 扰动 满足 条 件 2 
天 . Sn(ent) ee pi Swent) 十 k, Swent) = (0. (90.2) 


对 于 运动 气体 中 的 声波 ,频率 与 波 矢 之 间 的 关系 由 等 式 (w 一 kv)? = ok? 
给 出 ( 见 (68.1)), 所 以 ks 由 方程 


(w — kv2)? = c2(R2 + 2) (90.3) 
确定 . 压强 扰动 、 质 量 体 积 扰 动 和 速度 扰动 之 间 的 关系 为 


2 
gp = _ ( 鱼 ) 8V®), (90.4) 


(w — vakz) v0 = Vak Bpl®). (90.5) 


@ 对 这 种 扰动 的 不 稳定 性 称 为 波纹 不 稳定 性 (英文 术语 为 corrugation instability). 
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整体 扰动 是 上 述 两 种 类 型 扰动 的 线性 组 合 : 
io = dv(ent) +8), 6V = 8y(enb 十 SVG)， 3p = ip(). (90.6) 


它 应 当 满 足 扰动 间断 面 上 的 确定 的 边界 条 件 . 
首先 , 在 扰动 间断 面 上 , 切 向 速度 分 量 必 须 连续 , 而 法 向 
速度 分 量 必须 按照 等 式 (85.7) 通过 压强 和 密度 表示 . 这 些 条 
件 写 为 
V1.t= (v2 + 60) .4, 
v1°n— (v2+6v0)-n = [(ps ~ py + dp)(Vi — p2 一 57)] 2， 


其 中 上 和 mm 是 间断 面 的 单位 切 向 矢量 和 单位 法 向 矢量 (图 
59). 精确 到 一 阶 小 量 , 这 些 矢量 (在 zy 平面 上 ) 的 分 量 等 于 
t(ikC, 1) 和 n(1， 一 ikC), 表达 式 ikc 来 自 导 数 86/8y. 在 这 个 
精度 下 , 速度 的 边界 条 件 化 为 以 下 形式 : 


ikC(w — ed A SEs A 
vy =ikC(vi—v2),， vz = 7 Ee 万 一 克 
戈 尼 奥 绝热 线 方程 . 由 此 得 到 5p 和 5V 之 间 的 关系 : 


_ dp 


其 中 导数 是 沿 于 戈 尼 奥 绝热 线 取 的 . 

最 后 , 还 有 一 个 关系 式 得 自 穿 过 间断 面 的 质量 流 、 压 强 间断 和 密度 间断 之 
间 的 关系 . 对 于 未 受 扰动 的 间断 面 , 这 个 关系 式 由 公式 (85.6) 给 出 , 而 对 于 受 
到 扰动 的 间断 面 , 类 似 的 关系 式 为 








(90.7) 图 59 


22 一 D1 十 ip 
全 一 屿 一 5 
式 中 心 是 间断 面 上 的 点 的 速度 , 在 对 小 量 的 一 级 近似 下 , 我 们 有 wn = 一 iwc. 
把 以 上 等 式 也 展开 为 ip 和 8V 的 短 级 数 , 得 到 
2iw sp 5V 


三 一 一 十 2 90.9 
ne po — D1 WW-- 记 ( ) 


由 等 式 (90.2), (90.4), (90.5), (90.7) 一 (90.9) 组 成 的 方程 组 包括 八 个 线性 代 
数 方程 , 用 来 确定 ¢, 5p, 57V(eo， 57 四 ,5 5808) 这 八 个 量 @. 这 些 方程 的 相 


充 (vin un 一 
1 





@ 所 有 这 些 等 式 都 取 自 = = 0, 并 且 上 述 八 个 量 可 以 具有 不 带 指数 因子 的 常 振幅 的 含义 . 
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容 条 件 (其 系数 行列 式 为 零 ) 具有 以 下 形式 : 








ee (8 与) (所 本 如 (2 — why)(l+h) = (90.10) 


式 中 为 简洁 起 见 引 入 了 记号 h=j?dW%/dps; 7 具有 通常 含义 :j= /Vi =wvw/ 广 . 
应 当 把 (90.10) 中 的 量 & 理解 为 h 和 w 的 函数 , 它 由 等 式 (90.3) 确定 . 

不 稳定 性 条 件 是 : 存在 按照 指数 规律 随时 间 增 长 的 扰动 , 这 些 扰动 在 远离 
间断 面 时 ( 即 当 z 一 co 时 ) 还 应 当 按 照 指数 规律 减 小 ,后 者 意味 着 , 扰动 源 是 
激 波 本 身 , 而 不 是 激 波 之 外 的 某 处 . 换言之 , 如 果 方 程 (90.10) 具有 满足 条 件 


Inw>0，ImA >0 (90.11) 


的 解 , 则 激 波 不 稳定 . 
为 了 揭示 方程 (90.10) 在 何 种 条 件 下 具有 这 样 的 解 而 进行 的 研究 非常 繁 
琐 , 我 们 不 打算 在 此 展示 细节 , 仅 限 于 指出 最 后 的 结果 @. 如 果 


24V2 


Fp, < (90.12) 
或 者 i 
2 2 

> 工 十 222， 90.13 

jap > (90.13) 


就 会 出 现 激 波 的 波纹 不 稳定 性 . 值得 注意 的 是 , 这 里 应 当 沿 激 波 绝热 线 取 导数 
( 当 pi, WW 给 定时 )@. 

条 件 (90.12), (90.13) 对 应 着 方程 (90.10) 具有 满足 要 求 (90.11) 的 复数 根 的 
情况 . 但 是 , 这 个 方程 在 一 定 条 件 下 也 可 以 有 使 w 和 k, 为 实数 的 根 , 它们 对 
应 着 “远离 * 间断 面 的 实际 不 衰减 的 声波 和 炳 波 , 即 间 断面 的 自发 声 辐射 . 我 
们 将 把 这 样 的 情况 称 为 激 波 不 稳定 性 的 特殊 形式 ， 尽管 这 时 在 字面 意义 上 并 
不 存在 不 稳定 性 一 一 这 样 的 扰动 (波纹 ) 在 间断 面 上 一 旦 出 现 , 就 会 在 无 穷 长 
时 间 内 持续 辐射 出 既 不 衰减 也 不 增强 的 扰动 波 ,扰动 波 所 具有 的 能 量 来 自 整 
个 运动 介质 @， 

为 了 确定 出 现 这 种 现象 的 条 件 , 我 们 引入 与 z 轴 之 间 的 夹 角 0, 以 便 对 


@ 可 以 在 以 下 原创 性 论文 中 找到 这 部 分 研究 : Jpmkoa Q.II. 3Kypa. 3xcnep. reop. 中 uw3. 1954, 27: 
288. 在 下 一 节 中 还 将 给 出 条 件 (90.12), (90.13) 的 不 太 严格 但 更 加 直观 的 证 明 . 

@ 我 们 指出 , 在 推导 (90.12), (90.13) 时 仅仅 使 用 了 必要 条 件 (88.1), 而 没有 使 用 不 等 式 p。 > pi. 
所 以 , 这 些 不 稳定 性 条 件 也 适用 于 膨胀 激 波 , 这 种 激 波 可 以 在 (82V/8p?)。< 0 时 存在 . 

图 请 与 切 向 间断 面 的 类 似 情 况 进行 比较 , 见 884 习题 2. 
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方程 (90.10) 进行 变换 . 于 是 ， 


cajo 一 wocos0， cohky 一 wosin0 
了 (90.14) 
全 (+ 皖 omo)， 避 = 蕊 ( 有 十 已) 


(wo 是 与 激 波 后方 气 体 一 起 运动 的 坐标 系 中 的 声音 频率 ), 从 而 得 到 关于 cos9 
的 一 个 二 次 方程 : 


2 2 
二 (Ts 和 Joe 0 十 一 一 7 2 -| cos0 
V2 1+h 


2 
+ st ofa. 02)] (+ 2 = 0， (90.15) 
相对 于 静止 间断 面 而 言 , 声波 在 速度 为 vz 的 气流 中 的 传播 速度 为 v2 + cz cos0. 
如 果 该 传播 速度 为 正 , 即 如 果 


-了 22 < cos0<1, (90.16) 
c2 


则 声波 远离 间 汤 面 (与 cos9 < 0 相对 应 的 情况 是 : 尽管 波 矢 k& 指向 间断 面 方 
向 , 但 气流 使 声波 仍然 “远离 "). 如 果 方 程 (90.15) 具有 这 个 范围 内 的 根 , 激 波 
就 会 自发 辐射 声波 . 简单 的 研究 给 出 确定 这 种 不 稳定 区 间 的 以 下 不 等 式 @: 


ede Le ee ke jd 

/to dp 

(该 区 间 的 上 下 边界 其 实 对 应 条 件 (90.16) 中 的 上 下 边界 ). 不 稳定 区 间 (90.17) 
扩展 了 (90.13) 并 且 与 它 相 接 . 

还 可 以 从 稍微 不 同 的 视角 来 研究 激 波 在 区 间 (90.17) 内 的 不 稳定 性 来 源 ， 

为 此 就 要 考虑 从 被 压缩 气体 一 侧 入 射 的 声波 被 间断 面 的 反射 ， 因为 激 波 相对 

于 前 方 气体 的 运动 速度 是 超声 速 的 , 所 以 声波 不 会 进入 这 部 分 气体 . 但 是 , 在 

激 波 后 面 的 气体 中 不 但 有 入 射 声波 ,而 且 还 有 反射 声波 和 箭 涡 波 (而 在 间断 

面 上 则 会 出 现 波纹 ). 求 反 射 因 子 的 问题 与 研究 稳定 性 的 问题 在 提 法 上 很 接近 ， 

区 别 在 于 , 在 前 者 的 边界 条 件 中 不 仅 包括 远 离间 断面 的 (反射 ) 声波 的 待 求 振 

幅 , 而 且 包 括 向 间断 面 传播 的 (入射 ) 声波 的 给 定 振幅 . 现在 , 我 们 有 的 不 是 齐 

次 代数 方程 组 , 而 是 非 齐 次 方程 组 , 其 中 带 有 入 射 波 振幅 的 那些 项 是 非 齐 次 项 . 

在 这 个 方程 组 的 解 的 表达 式 中 , 分 母 是 相应 齐 次 方程 组 的 行列 式 , 并 且 该 行列 


区 于 二 2 (90.17) 
C2 


@ 这 种 不 稳定 性 也 是 由 C. I. 季 亚 科 夫 (1954) 指出 的 ，B. M. 康 托 罗维奇 求 出 了 (90.17) 中 的 正 
确 下 边界 值 , 
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式 为 零 正 好 给 出 自发 扰动 的 色散 方程 (90.10). 这 个 方程 对 cos9 而 言 在 区 间 
(90.17) 内 具有 实 根 , 这 个 事实 意味 着 , 存在 确定 的 反射 角 (从 而 也 存在 确定 的 
入 射 角 ), 使 反射 因子 等 于 无 穷 大 , 这 是 可 能 出 现 自发 声 辐射 ( 即 在 没有 外 部 入 





射 声波 的 条 件 下 出 现 声 辐射 ) 的 另 一 种 表述 . 

同样 的 讨论 方法 也 适用 于 从 前 方 入 射 到 间断 面 的 
声波 的 透射 因子 . 在 这 种 情况 下 不 存在 反射 波 , 而 在 
间断 面 后 方 出 现 透射 声波 和 箭 涡 波 .在 区 间 (90.17) 内 ， 
透射 因子 可 能 变 为 无 穷 大 9 . 

再 稍微 讨论 一 下 具有 上 述 不 稳定 区 间 并 且 在 原则 
上 可 能 出 现 的 某 些 类 型 的 激 波 绝热 线 @. 

条 件 (90.12) 要 求 导 数 dpz/dV2 为 负 , 并 且 激 波 绝 
热线 在 点 2 的 倾斜 程度 (相对 于 横 坐 标 轴 ) 应 当 不 如 
通过 该 点 的 弦 12 ( 即 与 通常 情况 相反 , 见 图 53). 于 是 ， 
激 波 绝热 线 必 须 具 有 如 图 60 所 示 的 形状 , 不 稳定 性 条 
件 (90.12) 在 ab 段 成 立 . 

条 件 (90.13) 要 求 导 数 dps/dVs 为 正 , 并 且 激 波 绝 
热线 应 当 具 有 足够 小 的 斜率 . 在 图 60 中 , 这 个 条 件 仅 
在 非常 接近 点 a 和 点 5 的 确定 的 两 段 激 波 绝 热线 上 才 
成 立 , 不 稳定 区 间 的 范围 因此 有 所 扩展 . 条 件 (90.13) 
还 可 以 在 非 ab 类 型 的 一 段 激 波 绝热 线 (图 61 中 的 cd) 
上 成 立 . 

与 (90.13) 相 比 , 条 件 (90.17) 更 加 宽松 , 从 而 又 进 
一 步 扩 展 了 dpz/dW > 0 的 于 戈 尼 奥 绝热 线 上 的 不 稳 
定 区 间 . 此 外 , (90.17) 中 的 下 边界 可 以 是 负 的 , 所 以 这 
种 类 型 的 不 稳定 性 在 原则 上 也 可 以 出 现 于 处 处 具有 负 


导数 dpa/dW 的 通常 形式 的 某 几 段 总 尼 奥 绝热 线 上 . 
波纹 不 稳定 激 波 的 演化 问题 与 下 面 这 个 值得 注意 的 情况 有 密切 关系 : 在 
条 件 (90.12) 或 (90.13) 下 , 流体 动力 学 方程 的 解 是 多 值 的 (C. S. 加 德 纳 , 1963). 


@ 关于 在 任意 介质 和 任意 入 射 方向 的 情况 下 计算 声波 在 激 波 上 的 反射 因子 和 透射 因子 的 问题 ， 
可 以 参阅 : [baxos C.II. ?Kypa. sxcmep. reop. qu3. 1957, 33: 948, 962 (Dyakov S.P. Sov. Phys. JETP. 
1958, 6: 729, 739); KorropoBHd B. M. 2KypH. sxkcmep. Teop. Pua. 1957, 33: 1527 (Kontorovich V.M. 
Sov, Phys. JETP. 1958, 6: 1180); Konroposnu B. M. Axkyc™,. xypn. 1959, 5: 314 (Kontorovich V. M, Sov, 


Phys. Acoust. 1959, 5: 320). 


加 利用 在 $ 89 中 得 到 的 公式 容易 证 明 ,， 在 多 方 气体 中 h = 一 (ci1/v1)?， 在 这 种 情况 下 ，(90.12)， 
(90.13) 和 (90.17) 中 的 任何 一 个 条 件 显然 都 不 成 立 , 所 以 激 波 是 稳定 的 .当然 , 弱 激 波 在 任意 介质 中 


也 是 稳定 的 . 
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对 于 由 关系 式 (85.1) 一 (85.3) 联系 起 来 的 两 个 状态 1 和 2, 激 波 通常 是 把 介质 
从 状态 1 转变 为 状态 2 的 (一 维 ) 流动 问题 的 唯一 解 . 结果 表明 , 如 果 在 状态 2 
下 成 立 条 件 (90.12) 或 (90.13), 则 上 述 流体 动力 学 问题 不 具有 单 值 性 : 从 状态 1 
到 状态 2 的 转变 既 可 以 通过 激 波 实现 , 也 可 以 通过 更 复杂 的 波 系 实现 . 第 二 种 
解 (可 以 称 之 为 分 裂解 ) 的 组 成 部 分 包括 更 低 强度 的 激 波 、 紧 接 其 后 的 接触 间 
断面 和 向 相反 方向 (相对 于 激 波 后 面 的 气体 ) 传播 的 非 定常 等 烂 稀疏 波 ( 见 后 
面 的 $99); 灶 在 激 波 中 从 si 增加 到 某 个 值 ss < sz, 然后 在 接触 间断 面 上 从 ss 
进一步 突 路 式 增加 到 给 定 值 s。 (这 种 流动 图 像 属 于 由 下 面 的 图 78 (b) 所 示 的 
类 型 ; 假设 不 等 式 (86.2) 成 立 )@®. 

在 具体 流体 动力 学 问题 中 如 何 从 上 述 两 个 解 中 选择 一 个 , 现在 尚 不 明确 . 
如 果 选 择 分 裂解 , 这 就 表示 激 波 根本 不 能 通过 表面 波纹 的 自我 加 强 而 失 稳 . 但 
是 , 看 来 这 样 的 选择 不 可 能 恰好 与 这 种 不 稳定 性 有 关 , 因为 解 的 多 值 性 并 非 仅 
由 条 件 (90.12), (90.13) 所 限定 @. 


习 是 


1. 设 平面 声波 从 后 方 (从 被 压缩 气体 的 一 侧 ) 垂直 入 射 到 一 个 激 波 上 , 求 反射 因子 . 

解 : 在 使 激 波 静 止 的 坐标 系 中 考虑 运动 过 程 , 设 气 体 沿 z 轴 的 正方 向 穿 过 激 波 , 入 射 
声波 向 > 轴 的 负 方向 传播 . 胶 然 入 射 波 垂直 于 激 波 (反射 波 因而 也 垂直 于 激 波 ), 在 反射 的 
粹 波 中 速度 v(t) = 0. 压强 扰动 ip = ip() 十 6p(0, 其 中 的 上 标 (0) 表示 入 射 声波 ,上 标 
(s) 表示 反射 声波 . 对 于 速度 5vz 三 5v, 我 们 有 


Ws) (0) 
和 = (ep 一 ip) 


(这 里 用 减 号 代替 加 号 ， 因 为 两 种 波 的 传播 方向 相反 ). 边界 条 件 (90.7) 中 的 第 二 个 具有 以 
前 的 形式 (但 是 现在 取 8V = 8V(o) + SVG) 十 8V(ent))， 利 用 (90.8) 和 公式 (85.6), 我 们 把 
它 改写 为 je 
LR /ss) sn(0) 
v= 一 7 (5p™ + 6p ’). 


令 io 的 两 个 表达 式 相 等 , 我 们 得 到 所 需 的 反射 声波 和 入 射 声 波 中 的 压强 振幅 之 比 : 


5p®) 1 一 2Ma 一 4 
5p(0) 1+2M2—h ) 


@ 在 C.8. 加 德 纳 的 论文 中 (Gardner C.S，Phys.Fluids. 1963，6: 1366)， 这 样 的 解 是 对 区 间 
(90.13) 给 出 的 . H.M. 库 效 涅 佐 夫 研究 了 包括 区 间 (90.12) 在 内 的 更 一 般 的 情况 , 见 : Ky3nseunos H. M. 
Kypu. kerep. Teop. 中 ms. 1985, 88: 470 (Kuznetsov N. M, Sov. Phys. JETP. 1985, 61: 275); 那里 研 
究 了 不 满足 条 件 (82V/8p?)。> 0 的 激 波 绝热 线 , 相应 的 分 裂解 由 另外 一 系列 波 组 成 . 

@ 看 来 , 激 波 绝热 线 上 的 多 值 区 间 比 由 这 些 条 件 确定 的 不 稳定 区 间 稍 大 . 相关 讨论 见 H.M. 库 效 
涅 佐 夫 的 上 述 论 文 . 
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(其 中 Ms = V2/c2). 它 在 区 间 (90.17) 的 上 边界 上 等 于 无 穷 大 . 


对 于 多 方 气体 ， 
ge 
M2° 


比值 (1) 在 双 激 波 (pa 一 Di 世 p1) 的 情况 下 按照 (ps 一 p1)? 的 方式 趋 于 堆 ， 相反 , 它 在 强 
激 波 的 情况 下 趋 于 常 极 限 值 


iow ~ _VI— VO -UD 

bm” + Va 
2. 设 平面 声波 从 前 方 重 直 入 射 到 一 个 激 波 上 , 求 声波 的 透射 因 于 @. 
解 : 激 波 前 方 气体 1 中 的 扰动 为 


_ gp(0) _ ro 更 Vi 
p=p , Vi=5V =- b= — Hp 
ct C1 
而 激 波 后 方 气体 2 中 的 扰动 为 
8p2 = 6p), 8V2 一 87 四 + VV, guz = ap。 
2 


(上 标 (0), (s), (ent) 分 别 表示 入 射 声波 、 透射 声波 和 粹 波 ). 扰动 8p。 和 5V32 之 间 的 关系 由 
激 波 绝热 线 方程 给 出 : 如 果 该 方程 的 形式 为 全 = 仍 (pa; pi, 态 ), 则 


_ /ew OVa aya 
Wo CR A GAR CR 


-各 有 m+|- 千 ( 吕 .+( 吏 )jw 


te ed sg 





4 二 8 一 
5v2 — 601 = 一色 一 2 二 2 | 兰 = 吕 各 一 | = ml 一 pl — j2(8V2 — V1)]. 
令 5v2 一 6v1 的 两 个 表达 式 相 等 , 我 们 得 到 所 需要 的 透射 声波 和 入 射 声 波 的 振幅 之 比 : 
Sp (1+Mi)?+g 
ip 加 TraM2—h’ (2) 


其 中 的 合 义 如 上 题 所 示 , 而 


2 Vi /0% OV2 
= 村 ( 玛 )( 如 | 


对 于 多 方 气体 ， 


@ 对 于 多 方 气体 , 这 个 问题 已 经 由 A. HH. 布 洛 欣 采 夫 (1945) 和 J. M, 伯 格 斯 (1946) 研究 过 . 
@ 导数 (8W/68ps)n 就 是 我 们 在 前 面 使 用 的 简单 记号 dVa/dps, 那里 认为 导数 是 在 pj, 六 保持 
不 变 时 取 的 . 
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所 以 租 射 因子 为 
ap __ (1+Mi) Pp- 生 4G- 去 )|] 
3p(0) 1+2M2+1/M? y+1 Mi 
对 于 弱 激 波 , 由 此 可 得 


相反 , 在 强 激 波 的 情况 下 ， 

av 1 2 
p00) y+ VY-1) Pp 
在 这 两 种 情况 下 , 透射 声波 中 的 压强 振幅 大 于 入 射 声波 中 的 压强 振幅 ， 
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设 一 种 介质 充满 一 个 变 截 面 长 管 , 我 们 来 研究 激 波 沿 该 管道 的 传播 . 我 们 
的 目的 是 揭示 激 波 面积 的 变化 对 其 速度 的 影响 (G. B. 惠 瑟 姆 , 1958). 

我 们 将 认为 , 管道 模 截 面 面 积 8(z) 沿 其 长 度 方 向 (z 轴 ) 只 有 很 缓慢 的 变 
化 , 即 在 管道 宽度 量 级 的 距离 上 变化 很 小 . 这 样 就 能 够 应 用 在 8 77 中 已 经 用 过 
的 近似 ( 称 之 为 水 力学 近似 ): 可 以 认为 流动 中 的 所 有 物理 量 在 管道 的 每 一 个 
横 截 面 上 均匀 分 布 , 而 速度 指向 管 轴 方 向 . 换言之 , 可 以 把 流动 看 做 准 一 维 的 . 
这 样 的 流动 可 由 以 下 方程 描述 : 


一 一 十 4 一 一 十 -一 一 一 一 0， (91.1) 


Op op fo py 
到 十 7 Cc ( 钴 +o 池 =0, (91.2) 
Op 0 
Sr 十 Fz (eS) = 0. (91.3) 


第 一 个 是 欧 拉 方程 , 第 二 个 是 绝热 方程 , 第 三 个 是 写 为 形式 (77.1) 的 连续 性 
方程 . 

我 们 进一步 认为 ,管道 横 截面 面积 5(z) 不 仅 要 缓慢 变化 , 而 且 其 变化 值 在 
全 部 管 长 上 也 始终 很 小 ,为 了 揭示 我 们 所 关心 的 问题 , 这 样 的 假设 已 经 足够 . 
于 是 , 横 截 面 变化 对 流动 的 扰动 也 很 小 , 因而 可 以 对 方程 (91.1) 一 (91.3) 作 线 
性 化 处 理 . 最 后 , 还 应 当 提 出 适当 的 初始 条 件 , 以 便 排 除 任何 可 能 影响 激 波 运 
动 的 无 关 扰 动 . 我 们 只 关心 与 8{z) 的 变化 有 关 的 扰动 . 为 了 实现 这 个 目的 , 可 
以 认为 激 波 在 初始 时 刻 沿 横 截面 保持 不 变 的 一 段 管道 常 速 运动 ， 而 横 截 面 面 
积 在 某 一 点 右边 才 开 始 变化 ( 取 该 点 为 xz = 0). 
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线性 化 的 方程 (91.1) 一 (91.3) 具有 以 下 形式 : 
dw ,95 ,105p 
"Or p Dr 
Dip 05p Dip O56pN 
尝 +* 呈 -2( 当 + 司 )- 


式 中 没有 和 角 标 的 字母 表示 一 维 流 的 相应 物理 量 在 管道 常 截面 段 中 的 常量 值 ,而 
记号 5 表示 这 些 量 在 管道 变 截 面 段 中 的 变化 值 . 用 pc 乘 第 一 个 方程 , 用 乘 
第 三 个 方程 , 然后 把 全 部 三 个 方程 加 起 来 , 我 们 得 到 以 下 形式 的 组 合 : 
| 寺 +@+g 贡 |@+oca = > (91.4) 
这 个 方程 的 通 解 由 两 部 分 之 和 给 出 , 一 部 分 是 齐 次 方程 的 通 解 , 另 一 部 分 是 带 
右 侧 项 的 方程 的 特 解 . 前 者 为 F(z 一 vt 一 ct), 其 中 下 是 任意 函数 , 它 描述 来 自 
左 侧 的 声 扰动 , 但 是 在 z < 0 的 等 截面 段 没 有 扰动 , 所 以 应 当 取 F = 0. 因此 ， 
方程 的 解 化 为 非 齐 次 方程 的 积分 : 
i+pci= -2 加 
激 波 以 速度 v1 > ci 沿 静 止 介质 从 左 向 右 运动 , 静止 介质 具有 给 定 参 量 值 
pi; Pp1. 激 波 后 方 介质 (介质 2) 的 运动 由 解 (91.5) 确定 , 它 适用 于 间断 面 在 所 
给 时 刻 所 到 达 的 位 置 左 侧 的 全 部 管道 . 激 波 通过 之 后 , 所 有 物理 量 在 管道 的 每 
一 个 横 截 面 上 都 不 再 随时 间 变 化 ， 即 它们 等 于 相应 物理 量 在 气体 穿 过 间断 面 
时 的 值 : 压强 pa, 密度 pa 和 速度 v1 - vs (按照 本 章 所 用 记号 , v2 表示 气体 相对 
于 运动 激 波 的 速度 , 于 是 气体 相对 于 管道 壁 的 速度 为 w 一 v2). 在 这 些 记号 下 
(仍然 分 离 出 这 些 量 的 变化 部 分 ), 我 们 把 等 式 (91.5) 写 为 以 下 形式 : 


589 V1 一 V2 十 C2 
二 一 一 一 vz 十 poc2 (5v1 一 5v2 )|. 91.6 
5 pa(v1 — va)c2 [sp + pzc2(6v1 2)] ( ) 


可 以 把 全 部 5v1, 5v2, 5ps 通过 其 中 一 个 量 表示 出 来 , 例如 通过 ul 表示 . 
为 此 , 我 们 在 间断 面 上 取 关 系 式 (85.1), (85.2) 的 变 分 ( 当 pl 和 pi 给 定时 ): 
p16v1 = v2 dp2 + 02 8u2， 
2j(6v1 — 6v2) = Sp2 + v2 6p 
(其 中 了 = pol = pzv2 是 未 受 扰动 的 质量 流 ). 还 应 当 补 充 关系 式 





(91.5) 


dp2 
5p 一 二 一 ? 
2 dp Pp2 
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其 中 的 导数 是 沿 于 戈 尼 奥 绝热 线 取 的 ， 计算 给 出 以 下 最 终结 果 : 


1 58S V1i—V2 十 C2 和 
ed ct th enh Pa EE | 91.7 
Ss S01 V1C2 | 1+h ( ) 
其 中 又 引入 了 记号 3 
1° dp _ .2dV2 
尺 一 一 全 一 一 六 一 一 ， 91.8 
Bdps ”ds 


关系 式 (91.7) 把 激 波 相对 于 它 前 方 静止 气体 的 速度 的 变化 值 sw 
与 管道 横 截 面 面 积 的 变化 值 55 联系 起 来 . 
在 (91.7) 中 , 方 括号 前 面 的 系数 为 正 , 所 以 比值 5v1/55 的 符 
号 取决 于 方 括号 中 表达 式 的 符号 . 对 于 所 有 的 稳定 激 波 , 这 个 符 
号 为 正 , 所 以 5v1/8S < 0. 但 是 , 只 要 波纹 不 稳定 性 条 件 (90.12)， 
(90.13) 中 的 任何 一 个 成 立 ， 方 括号 中 的 表达 式 就 是 负 的 ， 于 是 
ao1i/59 > 0. 
这 个 结果 使 我 们 有 可 能 直观 地 解释 不 稳定 性 的 原因 . 图 62 
给 出 向 右 移 动 的 激 波 “波纹 面 ", 箭头 指示 流 线 方向 . 在 激 波 的 移 
动 过 程 中 , 面积 55 在 向 前 凸 出 的 那 部 分 间 斯 面 上 增 大 , 而 在 落后 图 62 
的 那 部 分 间断 面 上 缩小 . 当 5v1/55 < 0 时 , 向 前 凸 出 的 部 分 减速 ， 
而 落后 的 部 分 加 速 , 所 以 间断 面 趋 于 变 平 . 相反 , 当 56v1/85S > 0 时 , 间断 面 形 
状 的 扰动 趋 于 加 剧 : 向 前 凸 出 的 部 分 更 加 凸 出 , 落后 的 部 分 更 加 落后 @. 
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我 们 来 研究 定常 激 波 , 并 放弃 此 前 一 直 使 用 的 坐标 系 , 即 放弃 使 气体 速度 
垂直 于 所 讨论 的 激 波 面 微 元 的 坐标 系 . 流 线 可 以 与 该 激 波 面 斜 交 并 在 此 发 生 
偏 折 , 在 气体 穿 过 激 波 时 , 气体 速度 的 切 向 分 量 不 变 ， 而 法 向 分 量 根据 (87.4) 
是 减 小 的 : 


V1t = Vaty Vin > Van. 


所 以 , 流 线 在 穿 过 激 波 时 显然 向 激 波 偏 折 (如 图 63 所 示 ). 于 是 , 流 线 在 穿 过 激 
波 时 总 是 向 确定 方向 偏 折 . 

选取 激 波 前 面 的 气体 速度 v1 的 方向 为 x 轴 方 向 , 并 设 w 是 间断 面 与 x 
轴 之 间 的 夹 角 (图 63). 角 wp 的 可 能 取 值 只 受到 一 个 条 件 的 限制 : 速度 v1 的 法 


@ 对 于 任意 的 介质 (不 是 多 方 气体 ), C.T. 苏 加 克 , B.B. 福 尔 托 夫 , A. I. 倪 (1981) 给 出 了 表达 式 
(91.7) 以 及 它 与 激 波 的 波纹 不 稳定 性 条 件 的 关系 . 
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向 分 量 大 于 声速 c1. 因为 vin = wsinw, 所 以 由 此 可 知 , p 的 取 值 只 能 介 于 /2 
与 马赫 角 ai 之 间 : 
1 
a 
激 波 后 面 的 流动 既 可 以 是 超声 速 的 ,也 可 以 是 亚 声速 的 (只 是 法 向 速度 
分 量 必须 小 于 声速 c), 但 激 波 前 面 的 流动 必须 是 超声 速 的 , 如 果 激 波 两 侧 的 
气流 都 是 超声 速 的 , 则 全 部 扰动 只 能 沿 激 波 面向 气体 切 向 速度 方向 传播 . 在 这 
个 意义 上 可 以 讨论 激 波 的 “方向 ”, 从 而 可 以 区 别 从 某 处 “来 ” 的 激 波 与 向 某 处 
“去 ”的 激 波 (类 似 的 讨论 已 经 对 特征 线 进行 过 , 因为 特征 线 附 近 的 流动 总 是 超 
声速 的 , 见 882),， 如 果 激 波 后 面 的 流动 是 亚 声速 的 , 则 严格 地 说 , 讨论 激 波 的 
“方向 ” 就 没有 意义 了 , 因为 扰动 可 以 沿 激 波 表面 
向 所 有 方向 传播 . 
在 多 方 气体 假设 下 ,我 们 来 推导 气体 穿 过 和 斜 
激 波 后 上 述 两 个 速度 分 量 之 间 的 关系 . 
x 激 波 面 上 切 向 速度 分 量 的 连续 性 意味 着 


. c 
al <Pp<T/2， sin al 人 
1 


V1 Cos% = Vaz 08% + V2y Sin %， 





即 


图 _ V1 V2% 
3 tan wp = rs (92.1) 
接 下 来 就 要 利用 公式 (89.6). 在 这 个 公式 中 , w 和 vo 表示 速度 在 激 波 平 
面 上 的 法 向 分 量 , 于 是 现在 要 把 它们 替换 为 vi sinyp 和 vos sinp 一 voy cosyp, 从 
而 有 
VansinO — vaycosp 7 一 1 2c2 


v1 sin gp yi (y+1)v?sin pg 
从 上 面 这 两 个 关系 式 可 以 消去 角 yp. 经 过 一 些 简单 的 变换 之 后 , 我 们 得 到 以 下 


公式 : 


(92.2) 


2 ot 
y+1 MT — (v1 — v2r) 
02, = (v1 一 vaz)2 A 7 (92.3) 
a OL 
V1 V2z 十 7 十 1 v1 


它 确定 了 wa 与 voy 之 间 的 关系 ( 当 wi 和 ci 给 定时 ). 
如 果 引 入 临界 速度 ， 就 可 以 把 这 个 公式 写 为 更 加 简明 的 形式 . 根据 伯 努 
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利 方程 和 临界 速度 的 定义 , 我 们 有 


i 4 1 
1 2 7-1 2 20-1)” 





(对 比 $89 习题 1), 从 而 





一 1 2 
c2 一 1 十 Fi (92.4) 
在 (92.3) 中 引入 此 量 , 得 到 
2 = (ui — vz)? Vivaz 一 局 (92.5) 
2 
y+1 1 一 V1V2z 十 Cx 


方程 (92.5) 称 为 激 波 极 线 方 程 (A. 布 泽 曼 , 1931). 图 64 给 出 该 依赖 关系 
的 图 像 , 这 是 一 条 三 次 曲线 ( 称 为 环 索 线 或 笛 卡 儿 叶 形 线 ), 它 在 点 己 和 Q 穿 
过 横 坐 标 轴 , 这 两 点 分 别 对 应 横 坐 标 值 we = c/w 和 ws = 页 @, 如 果 从 坐标 
原点 引 一 条 射线 (图 64 中 的 OB), 它 与 横 坐 标 轴 之 间 的 夹 角 为 x, 则 根据 点 
O 到 该 射线 与 激 波 极 线 交点 之 间 的 线段 的 长 度 , 我 们 就 可 以 确定 使 气流 偏 折 
x 角 的 激 波 后 面 的 气体 速度 . 这 样 的 交点 有 两 个 (4 和 B), 即 同 一 个 给 定 的 x 
值 对 应 着 两 个 不 同 的 激 波 . 根据 激 波 极 线 也 可 以 立即 用 几何 方法 确定 激 波 方 - 
向 一 一 从 坐标 原点 向 直线 QB 或 Q4 引出 的 垂 线 给 出 这 个 方向 (在 图 64 中 画 
出 了 点 B 所 对 应 的 激 波 的 角 yp). 当 x 减 
小 时 , 点 4 趋 于 点 已 ,而 点 P 对 应 于 正 
激 波 (gp = r/2), 并 且 w = cz/w. 同时 , 点 
B 趋 于 点 Q, 并 且 激 波 强度 (速度 间断 值 ) 
趋 于 零 . 在 极限 下 , 角 yg 理所当然 趋 于 马 
赫 角 ai ( 激 波 极 线 在 该 点 的 切线 对 横 坐 标 
轴 的 倾角 为 r/2 + a1). 

从 激 波 极 线 图 像 立即 可 以 得 到 一 个 重 
要 结论 : 气流 在 激 波 中 的 偏 折 角 x 不 能 超 
过 某 个 最 大 值 xwox, 它 对 应 于 从 点 O 到 激 
波 极 线 的 切线 . 当然 , xmax 是 马赫 数 Mi = wy/ei 的 函数 , 但 我 们 在 这 里 不 给 出 
其 表达 式 , 因为 它 很 元 长 . 当 Mi = 1 时 有 xwox = 0; 当 Mi 增加 时 , 角 xs 单 
调 增 加 ; 当 Mi 一 co 时 , 它 趋 于 一 个 有 限 的 极限 . 容易 考虑 两 种 极限 情形 . 如 








图 64 


@ 其 实 , 点 @ 是 环 索 线 的 二 重点 ， 曲 线 从 这 个 点 开始 还 有 两 个 分 支 继续 延伸 至 |wa,| 为 无 穷 大 
(在 图 64 中 没有 画 出 这 两 个 分 支 ), 它们 有 一 条 竖 直 的 公共 渐 近 线 vs = cz/ui + 2vi/(y + 1D)， 不 过 ， 
这 两 个 分 支 上 的 点 没有 物理 意义 : 它们 给 出 的 w。， wz， 值 将 使 wa., /v1 > 1, 而 这 是 不 可 能 的 . 
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果 速 度 w 接近 c。, 则 速度 vo 也 接近 c,, 并 且 角 x 很 小 , 于 是 可 以 把 激 波 极 线 
方程 (92.5) 近似 地 改写 为 以 下 形式 @: 

2 一 二 (v1 — v2)2 (v1 + v2 — 2c.) (92.6) 
(因为 x 很 小 , 这 里 已 经 取 waz ~ v2，v2y ~ csX). 由 此 通过 初等 方法 得 到 @ 


4VY+I1 /wv 3/2 27/2 

G 1 人 

相反 , 在 Mi -? oo 的 极限 下 , 激 波 极 线 退 
化 为 加 


V2, = (v1 — v2z) (ww Ti") , 
容易 看 出 , 这 时 
,1 
Xmax = arcsin (92.8) 


图 65 给 出 空气 (7 = 1.4) 中 的 xmox 对 Mi 
的 依赖 关系 图 像 , 图 中 的 水 平 虚线 指示 极限 值 
Xmax(co) = 45.6" (上 面 一 条 曲线 是 圆锥 绕 流 的 类 似 图 像 , 见 $113). 

圆 vs = c; 在 点 卫 与 @ 之 间 (图 64) 与 横 坐 标 轴 相 交 ， 从 而 把 激 波 极 线 分 
为 两 部 分 ,分 别 对 应 于 间断 面 后 面 的 亚 声速 气流 和 超声 速 气流 . 圆 vs = c, 与 
激 波 极 线 的 一 个 交点 位 于 点 C 的 右边 , 但 很 接近 点 C. 所 以 , 整个 PC 段 对 应 
于 向 亚 声 速 流 的 转变 , 而 CQ 段 (点 C 附近 的 一 小 段 除 外 ) 对 应 于 向 超声 速 流 
的 转变 . 

在 斜 激 波 中 , 压强 和 密度 的 变化 值 只 取决 于 速度 的 法 向 分 量 . 所 以 , 当 Ma 
和 y 给 定时 , 只 要 直接 把 公式 (89.6) 和 (89.7) 中 的 Mi 改 为 Mi siny, 就 可 以 
得 到 比值 po/p, 和 pa/pi: 








max ~ 33 /2 








图 65 


_ 2 . 
ER = 7 sin2p ~ 1), (92.9) 
pa—p1 __ 2(M?sin’y — 1) (92.10) 

Ai (y— DM?sin p+2 l 


当 角 yp 从 yg = ai (这 时 po/pi = po/pi = 1) 增加 到 x/2 时 , 即 当 沿 激 波 极 线 从 
点 @ 移动 到 点 已 时, 这 些 比值 是 单调 增加 的 . 


@ 可 以 很 容易 地 证 明 , 只 要 用 由 (102.2) 定义 的 参数 w。 代 符 量 (> + 1)/2, 则 对 于 任何 气体 ( 非 
多 方 气体 ), 方程 (92.6) 也 是 成 立 的 . 
@ 我 们 指出 , xmex 对 Ma 一 1 的 这 种 依赖 关系 符合 跨 声速 气流 的 一 般 相似 律 (126.7). 
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这 里 再 列 出 两 个 公式 以 备查 阅 . 用 马赫 数 Mi 和 和 角 wp 表示 速度 偏 折 角 x 
的 公式 为 
(y+ 1)M? 


2M?sini gp —1) | We 


cotx =tanp | 


用 M1 和 op 表示 马赫 数 M2 = v2/cz 的 公式 为 


1Mf2 2+0-— 1)M? 2M? cos? wp 
2 2yM?sinp—(y—1) 2+(7—1)M?siny 


(这 个 公式 在 p = /2 时 化 为 (89.9)). 

当 偏 折 角 x 给 定时 , 由 激 波 极 线 确定 的 两 个 激 波 称 为 弱 族 激 波 和 强 族 激 
波 . 强 族 激 波 ( 激 波 极 线 的 PC 段 ) 具有 更 大 的 强度 (更 大 的 压强 比 p/p1), 与 
速度 v1 方向 之 间 形 成 更 大 的 夹 角 yp, 并 使 流动 从 超声 速 变 为 亚 声 速 . 弱 族 激 
波 ( 激 波 极 线 的 QC 段 ) 具有 更 小 的 强度 , 对 气流 的 倾角 更 小 , 并 且 几 乎 总 是 
使 流动 保持 为 超声 速 的 . 

作为 实例 , 图 66 给 出 空气 (7 = 1.4) 中 的 速度 偏 折 角 x 对 间断 面 倾角 p 
的 依赖 关系 , 并 且 马 赫 数 Mi 取 不 同 的 值 , 包括 Mi ~ oo 的 极限 情况 . 对 于 由 
实 线 和 虚线 组 成 的 曲线 , 其 实 线 部 分 对 应 于 弱 族 激 波 , 而 虚线 部 分 对 应 于 强 族 
激 波 . 虚线 x = Xmax 是 (对 于 每 一 个 给 定 的 M1) 具有 最 大 偏 折 角 的 点 的 轨迹 ， 
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而 实 线 Ma = 1 把 间断 面 后 面 的 流动 分 为 超声 速 区 和 亚 声速 区 . 这 两 条 曲线 之 
间 的 狭窄 区 域 对 应 于 弱 族 激 波 , 不 过 它们 把 超声 速 气流 转变 为 亚 声 速 气流 . 角 
2 在 虚线 x = xs 和 实 线 Ma = 1 上 的 值 之 差 (对 于 给 定 的 Mi) 处 处 都 不 超 
过 4.5°) 而 xmax 与 实 线 M2 = 1 上 的 值 x = xs 之 差 (同样 对 于 给 定 的 Mi) 不 
超过 0.5° @.， 


§ 93 激 波 的 厚度 


到 目前 为 止 , 我 们 一 说 起 激 波 , 都 认为 它 是 没有 厚度 的 几何 曲面 . 现在 考 
虚实 际 激 波 的 结构 , 我 们 将 看 到 , 间 源 值 不 大 的 激 波 实际 上 是 有 限 厚 度 的 过 渡 
层 , 并 且 厚 度 随 间断 值 的 增加 而 减 小 . 如 果 激 波 中 的 间断 值 不 是 小 量 , 则 间断 
的 发 生 确 实 非 常 急剧 , 以 致 于 在 宏观 理论 中 讨论 其 厚度 是 没有 意义 的 . 

为 了 确定 过 渡 层 的 结构 和 厚度 , 必须 考虑 气体 的 笑 性 和 热传导 , 但 我 们 在 
此 之 前 一 直 忽 略 它 们 的 影响 . 

激 波 关系 式 (85.1) 一 (85.3) 得 自 质 量 流 、 动 量 流 和 能 流 保持 不 变 的 条 件 . 
如 果 把 激 波 看 做 有 限 厚度 的 一 层 ， 这 些 条 件 就 不 应 写 为 间断 面 两 侧 相 关 物 理 
量 相等 的 形式 , 而 应 写 为 它们 在 过 渡 层 整个 厚度 上 保持 不 变 的 形式 . 第 一 个 条 
件 (85.1) 不 变 : 








pv = 7 = const. (93.1) 


在 其 余 两 个 条 件 中 应 当 考 虑 由 内 摩擦 和 热传导 引起 的 附加 的 动量 流 和 能 流 . 
由 内 摩擦 引起 的 ( 沿 z 轴 的 ) 动量 流 密 度 由 黏 性 应 力 张 量 的 分 量 -os。 给 
出 . 按照 该 张 量 的 一 般 表 达 式 (15.3), 我 们 有 


站 dv 
Ory = ($n+¢) dz 
条 件 (85.2) 现在 变 为 以 下 形式 @; 
p+ pv?— ($n+¢) 一 Const . (93.2/) 


就 像 在 8 85 中 那样 , 我 们 引入 质量 体积 V, 以 便 根据 v = jV 代替 速度 v. 再 把 
等 式 右边 的 常量 通过 各 物理 量 在 激 波 前 方 (1 侧 ) 远 处 的 极限 值 表示 出 来 , 则 


@ 在 以 下 专著 中 可 以 找到 激 波 极 线 的 各 种 详细 图 像 (7 = 1.4): Liepmann H.W., Roshko A. El- 
ements of Gas Dynamics, New York: Wiley, 1957; Oswatitsch K. Gas Dynamics. New York: Academic 
Press, 1956, 

@ z 轴 的 正方 向 与 气流 通过 静止 激 波 的 方向 相同 . 如 果 转 换 到 使 激 波 前 方 气体 静止 的 参考 系 , 则 
激 波 本 身 将 向 > 轴 负 方向 运动 . 


§93 激 波 的 厚度 “ 401， 
上 述 条 件 化 为 以 下 形式 : 
ppt+FV -VW)- (Sn+e)i 时 =0 (93.2) 
其 次 , 由 热传导 引起 的 能 流 密度 是 一 xdT/dz, 由 内 摩擦 引起 的 能 流 密度 是 
7 2 4 dv 
一 02i 人 一 一 Ooou 一 一 ($7 十 5) vo 


因此 , 条 件 (85.3) 变 为 上 


(w+ 各 )- ($9+6)o 汪 -x 时 =eomt (93.3) 
或 者 , 再 把 v= jV 代入 其 中 并 用 带 下 标 1 的 量 表示 const: 
,2 


我 们 将 在 这 里 研究 全 部 量 只 有 小 间断 值 的 激 波 . 于 是 , 过 渡 层 内 、 外 各 量 
的 差 值 V 一 ,pp 一 pi 等 也 都 是 小 量 . 从 下 面 的 一 个 关系 式 可 以 看 出 , 1/5 (其 
中 6 是 激 波 宽度 ) 是 与 p 一 pi 同 阶 的 小 量 . 所 以 , 对 z 求 导 会 导致 相对 于 小 量 
的 量 级 增加 一 级 (例如 , 导数 dp/dz 是 二 阶 小 量 ). 

方程 (93.2) 乘 以 (十 到)/2 后 再 与 方程 (93.3) 相 减 , 于 是 得 到 


(w— wi) ~— 二 (p- PD)(V + Wi)= 了 (93.4) 


(这 里 忽略 了 带 有 (V - 三) dV/dz 的 一 项 , 因为 它 是 三 阶 小 量 ). 取 压 强 和 焕 为 
基本 的 独立 变量 , 我 们 把 (93.4) 左边 的 表达 式 按 p 一 p, 和 s 一 si 的 宕 次 展开 . 
在 这 个 展开 式 中 , p 一 pi 的 一 阶 项 和 二 阶 项 消失 (对 比 公 式 (86.1) 的 推导 过 程 )， 
所 以 忽略 更 高 阶 项 后 仅仅 得 到 Ts - s1). 我 们 把 导数 dT/dz 写 为 


dr _ /8T\ dp /9T\ ds 
oz- (2) dr ( 
带 有 导数 ds/dz 的 一 项 是 三 阶 小 量 ( 见 下 文 ), 从 而 可 以 忽略 , 于 是 得 到 公式 
_2 (6 dp 
Te 7 二) dz， 
它 把 函数 s(z) 通过 函数 p(z) 表示 出 来 . 


(93.5) 


@ 条 件 (93.1), (93.2') 和 (93.3) 其 实 都 是 定常 一 维 运动 的 相应 微分 方程 的 首次 积分 ， 一 一 译 者 
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我 们 注意 到 , 与 压强 间断 值 相 比 , 过渡 层 中 的 差 值 s- si 是 二 阶 小 量 , 而 
总 间断 值 s2 - s1 是 三 阶 小 量 (在 886 中 已 经 证 明 ). 这 是 因为 (将 在 下 面 证 明 )， 
压强 p(z) 在 过 渡 区 中 从 一 个 极限 值 zi 单调 增加 到 另 一 个 极限 值 ps, 而 由 导 
数 dp/dz 确定 的 燃 s(z) 在 过 渡 层 内 部 有 一 个 最 大 值 . 

用 类 似 的 方法 展开 方程 (93.2), (93.3) 并 把 它们 互相 组 合 在 一 起 , 就 可 以 
得 到 用 来 确定 函数 p(z) 的 方程 . 但 是 , 我 们 选择 另外 一 种 更 值得 注意 的 方法 ， 
这 样 就 能 够 更 清晰 地 理解 方程 中 各 项 的 来 源 . 

在 879 中 已 经 证 明 , 气体 的 单 色弱 扰动 (声波 ) 在 其 传播 过 程 中 发 生 衰减 ， 
吸收 系数 正比 于 频率 的 平方 : 7 = aw?, 正 系数 a 可 以 按照 公式 (79.6) 通过 两 种 
黏度 和 热 导 率 表 示 出 来 . 那里 还 指出 , 为 了 描述 (任意 平面 声波 的 ) 这 种 衰减 ， 
还 可 以 在 线性 化 的 运动 方程 中 额外 引入 一 项 , 见 (79.9). 我 们 把 这 个 方程 中 对 
时 间 的 二 次 导数 改 为 对 坐标 的 二 次 导数 , 并 改变 导数 0pVaz 前 面 的 符号 (这 
对 应 着 向 z 轴 负 方向 传播 的 波 @), 从 而 写 出 

PP a 68, (93.6) 
其 中 yp 是 压强 中 的 变化 部 分 . 
为 了 考虑 弱 非 线性 项 , 应 当 在 这 个 方程 中 引入 形 如 p/ 9p//B8z 的 项 : 


i co 到- orp 把 = ac (93.7) 
按 相应 方式 展开 理想 (无 耗 散 ) 流体 的 流体 动力 学 方程 , 即 可 确定 非 线性 项 系 
数 ap, 结果 为 
a a ( 色 ) (93.8) 
(见习 题 1)@. 


方程 (93.7) 描述 扰动 在 弱 耗 散 弱 非 线性 介质 中 的 传播 . 当 它 用 于 描述 激 
波 的 传播 时 , 所 用 参考 系 应 使 ( 激 波 前 面 ) 未 受 扰动 的 气体 静止 . 需要 寻求 具 
有 不 变 波形 (波形 不 依赖 于 时 间 ) 的 解 , 使 远离 激 波 处 的 压强 在 z 一 二 co 时 等 


@ 传播 方向 的 这 种 选择 与 400 页 脚注 中 的 说 明 有 关 ， 
@@ 引入 新 的 未 知 函 数 v = -2?'ap， 新 的 自 变量 《= =+ ct (代替 z), 并 取 p = acs， 我 们 把 方程 
(93.7) 化 为 
Oo -au (93.7a) 
Bt 8¢ 862 
这 个 形式 的 方程 称 为 伯 格 斯 方程 (J.M. 伯 格 斯 , 1940). 
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于 给 定 值 pz 和 pi. 差 值 pz -Pa 是 激 波 中 的 压强 间断 . 
具有 不 变 波形 的 波 可 由 以 下 形式 的 解 描述 : 


p'(z, t) =p (7 + ot), (93.9) 
其 中 vi 是 这 种 波 的 传播 速度 . 把 它 代入 (93.7), 得 到 方程 
dé | ce)p’ 一 ep? — ac3 坚 | 二 0, é 二 人 2 十 vt, 
其 首次 积分 为 
oo 和 -2 十 (ua 一 c)p + const. (93.10) 


当 p' 的 值 对 应 于 dp//dé 在 无 穷 远 处 为 零 的 边界 条 件 时 , 等 式 右边 的 二 次 三 项 
式 应 当 为 等 . 如 果 规 定 py 从 激 波 前 方 未 受 扰动 的 压强 p, 算 起 , 则 这 些 值 等 于 
一 pl 和 0. 这 意味 着 , 上 述 三 项 式 可 以 表示 为 


-Fp (p2 -pi)]p 
的 形式 , 并 且 常量 w 可 以 按照 


vy 字 (p —P1) (93.11) 
通过 pk: 和 pa 表示 出 来 . 对 于 压强 p 本 身 , 方程 (93.10) 具有 以 下 形式 : 
oc 和 - 子 O —p1)(p — p2). 
这 个 方程 的 满足 所 需 条 件 的 解 为 
1 


这 就 解决 了 所 提问 题 . 再 返回 使 激 波 静止 的 参考 系 , 我 们 把 激 波 中 的 压强 变化 
公式 写 为 以 下 形式 : 


有 十 2 _ pa—Pi 了 
2 2 ee tanh 二 8， (93.12) 


名 我 们 在 下 面 ($ 102) 将 看 到 , 当 波 在 无 耗 散 条 件 下 传播 时 ， 非 线性 效应 会 导致 波形 的 变化 一 一 
波 的 前 锋 逐 渐变 陡 ， 这 种 变化 本 身 也 会 强化 耗 散 效应 ,而 耗 散 效 应 会 使 剖面 斜率 趋 于 变 小 (相关 变化 
量 的 梯度 趋 于 变 小 )， 在 非 线性 耗 散 介质 中 能 够 存在 波形 不 变 的 波 , 正 是 这 两 种 相反 的 趋势 彼此 平衡 
的 结果 . 
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其 中 
8aV? 


(一 Be pCGVOp) Wa 
压强 从 p 到 ps 的 全 部 变化 , 几乎 都 是 发 生 在 5 量 级 的 距离 上 , 该 距离 就 是 
激 波 的 厚度 . 我 们 看 到 , 激 波 厚度 随 激 波 强 度 的 增 大 而 减 小 , 即 随 压强 间断 值 
2Do2 一 21 的 增 大 而 减 小 @， 
对 于 灶 在 激 波 内 部 的 变化 过 程 , 从 (93.5) 和 (93.12) 有 
和 oT 1 
1 16c0VT (>) (2 We 
由 此 可 见 , 灶 不 是 单调 变化 的 , 它 在 激 波 内 部 (在 x = 0 处 ) 有 一 个 最 大 值 . 在 
2 = 土 oo 处 , 这 个 公式 给 出 同样 的 值 s = s1, 这 是 因为 箭 的 总 变化 量 so 一 s1 是 
一 pi 的 三 阶 量 (对 比 (86.1)), 而 这 里 的 s - si 是 二 阶 量 . 
公式 (93.12) 在 定量 上 只 适用 于 差 值 ps - pi 足够 小 的 情形 . 但 是 , 当 差 值 
ps 一 pl 具有 压强 pi, ps 本 身 的 量 级 时 , 我 们 可 以 用 公式 (93.13) 定性 地 确定 激 
波 厚 度 的 量 级 , 气体 中 的 声速 具有 分 子 热 运动 速度 v 的 量 级 . 从 气体 动 理论 已 
经 知道 , 运动 黏度 v~ 色 ~ lc, 其 中 1 是 分 子 的 平均 自由 程 . 所 以 a ~ We (对 
热传导 项 的 估计 给 出 同样 的 结果 ). 最 后 , (82V/8p?)s ~ Y/p2,，pY ~ c2. 把 这 些 
表达 式 用 于 (93.13), 我 们 得 到 


dE~l. (93.15) 


因此 , 强 激 波 的 厚度 具有 气体 分 子平 均 自 由 程 的 量 级 @. 但 是 , 在 宏观 的 
气体 动力 学 中 , 气体 被 看 做 连续 介质 , 平均 自由 程 必须 为 零 . 所 以 , 严格 地 说 ， 
纯粹 的 气体 动力 学 方法 不 能 用 来 研究 强 激 波 的 内 部 结构 . 


习 题 


1. 对 于 在 气体 中 传播 的 声波 , 求 方程 (93.7) 中 的 非 线性 项 系数 ap， 
解 : 理想 (无 耗 散 ) 流体 一 维 运动 的 精确 流体 动力 学 方程 为 
eu Bu 10p Bp 8 
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"Br par’ QH Dr (oo) =p: (1) 


@@ 对 于 在 混合 气体 中 传播 的 激 波 ,过渡 层 中 的 扩散 过 程 对 激 波 厚度 也 有 一 定 贡献 ， 关 于 这 部 分 
贡献 的 计算 , 可 以 参考 : [Ibpaxos C.II. 3Kypn. 9xcnep. Teop. qu3. 1954, 27: 288. 

还 值得 一 提 的 是 ,即使 考虑 与 耗 散 有 关 的 激 波 结构 ， 弱 激 波 对 横向 调制 也 是 稳定 的 (对比 390 页 
的 脚注 ), 见 : CnexTop M.A. IIncpma B MKyPH. 3kcnep. reop. 中 ma. 1983, 35: 181 (Spektor M.D. JETP 
Lett. 1983, 35: 221). 


@ 强 激 波 伴随 着 温度 的 显著 增加 ， 应 当 把 1 理解 为 激 波 中 气体 的 某 种 平均 温度 下 的 平均 自由 程 . 
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我 们 把 它们 展开 , 并 考 虚 到 二 阶 小 量 . 为 此 , 令 
1 12 2 
2 一 po 十 2 po=m+ 瑟 + 瑟 ( 嘴 ) : (2) 
如 果 把 方程 中 的 所 有 二 阶 量 都 化 为 含有 乘积 mr BpV/Bz 的 同样 形式 , 就 可 以 进行 简化 . 我 们 


为 此 指出 , 对 于 向 > 轴 负 方向 传播 的 波 (传播 速度 为 c), 对 上 微分 等 价 于 对 z/c 微分 这 
时 还 有 12 = 一 p/cpo. 经 过 所 有 这 些 变换 后 , 我们 从 (1) 和 (2) 得 到 以 下 方程 : 


Ov 1pp 
au， 18p /PVN\ ,Op 
人 + 六 浊 ~ (加) 要 
(表示 各 物理 量 在 平衡 状态 下 的 常 值 的 下 标 0 已 经 被 省 略 ); 这 里 还 使 用 了 等 式 
2 
( 嘻 ) -去 -* (入 0 


(V = 1/p 是 质量 体积 ). 分 别 取 方 程 (3) 和 (5) 对 z 和 上 的 导数 , 再 让 它们 相 减 ,得 到 


10 9\/18 0\, OV\ 0 / ,Op 
(三 坟 - 总) (+ + 品 )7= cp "() 5 人 各 让 
在 同样 的 精度 下 , 把 这 个 方程 左边 的 8/6z 十 (1/c) 8/8t 改 为 29/8z. 最 后 , 在 方程 两 边 消 
去 对 z 的 导数 , 并 对 比 所 得 方程 和 (93.7), 就 求 出 ap 的 值 (93.8). 

还 可 以 直接 从 (93.7) 得 到 速度 的 方程 , 而 不 必 重 复 与 上 述 过 程 类 似 的 计算 . 其 实 , (93.7) 
右边 的 一 阶 项 之 和 含有 算 子 8/6t 一 c8/68x, 而 该 算 子 应 当 视 为 一 阶 小 量 , 因为 在 线性 近 
似 下 , 函数 mr (z, 旭 经 过 它 的 作用 即 变 为 零 . 所 以 , 在 所 需 近 似 下 ,只 要 按照 线性 关系 式 
p = 一 pcu 对 (93.7) 中 的 p' 进行 代 换 , 我 们 就 得 到 函数 v(z, 四 的 方程 : 


Ov 
Br " 页 5， (6) 
其 中 


它 是 无 量 岗 量 . 对 于 多 方 气体 , av = (7 十 1)/2. 
2. 用 非 线性 代 换 把 伯 格 斯 方程 (93.7a) 化 为 线性 热传导 方程 的 形式 (E. 堆 普 夫 , 1950). 
解 : 利用 代 换 


uk ) = -2 区 Inp(¢, 和 (1) 


可 以 把 方程 (93.7a) 化 为 
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的 形式 ,所 以 
op Op _ dflt) 


Bt Ho de (2) 


其 中 df/dt 表示 的 任意 函数 .利用 变换 p 一 pef ( 它 并 不 改变 待 求 函数 wu(C， 妇 )) 可 以 
把 这 个 方程 化 为 所 需 形 式 


92 _ 89 
本 一 55 (3) 


在 初始 条 件 p(C, 0) = pof(6) 下 , 这 个 方程 的 解 由 公式 (51.3) 给 出 : 


oo AN2 
Er 他 


初始 函数 po(C) 与 待 求 函数 ulC, 胃 的 初始 值 之 间 的 关系 为 


¢ 
Ingo(O) =— / uo(C) dé (5) 


-让 
(可 以 任意 选取 积分 下 极限 ). 


§ 94 弛 豫 介 质 中 的 激 波 


在 气体 中 存在 一 些 相 对 较 慢 的 弛 移 过 程 , 如 较 慢 的 化 学 反应 , 分 子 的 不 同 
自由 度 之 间 较 慢 的 能 量 输 运 等 . 这 些 过 程 可 能 导致 激 波 厚 度 显 著 增 加 (8 唤 .B. 泽 
尔 道 维 奇 , 1946)@， 

设 7 为 驰 驴 时 间 的 量 级 . 气体 的 初 态 和 终 态 都 必须 是 完全 平衡 的 , 所 以 首 
先 显 然 可 知 , 激 波 的 总 厚度 具有 rwi 的 量 级 , 即 气体 在 时 间 r 内 通过 的 距离 . 
此 外 , 如 果 激 波 强度 超过 一 个 确定 的 极限 , 其 结构 就 会 变 得 更 加 复杂 . 可 以 用 
下 述 方法 证 实 这 一 点 . 

在 图 67 中 , 实 线 表示 在 假设 气体 终 态 是 完全 平衡 态 的 条 件 下 通过 给 定 初 
始点 1 的 激 波 绝热 线 , 该 曲线 在 点 1 处 切线 的 斜率 取决 于 在 $81 中 被 记 为 co 
的 平衡" 声速 . 虚线 表示 在 假设 弛 豫 过 程 “ 被 冻结 >, 从 而 根本 不 发 生 这 种 过 程 
的 条 件 下 通过 同一 个 初始 点 1 的 激 波 绝热 线 , 该 曲线 在 点 1 处 切线 的 斜率 取 
决 于 在 8 81 中 被 记 为 co 的 声速 值 . 

如 果 激 波 速度 满足 co < vi < cow, 则 东 12 的 位 置 如 图 67 所 示 , 它 是 下 面 
的 线段 . 在 这 种 情况 下 , 所 得 结果 是 激 波 厚 度 的 单纯 增加 , 并 且 初 态 1 与 终 态 


@ 例如 , 在 双 原 子 气体 中 , 当 激 波 后 面 的 温度 达到 1000 一 3000 K 时 , 分 子 内 振动 的 激发 就 是 缓慢 
的 弛 豫 过 程 ， 当 温度 更 高 时 , 分 子 热 离 解 为 相应 原子 的 过 程 也 是 这 样 的 弛 省 过 程 . 


§95 等 湿 间 断面 "407 





[A 
67 图 68 


2 之 间 所 有 的 中 间 态 均 可 由 pV 平面 上 线段 12 上 的 点 表示 . 这 是 因为 (在 忽 
略 通 常 的 藉 性 和 热传导 时 ) , 气体 按 顺 序 所 经 历 的 全 部 状态 都 满足 质量 守恒 方 
程 pv = 7 = const 和 动量 守恒 方程 p+ j2V = const (对 比 $129 中 更 详细 的 类 
似 讨论 ). 

但 如 果 vi > coo, 则 弦 的 位 置 为 1L2'. 以 点 1 和 1 为 端点 的 线段 上 的 全 
部 内 点 都 根本 不 会 对 应 于 气体 的 任何 实际 状态 . 第 一 个 (点 1 之 外 的 ) 实际 点 
是 点 1, 相应 状态 相对 于 状态 1 中 的 弛 豫 平 衡 态 完全 没有 差别 . 气体 从 状态 1 
压缩 到 状态 1 是 通过 间断 实现 的 , 然后 (在 量 级 为 vi7 的 距离 上 ) 被 逐渐 压缩 
到 终 态 2/. 

如 果 平 衡 条 件 下 和 非 平衡 条 件 下 的 两 条 激 波 绝热 线 相 交 (图 68), 则 还 可 
能 存在 一 种 类 型 的 激 波 . 如果 激 波 具 有 这 样 的 速度 , 使 弦 12 与 两 条 激 波 绝热 线 
的 交点 位 于 这 两 条 绝热 线 的 交点 之 上 (如 图 68 所 示 ), 则 弛 驳 过 程 将 伴随 着 压 
强 的 下 降 一 一 从 点 1 的 压强 值 下 降 到 点 2 的 压强 值 (C. II. 季 亚 科 夫 , 1954)@. 
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在 $93 中 讨论 激 波 结构 时 , 我 们 在 本 质 上 假设 了 黏度 和 温 导 率 就 像 通 党 
那样 具有 同样 的 量 级 . 但 是 , x > 的 情形 也 是 可 能 的 . 的 确 , 如 果 物 质 的 温度 
足够 高 , 则 将 出 现 一 种 附加 的 传 热机 理 一 一 物质 的 平衡 热 辐 射 . 辐射 对 黏 性 的 
影响 ( 即 对 动量 输 运 的 影响 ) 要 小 得 多 , 所 以 v 也 可 以 远 小 于 x. 我 们 在 这 里 
将 看 到 , 这 个 不 等 式 导致 激 波 结构 的 极 重要 变化 . 


@ 这 样 的 情况 在 原则 上 可 以 出 现在 发 生 离 解 的 多 原子 气体 中 ,只 要 气体 分 子 在 激 波 后 方 的 平衡 
态 中 可 以 足够 完全 地 离 解 为 更 小 的 部 分 . 如 果 离 解 已 经 进行 得 非常 充分 , 以 至 于 在 加 热气 体 时 已 经 不 
再 需要 显著 消耗 能 量 来 维持 离 解 过 程 , 则 离 解 使 热 容 比 y 的 值 增 加 , 从 而 使 激 波 中 的 极限 压缩 率 降低 . 
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忽略 黏 性 项 后 , 我 们 把 决定 过 渡 层 结构 的 方程 (93.2) 和 (93.3) 写 为 以 下 
形式 : 


p+j2V = pi + 7 (95.1) 
xdT j2V?2 72V2 
2 
第 二 个 方程 的 右边 仅 在 过 渡 层 边界 上 才 为 堆 . 因为 激 波 后 面 的 温度 应 当 高 于 
激 波 前 面 的 温度 , 所 以 由 此 可 知 , 沿 过 渡 层 的 整个 厚度 一 直 有 


dT 
dz > 0， (95.3) 





(95.2) 


即 温度 是 单调 递增 的 . 
在 过 渡 层 内 , 所 有 的 量 都 是 坐标 z 这 一 个 变量 的 函数 , 所 以 这 些 量 互 为 函 
数 . 取 关 系 式 (95.1) 对 Y 的 导数 , 我 们 得 到 


ep\ dT Op 2 
(器, 王 + (路).+7-0 
对 于 气体 ,导数 (8p/8T)v 恒 为 正 ,所 以 导数 dT/dV 的 符号 取决 于 (6p/8V)r+7? 


的 符号 . 在 状态 1 中 , 我 们 有 六 > (Bp1/8Vi)。( 因 为 ww > c1), 又 因为 绝热 压 
缩 系 数 总 是 小 于 等 温 压缩 系数 , 所 以 在 任何 情况 下 都 有 


因此 , 对 于 1 侧 , 导数 


如 果 这 个 导数 在 过 渡 层 中 处 处 为 负 , 则 在 气体 从 1 侧 运 动 到 2 侧 的 过 程 中 , 随 
着 物质 不 断 受到 压缩 (V 减 小 ), 温度 将 单调 递增 , 这 与 (95.3) 一 致 . 换言之 , 我 
们 所 考虑 的 激 波 将 因为 热 导 率 很 大 而 变 厚 很 多 (厚度 可 能 达到 这 样 的 程度 , 以 
至 于 激 波 的 概念 本 身 这 时 只 是 一 个 称谓 而 已 ). 

如 果 


2 (on 
六 < ( 凑 本 (95.4) 


就 会 出 现 另 一 种 情况 (这 个 不 等 式 对 应 于 足够 强 的 激 波 , 参考 下 面 的 (95.7)). 
这 时 , 在 状态 2 下 有 dT2/dVz >0, 所 以 函数 T(V) 在 V= 和 V=W 之 间 的 
某 处 有 一 个 最 大 值 (图 69). 显然 , 在 气体 从 状态 1 到 状态 2 的 变化 过 程 中 , V 
不 可 能 连续 变化 , 因为 不 等 式 (95.3) 这 时 必然 遭 到 破坏 . 
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因此 , 关于 从 初 态 1 到 终 态 2 的 变化 过 程 , 我 们 得 到 以 下 图 案 . 首先 出 现 
一 个 区 域 , 气体 在 这 里 受到 压缩 , 其 质量 体积 从 VW 逐渐 变 为 V' (使 T(V) = 了 PD 
第 一 次 成 立 的 V 值 , 见 图 69). 这 个 区 域 的 厚度 取决 于 热 导 率 , 并 且 可 能 相当 
大 . 然后 , 从 V' 压缩 到 色 是 在 等 温 条 件 下 (温度 T 保持 不 变 ) 以 间断 方式 实 
现 的 . 可 以 把 这 种 间断 称 为 等 温 间断 面 . 

假设 气体 是 理想 气体 , 我 们 来 确定 等 温 
间断 面 中 压强 和 密度 的 变化 . 如 果 把 动量 流 
连续 条 件 (95.1) 用 于 间断 面 的 两 侧 , 则 由 此 
给 出 


7 


p +i2V' = p+ 7. 
对 于 热力 学 意义 上 的 理想 气体 , V = RT/pp， 
再 注意 到 T' = ZPD, 我 们 得 到 
/ RT _ FRT2 
Pippy TP ps pe 


这 个 关于 z 的 二 次 方程 有 解 (除了 平凡 解 w = po) 








2 
1 = 一 一 一 一 六 (95.5) 


用 公式 (85.6) 表示 刀 , 则 





/= 22 — P1 
Dp 2 


对 于 多 方 气体 , 再 根据 (89.1) 把 码 /W 的 表达 式 代入 此 式 , 我 们 得 到 
p= 3 + Dp + (9 — Dp (95.6) 
因为 必 有 ps > zy 我 们 于 是 得 到 结论 : 只 有 当 压 强 p, 与 pi 的 比值 满足 条 件 


ee hk 
> i (95.7) 
时 , 才 会 出 现 等 温 间 断面 ( 瑞 利 , 1910)， 当 然 , 直接 从 (95.4) 也 可 以 得 到 这 个 
条 件 . 
因为 气体 的 密度 在 给 定 温度 下 与 压强 成 正比 , 所 以 在 等 温 间断 面 中 , 密度 
比 等 于 压强 比 : 


(95.8) 


它 在 ps 增加 时 趋 于 (7 一 1)/2. 
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8§96 弱 间 断面 


除了 p, p, wo 等 量 在 间断 面 上 发 生 间断 的 情形 , 还 可 以 存在 这 样 一 些 曲面 ; 
在 这 些 曲 面 上 , 这 些 量 (作为 坐标 的 函数 ) 本 身 保 持 连 续 , 但 是 具有 某 些 奇异 
性 . 这 些 奇异 性 可 以 是 各 种 各 样 的 . 例如 , 在 这 样 的 曲面 上 , 量 p, p, wv, -… 对 
坐标 的 一 阶 导数 可 以 发 生 间 断 或 者 变 为 无 穷 大 ,或 者 它们 的 更 高 阶 导数 具有 
同样 的 性 质 . 我 们 把 所 有 这 样 的 曲面 都 称 为 弱 间 断面 , 以 便 与 强 间 断面 ( 激 波 
和 切 向 间断 面 ) 有 所 区 别 . 在 强 间断 面 上 , 上 述 各 量 本 身 发 生 间 浙 , 我 们 指出 ， 
因为 这 些 量 本 身 在 弱 间断 面 上 是 连续 的 ， 所 以 它们 在 弱 间 汤面 上 的 切 向 导数 
也 是 连续 的 , 只 有 法 向 导数 才 发 生 间断 . 

通过 简单 的 讨论 就 容易 证 明 ， 弱 间断 面 以 声速 相对 于 ( 弱 间 断面 两 边 的 ) 
气体 传播 . 其 实 , 既然 函数 p, p, v, … 本 身 不 发 生 间断 , 在 弱 间 断面 附近 就 可 
以 把 它们 替换 为 与 之 相差 任意 小 量 并 且 没 有 任何 奇异 性 的 “光滑 ”函数 . 因此 ， 
以 压强 为 例 来 说 , 真正 的 压强 分 布 可 以 表示 为 没有 任何 奇异 性 的 完全 光滑 的 
分 布 po 与 该 分 布 在 弱 间 断面 附近 的 极 微小 扰动 p' 的 登 加 , 而 后 者 与 任何 小 扰 
动 一 样 以 声速 相对 于 气体 传播 . 

我 们 强调 , 在 激 波 的 情况 下 , 这 样 得 到 的 光滑 函数 与 真实 函数 之 差 一 般 根 
本 不 是 小 量 , 所 以 不 能 使 用 上 述 讨论 方法 . 然而 , 如 果 激 波 中 的 间断 值 足够 小 ， 
则 仍然 可 以 采用 这 些 讨论 , 并 且 这 样 的 激 波 也 应 当 以 声速 传播 . 在 8$ 86 中 已 经 
用 另 一 种 方法 得 到 了 这 个 结果 . 

如 果 流 动 相对 于 给 定 坐 标 系 是 定常 的 , 则 弱 间 断面 相对 于 该 坐标 系 静 止 ， 
而 气流 会 穿 过 弱 间 断面 . 这 时 , 气体 速度 在 弱 间 汤面 上 的 法 向 分 量 应 当 等 于 声 
速 . 如 果 用 字母 a 表示 气体 速度 方向 与 弱 间 断面 的 切 平面 之 间 的 夹 角 , 则 应 有 
vn 一 sina 一 c, 即 


© 
sina 一 一， 
vy 


亦 即 弱 间 断面 以 马 赫 角 与 流 线 相 交 , 换言之 , 弱 间 断面 是 特征 面 之 一 . 只 要 注 
意 到 特征 面 的 物理 意义 一 一 小 扰动 沿 特征 面 传播 (882), 很 自然 就 能 得 到 这 个 
结果 . 显然 , 在 气体 的 定常 流动 中 , 弱 间 断面 只 能 出 现 于 气流 速度 等 于 或 大 于 
声速 的 情况 . 

关于 弱 间 断面 和 强 间 汤面 的 形成 方法 , 二 者 有 本 质 区 别 . 我 们 将 看 到 , 激 
波 可 以 因为 气体 的 运动 而 在 连续 的 边界 条 件 下 自然 而 然 地 直接 形成 (例如 在 
声波 中 形成 激 波 , 8 102). 与 此 相反 , 弱 间 断面 不 能 自发 地 出 现 , 它们 总 是 因为 
流动 的 初始 条 件 或 边界 条 件 有 某 种 奇异 性 而 产生 的 . 这 些 奇异 性 就 像 弱 间断 
面 本 身 那样 可 以 是 各 种 各 样 的 . 例如 , 弱 间 断面 可 以 因为 被 绕 流 物体 表面 上 有 
尖 角 而 产生 , 在 这 样 的 弱 间 断面 上 , 速度 对 坐标 的 一 阶 导数 发 生 间断 . 如 果 物 
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体 表面 没有 尖 角 , 但 其 曲率 有 间断 , 这 也 会 导致 弱 间 断面 的 产生 (这 时 速度 对 
坐标 的 二 阶 导数 发 生 间断 ). 类 似 的 例子 很 多 . 最 后 , 流动 随时 间 变 化 的 任何 奇 
异性 都 会 导致 非 定常 弱 间 断面 的 产生 

当 气 流 穿 过 弱 间 断面 时 ,气体 速度 在 弱 间 断面 上 的 切 向 速度 总 是 指向 远 
离 相应 扰动 源 (例如 物体 表面 上 的 尖 角 ) 的 方向 , 而 弱 间 断面 正 是 因为 这 种 扰 
动 源 而 产生 的 . 我 们 说 , 弱 间 断面 是 从 该 扰动 源 “开始” 的. 这 是 扰动 在 超声 速 
流 中 的 传播 具有 方向 性 的 一 种 表现 一 一 扰动 只 能 向 下 游 传播 

黏 性 和 热传导 的 存在 导致 弱 间 断 具 有 一 定 厚度 ， 所 以 弱 间 断 其 实 就 像 激 
波 那样 是 某 种 过 渡 层 . 但 是 , 与 激 波 不 同 的 是 , 激 波 的 厚度 只 依赖 于 其 强度 而 
不 随时 间 变 化 , 而 弱 间 斯 的 厚度 从 它 形 成 开始 就 随时 间 而 增加 . 根据 弱 间 断 中 
的 位 移 与 微弱 声 扰动 的 传播 之 间 的 比拟 , 容易 (定性 地 ) 确定 弱 间 断 厚 度 增加 
的 规律 . 当 存 在 黏 性 和 热传导 时 , 最 初 集中 在 一 个 很 小 区 域内 的 扰动 ( 波 包 ) 随 
时 间 而 扩张 , 在 879 中 已 经 确定 了 这 种 扩张 规律 . 由 此 可 以 立即 得 出 结论 : 弱 
间断 的 厚度 5 满足 


6 ~ (acat)L2， (96.1) 


其 中 二 是 从 弱 扰 动 形成 时 刻 算 起 的 时 间 ，o 是 声 吸收 公式 (79.6) 中 频率 平方 
项 的 系数 . 如 果 我 们 考虑 定常 流 , 则 间断 面 是 静止 的 , 这 时 应 当 讨 论 到 弱 间 断 
始 发 处 的 距离 4, 而 不 是 时 间 (例如, 对 于 由 物体 表面 上 的 尖 角 引起 的 弱 间 断 ， 
1 是 到 尖 角 顶点 的 距离 ), 于 是 5 ~ (ae21)12@. 

在 本 节 的 最 后 , 必须 作出 类 似 于 882 结尾 的 说 明 . 那里 曾经 指出 , 在 运动 
气体 状态 的 各 种 扰动 中 , 炉 扰 动 (在 定 压条 件 下 ) 和 涡 量 扰动 具有 特殊 的 性 质 . 
这 两 种 扰动 相对 于 气体 是 不 动 的 , 而 不 以 声速 传播 . 所 以 , 烂 和 涡 量 的 任何 弱 
间断 面 @ 相对 于 气体 静止 , 它们 在 静止 坐标 系 中 随 着 气体 本 身 一 起 移动 . 我 们 
将 把 这 样 的 弱 间 断面 称 为 切 向 弱 间 断面 . 它们 沿 流 线 伸 展 , 这 一 点 完全 类 似 于 
切 向 强 间 断面 . 


@ 但 是 , 我 们 强调 , 为 了 定量 地 确定 弱 间 断 的 结构 , 仅仅 利用 与 声波 之 间 的 比拟 是 不 够 的 ， 其 实 ， 
为 了 确定 声波 的 衰减 规律 , 可 以 假设 其 振幅 是 任意 小 的 ， 从 而 利用 线性 化 的 运动 方程 .但 是 对 于 弱 间 
断 (以 及 弱 激 波 ,， 893), 必须 考虑 非 线性 方程 , 因为 假如 不 考虑 非 线性 方程 的 话 , 间断 本 身 就 不 存在 了 . 
在 $99 习题 6 中 给 出 了 这 种 研究 的 实例 . 

@ 涡 量 的 弱 间 断面 是 指 速度 切 向 分 量 的 弱 间 断面 .例如 , 切 向 速度 的 法 向 导数 可 以 发 生 间断 . 
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考虑 气体 从 大 容器 中 经 过 变 截面 管道 流出 的 定常 流动 . 这 样 的 变 截面 管 
道 称 为 喷 管 . 我 们 假设 管道 内 的 气流 在 每 一 个 模 截 面 上 都 是 均匀 的 , 而 速度 几 
乎 处 处 沿 着 管 轴 方 向 . 为 此 , 管道 不 能 太 粗 , 其 横 截面 的 面积 5 沿 管 轴 的 变化 
也 必须 足够 缓慢 . 因此 , 所 有 表征 流动 的 量 只 能 是 沿 管 轴 坐 标的 函数 . 在 这 些 
条 件 下 可 以 直接 应 用 在 8 83 中 得 到 的 沿 流 线 成 立 的 那些 关系 式 , 以 便 计算 各 
量 沿 管 轴 的 变化 . 

单位 时 间 内 流 过 管道 模 截面 的 气体 质量 , 即 所 谓 流量 , 等 于 @ = pv5S. 这 
个 量 沿 整个 管道 显然 应 当 保 持 不 变 ; 


久 =9pu = const . (97.1) 


假设 容器 的 尺寸 远大 于 管道 的 直径 , 于 是 可 以 认为 容器 中 气体 的 速度 为 零 . 因 
此 , 在 8$83 的 公式 中 , 所 有 下 标 为 0 的 量 都 表示 相应 各 量 在 容器 中 的 值 ， 

我 们 已 经 看 到 , 质量 流 密 度 j = pv 不 能 超过 某 个 极限 值 九 . 由 此 可 见 , 气 
体 总 流量 8 的 可 能 的 值 (对 于 给 定 的 管道 和 容器 中 的 给 定 气 体 状态 ) 也 有 一 
个 上 限 Qmox. 容易 确定 最 大 流量 Qmsx. 如 果 质 量 流 密度 值 j, 不 是 在 管道 最 狭 
窗 处 达到 的 , 则 在 具有 更 小 横 截 面 面 积 8 的 位 置 将 有 ; > j,, 但 这 是 不 可 能 的 . 
于 是 , j = j 只 能 在 管道 最 狭 窗 处 达到 , 我 们 把 这 里 的 横 截 面 面 积 记 为 Suin. 
因此 , 气体 总 流量 的 上 限 为 


2 \GH7)/20 一 1 
) Smin. (97.2) 


Qmax = pVnSmin = VYPoPo (5 


8$97 气体 经 过 陵 管 的 流动 . 413 。 


首先 研究 向 出 口 端 单调 收缩 的 喷 管 , 其 最 小 横 截 面 位 于 出 口 端 (图 70). 根 
据 (97.1), 质量 流 密度 ; 沿 管道 单调 增加 . 气体 速度 v 也 单调 增加 , 而 压强 相应 
地 单调 下 降 . 在 管道 的 出 口 端 , 如 果 速 度 v 恰好 达到 c 值 , 即 如 果 w= ca =v。 
( 带 有 下 标 1 的 字母 表示 各 量 在 出 口 端的 值 ), 则 


了 达到 最 大 的 可 能 值 . 同时 还 有 p = p，. 
设 喷 管 外 部 介质 的 压强 z。 逐渐 降低 ， 我 们 ， 
来 仔细 研究 气体 流动 方式 的 变化 . 当 外 部 压强 从 ”J = Spy 


容器 中 的 压强 值 po 降低 到 p, 时 , 喷 管 的 出 口 压 。 | 
强 mm 也 随 之 降低 ， 并 且 这 两 个 压强 (p， 和 p。) 
始终 相等 . 换言之 , 压强 从 po 降低 到 p。 的 全 部 。 
过 程 都 发 生 在 喷 管 内 部 . 出 口 速度 w 和 总 流量 天 0 
Q = 刀 Smin 单调 增加 当 pe。 = p, 时 , 出 口 速 度 等 
于 当地 声速 , 而 流量 达到 最 大 值 Qmox. 当 外 部 压强 进一步 降低 时 ,出 口 压 强 
不 再 下 降 并 始终 等 于 p,, 而 压强 从 p。 降低 到 ze 的 过 程 已 经 发 生 在 喷 管 以 外 
的 环境 中 . 换言之 , 无 论 外 部 压强 如 何 下 降 , 气体 压强 沿 管道 只 能 从 po 下 降 
到 p,, 而 不 可 能 下 降 得 更 多 . 例如 , 对 于 空气 (p, = 0.53po), 压强 最 多 只 能 下 降 
0.47po. 出 口 速度 和 流量 ( 当 p。< p, 时 ) 也 保持 不 变 . 因此 , 气体 在 流 过 收缩 喷 
管 时 不 可 能 获得 超声 速 的 速度 . 

气体 在 流 过 收缩 喷 管 时 之 所 以 不 可 能 达到 超声 速 的 速度 ， 是 因为 速度 只 
能 在 这 种 喷 管 的 出 口 端 达到 当地 声速 . 显然 , 利用 先 收缩 再 扩张 的 喷 管 (图 71) 
就 可 以 达到 超声 速 的 速度 . 这 种 喷 管 称 为 拉 瓦 尔 喷 管 





图 71 图 72 


最 大 的 质量 流 密度 j. (如 果 达 到 的 话 ) 仍然 只 能 出 现在 最 小 横 截 面 上 , 所 
以 这 种 喷 管 的 流量 也 不 能 超过 Sminj,. 在 喷 管 的 收缩 段 中 , 质量 流 密度 增加 
(而 压强 下 降 ). 图 72 中 的 曲线 给 出 了 对 p 的 依赖 关系 @, 这 对 应 于 从 点 c 向 点 
b 移动 . 如 果 在 模 截 面 Smin 上 达到 最 大 的 质量 流 密度 (图 72 中 的 点 b), 则 在 


@ 根据 公式 (83.15) 一 (83.17), 该 依赖 关系 为 


1pNV7 2> p NM-D/1 
2 = 一 一 popo 11 一 人 一 中 
po Yl po 
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喷 管 的 扩张 段 中 , 压强 继续 降低 , 而 了 也 开始 减 小 , 这 对 应 于 沿 图 72 中 的 曲线 
从 点 5 向 点 a 移动 . 于 是 , 质量 流 密度 7 在 喷 管 的 出 口 端 具 有 一 个 确定 的 值 ， 
它 等 于 
Smin 
71 max = J 

而 与 此 相应 的 压强 值 在 图 72 中 由 记号 ph 表示 (曲线 上 的 某 点 只. 如 果 在 横 
截面 Smin 上 只 达到 某 点 e, 则 压强 在 喷 管 的 扩张 段 中 不 再 增加 , 这 对 应 于 从 点 
e 沿 曲 线 返 回 . 初 看 起 来 , 似乎 通过 形成 一 个 激 波 , 就 可 以 不 通过 点 而 从 曲 
线 的 cb 段 转 到 ab 段 . 然而 , 这 是 不 可 能 的 , 因为 “流入 ” 激 波 的 气体 不 可 能 具 
有 亚 声速 的 速度 . 

注意 到 所 有 这 些 说 明 , 现在 研究 流动 方式 在 外 部 压强 p。 逐渐 增加 时 的 变 
化 . 当 外 部 压强 从 零 增 加 到 很 小 的 值 pe = 省 时, 在 横 截面 Smin 处 总 是 达到 压 
强 p。 和 速度 w = c*. 在 喷 管 的 扩张 段 中 , 速度 继续 增加 , 从 而 出 现 超声 速 气 
流 , 压强 则 相应 地 继续 降低 并 在 出 口 端 达到 值 pi, 这 个 值 与 p。 无 关 . 压强 从 pp 
降低 到 p。 是 在 喷 管 外 部 发 生 的 , 这 里 出 现 由 喷 管 出 口 边 缘 发 出 的 稀疏 波 (在 
8112 中 有 相关 描述 ). 

当 p。 开始 超过 pi 时 , 出 现 从 喷 管 出 口 边缘 发 出 的 斜 激 波 , 它 把 气体 从 出 
口 压强 ph 压缩 至 压强 p。(§$112). 但 是 , 我 们 将 看 到 , 只 有 在 激 波 强 度 不 是 过 
大 的 情况 下 , 从 固 壁 才能 发 出 定常 激 波 (8111). 所 以 , 当 外 部 压强 进一步 增加 
时 , 激 波 很 快 就 开始 向 喷 管 内 移动 , 并 且 在 激 波 前 的 喷 管 内 壁 上 出 现 分 离 . 当 
pe 取 某 个 值 时 , 激 波 到 达 喷 管 的 最 小 模 截面 处 . 此 后 , 激 波 不 再 出 现 , 流动 处 
处 都 是 亚 声速 的 , 并 且 在 喷 管 扩张 段 (扩散 段 ) 的 壁面 上 出 现 分 离 . 当然, 所 有 
这 些 复 杂 现 象 已 经 具有 显著 的 三 维特 性 . 


习 是 


设 气体 沿 管道 作 定 常 流动 , 并 县 有 少量 热量 输入 一 小 段 管 道 ， 求 气体 流 过 这 一 小 段 管 
道 时 的 速度 变化 . 假设 气体 是 多 方 气体 . 

解 : 设 Sg 是 单位 时 间 内 输入 的 热量 (5 是 所 讨论 的 这 一 小 段 管道 的 横 截面 面积 ). 在 
加 热 段 的 两 边 , 质量 流 密 度 j= pv 和 动量 流 密度 p 十 jo 保持 不 变 , 所 以 Ap = 一 jAv, 其 
中 A 表示 一 个 量 在 通过 这 段 喷 管 时 的 变化 . 能 流 密度 (wj 十 v3/2)j 的 变化 为 g. 把 世 写 为 


7p Ip 
-Dp (y-Di 


的 形式 , 我 们 得 到 (认为 Av 和 Ap 很 小 ) 


V7Av 十 pe 十 VAp) = 4. 
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从 这 两 个 关系 式 中 消去 Ap, 求 出 
_ -Da 
全- pa) 
我 们 看 到 , 在 亚 声速 气流 中 , 输入 热量 使 流动 加 速 (Au > 0), 而 在 超声 速 气 流 中 , 输入 热量 
使 流动 减速 (Auv < 0). 
把 气体 的 温度 写 为 





三 :此 三 to 
人 二 Rj 


( 忌 为 气体 常量 ), 我 们 求 出 温度 变化 的 表达 式 
上 _ ko-Dga (aa 
AT= 前 (WwAp+pAv) = 者 中 二 (5 ) . 
对 于 超声 加 气 流 , 这 个 表达 式 总 是 正 的 一 气体 的 温度 增加 ; 对 于 亚 声 志气 流 , 它 既 可 以 是 
正 的 , 也 可 以 是 负 的 . 
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考虑 足够 长 的 (等 截面 ) 管道 中 的 可 压缩 气流 , 这 时 不 能 忽略 气体 对 管 壁 
的 摩擦 , 即 不 能 忽略 气体 的 黏 性 . 我 们 将 假设 管 壁 是 绝热 的 , 所 以 气体 与 外 部 
介质 之 间 没 有 任何 热 交 换 . 

当 流 动 速度 达到 声速 量 级 或 超过 声速 时 (这 里 只 讨论 这 样 的 情况 ), 管道 
中 的 气流 当然 是 满 流 (只 要 管道 的 直径 不 是 太 小 ). 满 流 的 重要 性 对 我 们 在 这 
里 的 问题 而 言 只 表现 在 一 个 方面 . 确实 , 我 们 在 843 中 已 经 看 到 , 潮流 流动 的 
(平均 ) 速度 在 管道 的 整个 横 截 面 上 几乎 处 处 相同 , 仅 在 非常 接近 管 壁 的 地 方 
才 迅 速 减 小 为 零 . 因此 , 我 们 将 认为 流动 速度 v 在 管道 的 整个 横 截面 上 就 是 
常量 , 并 且 这 样 来 定义 w 使 乘积 Spv (8 是 横 截 面 面 积 ) 等 于 气体 通过 管道 横 
截面 的 总 流量 . 

既然 气体 的 总 流量 Spv 沿 整个 管道 保持 不 变 , 并 且 假 设 5 保持 不 变 , 所 
以 气体 的 质量 流 密度 也 应 当 保 持 不 变 : 


j= pv = const. (98.1) 


其 次 , 因为 管道 是 绝热 的 , 所 以 由 气体 携带 的 通过 管道 横 截面 的 总 能 流 也 应 当 
保持 不 变 . 该 能 流 等 于 pvS(w + v2/2), 并 且 根 据 (98.1) 可 以 写 出 
2T7r2 


et 4 
2 “3 


至 于 气体 的 灶 s, 由 于 存在 内 摩擦 , 它 当 然 根本 不 会 保持 不 变 , 而 是 随 着 气体 沿 
管道 向 前 运动 而 增加 如果 z 是 沿 管 轴 的 坐标 , 并 且 x 轴 的 正方 向 与 流动 方 





一 Const , (98.2) 
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向 一 致 , 则 3 
>0. (98.3) 
现在 求 关系 式 (98.2) 对 z 的 导数 . 我 们 还 记得 dw = Tds 十 V dp, 所 以 有 
ds dp .2dV 
T+ Va 让 Ve =0. 
和 dy /ev\ dp /ev\ d 
本 A 
Er (8 dz” 人 ) dz a 
代入 此 式 , 得 到 
27r /Ov0\N |ds 2107\ | dp 
[| Ea =—V E 十 六 (号 ) | 5 (98.5) 
根据 熟知 的 热力 学 公式 ， 


oaV T /OV 
的 -和 的， 
气体 的 热膨胀 系数 是 正 的 , 所 以 根据 (98.3) 可 以 断定 等 式 (98.5) 左边 的 整个 
表达 式 也 是 正 的 . 于 是 , 导数 dp/dz 的 符号 与 表达 式 


oV 2 
ss | 


的 符号 相同 . 我 们 看 出 ， 
当 v<c 时 , 型 <0 当 v>c 时 , 型 >0 (98.6) 


因此 , 在 亚 声速 流动 中 , 压强 沿 流动 方向 减 小 (与 不 可 压缩 流体 的 情形 相同 )， 
而 在 超声 速 流动 中 , 压强 沿 管 道 增加 . 

用 类 似 方法 可 以 确定 导数 du/dz 的 符号 . 因为 了 = wv/V = const, 所 以 导数 
dv/dz 的 符号 与 dV/dz 的 符号 相同 . 利用 (98.4), (98.5) 可 以 把 后 者 通过 正 的 
导数 ds/dz 表示 出 来 , 结果 求 出 : 


当 v<c 时 , 于 >0 当 ">e 时 , 于 < 0 (98.7) 
即 在 亚 声速 流动 中 , 速度 沿 流动 方向 增加 , 而 在 超声 速 流动 中 , 速度 沿 流动 方 
向 减 小 . 


管道 中 气流 的 任何 两 个 热力 学 量 彼此 互 为 函数 , 这 种 函数 关系 与 诸如 管 
道 阻力 定律 之 类 的 因素 完全 无 关 . 这 些 函 数 依赖 于 作为 参量 的 常量 ;, 并 且 由 
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方程 w 十 j2V2/2 = const 所 确定 . 从 气体 的 质量 守恒 方程 和 能 量 守恒 方程 中 消 
去 速度 , 即 可 得 到 这 个 方程 . 
我 们 以 炳 对 压强 的 依赖 关系 为 例 ， 来 说 明 这 种 函数 曲线 的 性 质 .如果 把 

(98.5) 改写 为 

ds_yv vo-l _ 

dp T+2V(OV/0s); 
的 形式 , 我 们 就 看 出 , 粹 在 v=c 的 点 有 极 值 . 容易 看 出 , 该 极 值 是 最 大 值 . 其 
实 , 对 于 s 对 p 的 二 阶 导数 在 这 个 点 的 值 , 我 们 有 


ds 疡 V(8V/ap )。 


dzz|-。 “了 +TV(8V/8sjy 

(因为 处 处 都 假设 导数 (62V/6p?)。 为 正 ). 

因此 , s 对 p 的 依赖 关系 曲线 具有 如 图 73 所 示 的 形状 . 亚 声速 区 位 于 最 大 
值 的 右 侧 , 而 超声 速 区 位 于 左 侧 . 当 参 量 ; 增加 时 , 曲线 的 位 置 越 来 越 低 . 其 
实 , 在 压强 p 保持 不 变 的 条 件 下 取 方 程 (98.2) 对 7 的 导数 , 我 们 得 到 

dd 和” 
dj T+jV(OV/Os), 

根据 上 述 结果 , 可 以 得 到 一 个 有 趣 的 结论 . 设 管道 入 口 处 的 气体 速度 小 于 
声速 . 灶 沿 流动 方向 增加 , 而 压强 沿 流动 方向 降低 , 这 对 应 于 沿 曲 线 s = s(p) 的 
右 半 段 从 B 向 O 移动 (图 73). 但 是 , 这 只 能 继续 到 炉 达 到 其 最 大 值 为 止 . 沿 
曲线 进一步 向 点 O 左边 移动 ( 即 进入 超声 速 区 ) 是 不 可 能 的 , 因为 这 对 应 于 气 
体 的 炉 将 随 气体 沿 管道 的 运动 而 减 小 ， 从 曲线 的 BO 段 过 渡 到 O4 段 也 不 可 
能 通过 激 波 来 实现 , 因为 “流入 ” 激 波 的 
气体 不 可 能 具有 亚 声速 的 速度 

于 是 , 我 们 得 到 结论 : 如 果 管 道 入 
口 处 的 气体 速度 小 于 声速 , 则 整个 管道 
中 的 流动 也 都 是 亚 声速 的 . 速度 等 于 当 
地 声速 的 情况 (如 果 能 够 出 现 的 话 ), 只 
能 出 现在 管道 的 出 口 端 (这 要 求 出 口 端 
以 外 介质 的 压强 足够 小 ). 

为 了 在 管道 内 实现 超声 速 气流 , 必 
须 让 气流 在 进入 管道 时 就 已 经 具有 超 
声速 的 速度 . 根据 超声 速 气流 的 一 般 性 
质 (扰动 不 可 能 向 上 游 传播 ), 进入 管道 后 的 气流 与 管道 出 口 处 的 条 件 完全 无 
关 . 特别 地 , 科 将 以 完全 确定 的 方式 沿 管 轴 增 加 , 并 且 在 从 入 口 处 算 起 的 一 个 


< 0. 





73 
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确定 的 距离 z = W 处 达到 最 大 值 . 如 果 管 道 的 总 长 度 ! < x, 则 整个 管道 内 的 
流动 都 是 超声 速 的 (与 此 相对 应 的 是 沿 40 段 从 4 向 O 移动 ). 如 果 ! > je, 则 
流动 不 可 能 在 整个 管道 内 都 是 超声 速 的 ， 同 时 也 不 可 能 光滑 地 过 渡 到 亚 声速 
流动 , 因为 沿 曲线 的 0B 段 移动 只 能 向 箭头 所 指 方向 进行 . 所 以 , 在 这 种 情形 
下 必然 形成 一 个 激 波 , 使 超声 速 流 跃 变 到 亚 声速 流 , 这 时 压强 增加 , 我 们 不 经 
过 点 O 就 从 40 段 过渡 到 BO 段 , 并 且 其 余 管 道内 的 流动 都 是 亚 声 速 的 . 
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在 某 些 只 有 特征 速度 参量 而 没有 特征 长 度 参量 的 条 件 下 产生 的 流动 ， 是 
一 维 非 定常 可 压缩 气流 的 一 个 重要 类 型 . 在 带 有 活塞 的 半 无 穷 长 圆柱 形 管道 
中 , 当 活 塞 开始 匀速 运动 时 出 现 的 气流 , 就 是 这 种 流动 的 最 简单 的 例子 . 

这 种 流动 不 仅 取 决 于 速度 参量 ,还 取决 于 给 出 诸如 气体 在 初始 时 刻 的 不 
强 和 密度 的 其 他 一 些 参 量 . 但 是 , 从 所 有 这 些 参 量 不 能 构成 任何 具有 长 度 或 时 
间 量 纲 的 组 合 . 由 此 可 见 , 所 有 物理 量 的 分 布 对 坐标 z 和 时 间 + 上 的 依赖 关系 ， 
只 能 通过 对 具有 速度 量 纲 的 比值 >/ 的 依赖 关系 表现 出 来 . 换言之 , 这 些 分 布 
在 不 同时 刻 是 彼此 相似 的 , 其 差别 仅仅 在 于 沿 z 轴 的 比例 与 时 间 成 正比 地 增 
加 . 可 以 说 , 如 果 采 用 正比 于 时 间 而 增加 的 单位 来 度量 长 度 , 则 流动 图 像 根 
本 不 会 改变 一 一 流动 是 自 相 似 的 . 

对 于 只 依赖 于 一 个 坐标 z 的 流动 , 烂 守恒 方 程 为 


如 果 认 为 所 有 的 量 只 依赖 于 变量 上 = zx/t, 并且 注 意 到 这 时 

5 1d 8 ed 

Or dt’ Bt tde’ 
则 有 (w -6s' = 0 ( 撤 号 在 这 里 表示 对 & 的 导数 ), 所 以 s' = 0, 即 s = const @. 
于 是 ,一 维 自 相 似 流 不 仅 是 绝热 的 , 而 且 是 等 炉 的 . 类 似 地 , 从 欧 拉 方程 的 y 分 
量 和 z 分 量 方程 


OU 0 
起 十 加 页 一 0 页 + 加 页 


可 知 , ww 和 vw 都 是 常量 , 不 失 一 般 性 , 我 们 在 下 面 可 以 把 它们 取 为 零 . 


_1 
~ 


=0 








@ 如 果 假 设 ve 一 € = 0, 这 就 与 其 余 运动 方程 矛盾 ,因为 从 (99.3) 可 得 vs = const, 而 这 不 符合 
上 述 假设 , 
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其 次 , 连续 性 方程 和 欧 拉 方程 的 x 分 量 方程 具有 以 下 形式 : 


Op Ov Op 
trart "or 


Duv Ov _ 1 Op 


=0, (99.1) 


De (99.2) 

(在 这 里 和 下 面 把 wu 写 为 v). 在 引入 变量 上 后 , 它们 化 为 
(v —ép + pv =0, (99.3) 
(v — é)v = - = 5 ' (99.4) 


(因为 炉 保 持 不 变 , 所 以 在 第 二 个 方程 中 写 出 w = (6p/8p)sp' = cz2p/). 

这 些 方程 首先 有 平凡 解 v = const，p = const, 即 常 速 均匀 流 . 为 了 寻求 非 
平凡 解 , 从 方程 中 消去 p' 和 vw' 后 得 到 等 式 (v 一 &)? = c2, 所 以 上 = v 土 c, 写 出 
带 正 号 的 关系 式 : 

二 一 4 十 (99.5) 
(这 样 选择 符号 意味 着 , 我 们 采用 一 定 条 件 来 选取 z 轴 的 正方 向 , 其 含义 将 在 下 
文中 加 以 说 明 ). 最 后 , 把 wv 一 € = 一 c 代入 (99.3), 得 到 cp' = pv', 即 cdp = pdv. 
声速 是 气体 热力 学 状态 的 函数 . 选取 粹 。 和 密度 p 作为 基本 的 热力 学 量 , 则 当 
科 的 常 值 给 定时 , 我 们 可 以 把 声速 理解 为 密度 的 函数 c(p), 从 而 根据 所 得 等 式 


写 出 
=/ 22 gor 2 2 (99.6) 
还 可 以 把 这 个 公式 写 为 
v= / V-dpdv (99.7) 


的 形式 , 这 里 并 没有 预先 确定 独立 变量 . 
公式 (99.5), (99.6) 给 出 了 运动 方程 的 待 求 的 解 ， 如 果 已 知 函 数 c(p), 我 们 
就 可 以 按照 公式 (99.6) 来 计算 速度 » 作为 密度 的 函数 . 于 是 , 方程 (99.5) 以 隐 
函数 的 形式 给 出 密度 对 xz/t 的 依赖 关系 , 然后 还 可 以 确定 其 余 各 量 对 z/t 的 依 
赖 关 系 ， 
我 们 来 揭示 上 述 解 的 某 些 一 般 性 质 ， 取 方程 (99.5) 对 z 的 导数 , 得 到 
top d(u 十 9 _ 
(gz dp 
对 于 w+c 的 导数 , 利用 (99.6) 有 
d(v + oc) _£ de _ 1d(pc) 


一 十 : 
dp p dp pdp 





(99.8) 
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-nll 
MN Vr 
取 这 个 表达 式 的 导数 , 得 到 





d(pc) _ 2d(pc) _ pes (有 ) 
pp a 
因此 2 .5 /52 
At = (第 ) > 0. (99.10) 


于 是 从 (99.8) 可 知 , 当 上 > 0 时 有 68po/8z > 0. 注意 到 9p/8z = c2 8p/8z, 我 们 
还 得 到 8p/8x > 0. 最 后 , 我 们 有 8wv/6x = (c/p) gp/8c, 所 以 guo/8z > 0. 因此 ， 
我 们 有 不 等 式 : 

i (99.11) 


如 果 选 定 一 个 在 空间 中 移动 的 气体 微 元 并 观察 该 气体 微 元 的 各 物理 量 随 
时 间 的 变化 , 而 不 是 观察 它们 沿 > 轴 的 变化 (对 于 给 定 的 臣 , 则 上 述 不 等 式 的 
意义 就 变 得 更 加 清晰 . 这 些 变化 由 对 时 间 的 全 导数 确定 ; 以 密度 为 例 , 利用 连 
续 性 方程 , 我 们 有 

dp Op op Ov 
dU HH Br fas 
根据 (99.11) 中 的 第 三 个 不 等 式 , 这 个 量 是 负 的 . 导数 dp/dt 当然 也 是 负 的 , 于 是 


二 <0， 二 <0. (99.12) 


用 类 似 方法 可 以 证 明 dv/dt < 0 (利用 欧 拉 方 程 (99.2)), 但 这 并 不 意味 着 
速度 的 大 小 随时 间 而 减 小 , 因为 v 也 可 以 是 负 的 . 

不 等 式 (99.12) 表明 , 每 一 个 气体 微 元 的 密度 和 压强 都 随 着 它 的 运动 而 减 
小 . 换言之 , 气体 在 运动 过 程 中 变 得 越 来 越 稀疏 . 所 以 , 这 种 运动 可 以 称 为 非 定 
常 稀疏 波 @. 

稀疏 波 沿 z 轴 只 能 传播 有 限 距离 , 因为 从 公式 (99.5) 已 经 可 以 看 出 , 该 公 
式 在 z 一 土 oo 时 给 出 无 穷 大 速度 , 而 这 是 没有 意义 的 结果 . 

我 们 把 公式 (99.5) 应 用 于 稀 斑 波 所 占 空 间 区 域 的 边界 平面 . 这 时 , z/t 是 
该 边界 平面 相对 于 所 选 静止 坐标 系 的 运动 速度 . 它 相对 于 气体 本 身 的 速度 为 


@ 只 有 当初 始 条 件 有 某 种 特性 时 才 会 出 现 这 种 运动 (例如 在 活塞 问题 中 ， 活 塞 的 速度 在 时 刻 
ti= 0 发 生 突 跃 式 变化 )、 相 反 的 运动 只 有 在 活塞 按照 完全 确定 的 规律 压缩 气体 时 才能 出 现 . 
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z/i ww 并且 根据 (99.5), 这 个 速度 正好 等 于 当地 声速 . 这 意味 着 , 稀疏 波 的 边 
界 是 弱 间 断面 . 因此 , 不 同 具体 情形 下 的 自 相似 流 是 由 稀疏 波 和 均匀 流 区 域 所 
组 成 的 , 它们 以 弱 间 断面 为 分 界面 (此 外 , 当然 也 可 以 存在 以 激 波 为 分 界面 的 
均匀 流 区 域 ). 

现在 可 以 看 出 , 我 们 之 所 以 这 样 选择 公式 (99.5) 中 的 符号 , 是 为 了 与 这 些 
弱 间断 面相 对 于 气体 向 z 轴 正 方向 运动 的 假设 相对 应 , 不 等 式 (99.11) 正好 与 
这 样 的 选择 有 关 . 但 是 , 不 等 式 (99.12) 显然 与 z 轴 的 方向 没有 任何 关系 . 

在 提出 具体 问题 时 , 通常 必须 考虑 稀 朴 波 的 一 
侧 与 静止 气体 区 域 相 邻 的 情况 . 设 这 个 区 域 (图 74 mm 寺 
中 的 工区) 位 于 稀疏 波 的 右 侧 , I 区 是 稀疏 波 , 而 。 一 
III 区 是 以 恒定 速度 运动 的 气体 . 图 中 的 箭头 指示 
气体 以 及 作为 稀疏 波 边 界 的 弱 间 断面 的 运动 方向 
( 弱 间 断面 a 必然 向 静止 气体 一 侧 运 动 , 但 弱 间断 Em 
面 可 以 在 两 个 方向 上 运动 , 这 取决 于 稀 玖 波 中 的 速度 值 ; 请 对 比 习题 2). 在 
多 方 气体 假设 下 , 我 们 写 出 这 种 稀疏 波 中 各 量 之 间 的 显 式 关系 式 . 在 绝热 过 程 
中 , pT1/(1-2) = const. 因为 声速 正比 于 VT, 所 以 可 把 这 个 关系 式 写 为 


2/(7—1) 
Es = 99.13 
P= po (£) ( ) 


的 形式 . 把 这 个 表达 式 代 入 积分 (99.6), 得 到 





2 2 
v= =) 


积分 常数 是 这 样 选取 的 : 当 w= 0 时 c= co (用 下 标 0 表示 各 量 在 气体 静止 处 
的 值 ). 我 们 将 把 所 有 的 量 道 过 v 表示 出 来 , 并 且 应 当 注 意 , 根据 各 区 域 位 置 的 
上 述 约定 , 气体 速度 指向 z 轴 的 负 方 向 , 于 是 v < 0. 因此 ， 





他 写 Sh, (99.14) 
这 样 就 用 气体 速度 给 出 了 当地 声速 . 代入 (99.13), 我 们 求 出 密度 
加 2/(7Y—1) 
p=p(1- MM)  ， (99.15) 


类 似 地 求 出 压强 


(99.16) 


2 Co 


a (4 家 - | 
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最 后 , 把 (99.14) 代入 公式 (99.5), 得 We 
pl= 了 一 (ao-3)， (99.17) 


这 给 出 v 对 > 和 + 的 依赖 关系 . 
量 ec 在 本 质 上 不 可 能 是 负 的 , 所 以 根据 公式 (99.14) 可 以 得 到 一 个 重要 结 
论 : 速度 必须 满足 不 等 式 


pl < 一 村 ; (99.18) 


当 速 度 达到 这 个 极限 值 时 , 气体 的 密度 (以 及 p 和 c) 等 于 零 . 因此 , 原来 静止 
的 气体 在 稀疏 波 中 经 历 非 定常 膨胀 后 , 只 能 加 速 到 不 超过 2co/(Y - 1) 的 速度 . 

我 们 在 本 节 最 前 面 已 经 提 到 过 自 相似 流 的 一 个 简单 例子 ， 当 活塞 开始 常 
速 运动 时 在 圆柱 形 管道 中 出 现 的 流动 . 如 果 管 道内 的 活塞 向 外 运动 , 则 活塞 后 
面 的 气体 发 生 膨胀 , 从 而 形成 上 述 稀疏 波 . 如 果 活 塞 向 管道 内 运动 , 则 活塞 压 
缩 前 面 的 气体 , 这 时 在 活塞 前 方形 成 一 个 沿 管道 向 前 传播 的 激 波 , 因为 只 有 这 
样 才能 过 渡 到 原来 较 低 的 压强 ( 见 本 节 习 题 )Q. 


习 是 


1. 设 气体 充满 带 有 活塞 的 半 无 穷 长 圆柱 形 管道 ， 在 初始 时 刻 , 活塞 开始 以 常 速度 UU 
向 管道 内 运动 . 认为 气体 是 多 方 气体 , 求 由 此 产生 的 气流 . 

解 : 在 活塞 前 面 形成 一 个 沿 管 道 向 前 运动 的 激 波 . 在 初始 时 刻 , 该 激 波 与 活塞 占据 同样 
的 位 置 , 但 是 激 波 接 下 来 就 “超越 " 活塞 , 于 是 在 激 波 与 活塞 之 间 出 现 一 个 气体 区 域 (2 区 ). 
在 激 波 前 面 的 区 域 (1 区 ) 中 , 气体 的 压强 等 十 其 初始 值 pi， 
而 速度 (相对 于 管道 ) 等 于 零 , 在 2 区 中 , 气体 常 速 运动 , 其 
速度 就 是 活塞 的 速度 U (图 75). 因此 , 1 区 和 2 区 气体 的 
速度 差 也 等 于 UU, 根据 公式 (85.7) 和 (89.1) 就 可 以 写 出 


= V(ps — Pp1)(Vi — 1) 


U 
= (pz — PE 
图 75 =- PVG- + Ory 


@ 我 们 再 提出 一 个 类 似 的 三 维 自 相似 问题 : 由 均匀 膨胀 球面 引起 的 中 心 对 称 气流 (I. UH, 谢 多 夫 ， 
1945; G. 了 1. 泰勒 , 1946)， 在 脱 胀 球面 前 方形 成 一 个 常 速 传播 的 球面 激 波 . 与 一 维 情形 不 同 的 是 , 膨胀 球 
面 与 激 波 之 间 的 气体 运动 速度 不 是 均匀 的 , 该 速度 作为 比值 ryt 的 函数 所 满足 的 方程 (该 方程 还 可 以 
用 来 确定 激 波 的 传播 速度 ) 不 能 用 解析 方法 求解 见 : Cenos JI. Hi, Merons: nono6ns nm pa3amepnocrn 
3 Mexannxe., 10-e wan, Mocxea: Hayxa, 1987 (第 八 版 中 译本 :JI. 玩 . 谢 多 夫 . 力学 中 的 相似 方法 与 量 纲 
理论 . 沈 青 , 倪 钢 非 ， 李 维 新 译 . 北京 ; 科学 出 版 社 ， 1982). 第 四 章 §6; Taylor G.I. Proc. Roy. Soc. A. 
1946, 186: 273， 
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对 于 活塞 与 激 波 之 间 的 气体 压强 pa, 由 此 得 到 


pa _， ?70+1DI2 7 (7 十 1)2072 
mt 4ct 8 C1 人 l6c0 


知道 了 pz, 就 可 以 按照 公式 (89.4) 计算 激 波 相对 于 两 边 气 体 的 速度 . 因为 1 区 气体 静止， 
所 以 激 波 相对 于 它 的 速度 就 是 激 波 沿 管道 的 传播 速度 . 如 果 洛 管 轴 的 坐标 z 从 活塞 的 初始 
位 置 算 起 (并 且 气 体位 于 z > 0 的 一 边 ), 则 对 于 激 波 在 时 刻 上 的 位 置 ,我 们 得 到 


:=r | 站 
1 


(而 活塞 的 位 置 为 rz = Ut). 

2. 问题 同上 , 但 活塞 以 速度 U 向 管道 外 运动 , 

解 : 与 活塞 相 邻 的 气体 (图 76 (a) 中 的 1 区 ) 以 常 速度 
一 U 向 z 轴 负 方向 运动 , 该 如 度 就 是 活塞 的 速度 . 黎 玖 波 2 紧 
随 其 后 , 其 中 的 气体 向 7 轴 负 方向 运动 , 而 气体 速度 按照 线性 
规律 (99.17) 从 -LU 变 到 零 ， 压强 按照 规律 (99.16) 从 1 区 
气体 中 的 值 





_1U 27Y/(Y—1) 
Pp1 = po (1- 写 :区 ) 图 76 


变 到 3 区 静止 气体 中 的 值 po. 条 件 口 = 一 U 给 出 1 区 和 2 区 的 分 界面 . 根据 (99.17), 我 
们 得 到 
2 一 (%- 革 0):= -vy 


(ce 是 1 区 气体 中 的 声速 ), 在 2 区 和 3 区 的 分 界面 上 wv 一 0, 所 以 z 二 cot. 这 两 个 分 界面 都 
是 弱 间 断面 ,第 二 个 分 界面 总 是 向 右 ( 即 向 远离 活塞 的 方向 ) 传播 , 而 第 一 个 分 界面 (1 与 
2 的 分 界面 ) 既 可 以 向 右 传播 (如 图 76 (a) 所 示 ), 也 可 以 
向 左 传播 (如 果 活 塞 过度 U > 2co/(Y 十 1)). 也 

上 述 流动 图 像 仅 在 U < 2co/(7 一 1) 的 情况 下 才 会 ve 
出 现 . 如 果 UU > 2co/(7 一 1), 在 活塞 后 面 就 会 形成 一 个 
真空 区 (气体 跟 不 上 活塞 )， 它 从 活塞 一 直 延 伸 到 坐标 为 
Zz 二 一 2cot/(Y 一 1) 的 点 (图 76(b) 中 的 1 区 ), 在 这 个 
点 有 二 一 2co/(7 一 1). 接 下 来 是 2 区 ,气体 速度 在 这 个 20 
区 域 中 下 降 到 鹤 (在 点 > = cot). 最 后 是 充满 静止 气体 的 ”1 
3 区 . (b) 

3. 设 气 体 充 满 一 端 (z 二 0) 有 阁 门 的 半 无 穷 长 图 柱 co 
形 管道 (z > 0)， 在 时 刻 t = 0 打开 阅 门 , 气体 流入 外 部 
介质 ,而 外 部 介质 的 压强 pe 小 于 管道 内 的 初始 压强 po、 图 77 
求 由 此 产生 的 气流 . 

解 : 根据 公式 (99.16), 设 一 ve 是 外 部 压强 pe 所 对 应 的 气体 速度 . 当 上 > 0 时 ,在 z=0 
处 应 有 = 一 ve. 如果 we<2co/(7 十 D), 则 所 得 速度 分 布 如 图 77 (a) 所 示 . 当 we= 2co/(7+1T 
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时 (这 对 应 于 出 口 速 度 等 于 当地 声速 的 情况 ; 只 要 在 公式 (99.14) 中 令 0 =c, 就 容易 证 明 
这 个 结论 ), 等 速 区 域 消 失 , 于 是 得 到 如 图 77 (b) 所 示 的 图 案 . 量 2co/(7 十 1) 是 在 上 述 条 件 
下 气体 从 管道 中 流出 的 最 大 可 能 的 速度 , 如 果 外 部 压强 满足 


2 ] {7y—1) 


7+1 名 


Pe < po ( 
相应 速度 ve 就 会 超过 2co/(7 十 1). 其 实 , 管道 出 口 处 的 压强 这 时 仍然 等 于 其 极限 值 (不 
等 式 (1) 的 右边 ), 出 口 速度 仍然 等 于 2co/(7 十 1), 而 压强 的 进一步 下 降 (下 降 到 pe) 发 生 
在 外 部 介质 中 . 
和 44. 设 一 条 无 穷 长 管道 由 活塞 分 开 ,一 侧 (z < 0) 在 初始 时 刻 充满 压强 为 po 的 气体 ,而 
另 一 侧 (z > 0) 是 真空 . 求 活塞 在 膨胀 气体 作用 下 的 运动 . 
解 : 在 气体 中 出 现 稀疏 波 , 它 的 一 个 边界 与 活塞 一 起 向 右 运动 , 而 另 一 个 边界 向 左 运 


动 . 活塞 的 运动 方程 为 
dU 了 一 1U 27/(7—1) 
i 
(U 是 活塞 的 速度 , m 是 单位 面积 活塞 的 质量 )， 积 分 后 得 到 
aa (y+ Dpo 1-o-D/otD 


5. 求 等 温 自 相似 稀疏 波 中 的 流动 . 


解 : 等 温 声 速 为 
三 g) _- /和 三 
Ee ( 实 下 到 
于 是 在 恒定 温度 下 cr = const = cn,， 所 以 , 根据 (99.5), (99.6) 求 出 
"em 了 六 = 区 一 二 一 cro， 
5. 利用 伯 格 斯 方程 (893) 来 确定 稀疏 波 与 静止 气体 之 间 弱 间断 的 结构 , 认为 该 结构 
与 耗 散 有 关 ， 
解 : 设 静 止 气体 位 于 弱 间 断 左 边 ,， 稀 玖 波 位 于 弱 间 断 右 边 (这 时 弱 间 断 向 左 传播 ). 如 
果 不 考 虑 耗 散 , 则 在 第 一 个 区 域 中 有 vw 二 0, 第 二 个 区 域 中 的 运动 可 由 方程 (99.5)，(99.5) 
(c 的 符号 相反 ) 描述 , 并 且 连 度 v 在 弱 间 断面 附近 很 小 , 精确 到 u 的 一 阶 小 量 , 我 们 有 


=v—cC%—c0+ (+ 鱼 芹 ) = —C0 + oov, 
0 
式 中 Qo 由 (102.2) 定义 , 下 标 0 表示 各 量 在 v 二 0 时 的 值 (下 面 省 略 该 下 标 ). 
在 向 左 传播 的 稀疏 波 中 , 速度 在 精确 到 二 阶 小 量 时 满足 893 习题 1 中 的 方程 (6)， 即 


伯 格 斯 方程 
HG “ge 
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其 中 天 = ac3, 未 知 量 = av 是 1 和 (5 一 了 Z 十 中 的 函数 , 而 变量 5 表示 在 每 个 时 刻 七 到 弱 
间断 的 距离 , 需要 求 出 这 个 方程 的 连续 解 , 使 它 满足 不 考虑 耗 散 时 的 相应 边界 条 件 


当 C 一 oo 时 已 = 人， 当 《 一 一 co 时 忌 一 0. 
根据 蚤 间断 厚度 的 增长 规律 (96.1), 变量 土 应 当 与 变量 《 一 起 以 组 合 z 二 C/Vt 的 形式 出 
现在 解 中 . 如 果 取 人 
ult, ©) = abd (三 ) ? 
这 样 的 解 就 能 满足 上 述 边 界 条 件 . 部 数 由 与 893 习题 2 中 的 函数 p 之 间 的 关系 为 
-2png= [wa = /va 


所 以 p 只 依赖 于 z, 并 且 是 
yw(z) = -2p23z np(2). 
该 习题 中 的 方程 (3) 化 为 2up”== 一 zyp' 的 形式 , 于 是 


p(z) = J dz. 
满足 边界 条 件 的 解 为 
oo -1 
u(z, ¢) = 2 ef ez /hp dz 
最 后 , 对 于 速度 v(C， 如， 


1/2 oo 一 1 
v(¢, t) = £ ec /spt e-* dz 
at 6C/2v 三 





这 就 确定 了 梯 间 断 的 结构 . 
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在 运动 的 初始 条 件 中 存在 间断 ， 这 可 能 是 在 气体 中 出 现 间 断面 的 最 重要 
原因 之 一 . 一 般 而 言 , 可 以 用 任意 方式 给 出 初始 条 件 ( 即 速度 、 压 强 等 量 的 初 
始 分 布 ). 特别 地 , 这 些 初 始 分 布 根本 不 必 处 处 都 是 连续 函数 , 它们 可 以 在 某 些 
曲面 上 有 间 斯 . 例如 , 如 果 在 某 个 时 刻 让 压强 不 同 的 两 团 气体 发 生 接 触 , 则 它 
们 的 接触 面 就 是 初始 压强 分 布 的 间断 面 . 

重要 的 是 , 对 于 初始 条 件 中 的 间断 面 (我 们 将 称 之 为 初始 间断 ), 各 种 量 
的 间断 值 可 以 是 完全 任意 的 , 相互 之 间 不 必 存 在 任何 关系 . 但 是 我 们 知道 , 对 
于 那些 能 够 在 气体 中 稳定 存在 的 间断 面 , 应 当成 立 一 些 确定 的 条 件 . 例如 , 激 
波 中 的 密度 间断 值 和 压强 间断 值 由 激 波 绝 热线 联系 起 来 . 所 以 , 如 果 初 始 间 汤 
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不 满足 这 些 必 要 条 件 , 它 显然 无 论 如 何 也 不 可 能 继续 以 这 种 方式 存在 . 一 般 而 
言 , 初始 间断 会 分 解 为 几 个 随时 间 而 互相 远离 的 间断 面 , 其 中 每 一 个 都 是 一 种 
可 能 类 型 的 间断 面 ( 激 波 、 切 向 间断 面 、 弱 间断 面 )Q. 

在 从 初始 时 刻 上 = 0 开始 的 很 短 时 间 内 , 由 初始 间断 分 解 而 成 的 几 个 间断 
面 还 没有 互相 远离 ,于 是 所 讨论 的 全 部 流动 都 发 生 在 初始 间断 附近 很 窗 的 区 
域内 . 在 一 般 情况 下 , 通常 只 要 单独 考虑 初始 间断 的 各 个 微 元 即 可 , 并 且 可 以 
认为 每 一 个 这 样 的 微 元 都 是 平 的 , 从 而 可 以 只 考虑 平面 间断 面 . 我 们 取 该 平面 
作为 yz 平面 . 根据 对 称 性 显然 可 知 , 当 + 上 > 0 时 , 由 初始 间断 分 解 而 成 的 间断 
面 也 是 平面 , 并 且 季 直 于 z 轴 . 整个 流动 图 像 只 依赖 于 坐标 z (及 时 间 ), 问题 
是 一 维 的 . 这 里 没有 任何 特征 长 度 和 特征 时 间 , 这 是 一 个 自 相似 问题 , 所 以 我 
们 可 以 利用 上 一 节 的 结果 . 

由 初始 间断 分 解 而 成 的 间断 面 显然 会 离开 其 形成 位 置 ， 即 离开 初始 间断 
所 在 的 位 置 . 容易 看 出 , 在 每 一 个 方向 上 (在 xz 轴 的 正方 向 和 负 方 向 上 ), 这 
时 或 者 有 一 个 运动 的 激 波 , 或 者 有 一 对 作为 稀疏 波 边 界 的 运动 的 弱 间 断面 . 其 
实 , 假如 在 时 刻 t = 0 在 同一 个 位 置 形成 了 两 个 激 波 , 它们 都 向 > 轴 的 正方 向 
传播 , 则 前 面 的 激 波 应 当 比 后 面 的 激 波 运动 得 更 快 . 但 是 , 根据 激 波 的 一 般 性 
质 , 前 面 的 激 波 相 对 于 后 方 气体 的 运动 速度 必须 小 于 这 部 分 气体 中 的 声速 c 
而 后 面 的 激 波 相对 于 同样 这 部 分 气体 的 运动 速度 必须 大 于 该 声速 c (在 两 个 
激 波 之 间 的 区 域 中 c = const), 即 后 面 的 激 波 应 当 追 上 前 面 的 激 波 , 同 理 , 一 个 
激 波 和 一 个 稀疏 波 不 可 能 向 同一 个 方向 传播 (只 要 指出 弱 间 断面 相对 于 两 侧 
气体 以 声速 运动 即 可 ). 最 后 , 同时 形成 的 两 个 稀疏 波 不 可 能 分 开 , 因为 两 者 具 
有 相同 的 后 阵 面 速度 . 

当初 始 间断 发 生 分 解 时 , 一 般 而 言 , 不 但 会 形成 激 波 和 稀疏 波 , 还 会 形成 
一 个 切 向 间断 面 . 如 果 横 向 速度 分 量 w, v 在 初始 间断 上 发 生 间 断 , 则 切 向 间 
断面 必然 出 现 , 因为 这 些 速度 分 量 在 激 波 和 稀疏 波 上 不 发 生变 化 , 所 以 它们 总 
是 在 切 向 间 斯 面 上 发 生 间断 , 并 且 该 切 向 间断 面 会 停留 在 初始 间断 的 位 置 上 . 
在 这 个 切 向 间断 面 的 每 一 侧 ,ww 和 wz 保持 不 变 (当然 , 由 于 速度 的 切 向 间断 
面 是 不 稳定 性 的 , 它 实 际 上 总 会 逐渐 变 为 湛 流 区 ). 

但 是 , 即使 ww 和 w, 在 初始 间断 上 没有 间断 (不 失 一 般 性 , 这 时 可 以 认为 常 
量 v, 和 w, 等 于 零 , 下 面 正 是 这 样 处 理 的 ), 切 向 间断 面 也 必然 出 现 . 用 下 述 方 
法 可 以 证 明 这 一 点 . 由 初始 间断 分 解 而 成 的 间断 面 , 应 当 能 够 让 气体 从 初始 间 
断 一 侧 的 给 定 状 态 1 过 渡 到 另 一 侧 的 给 定 状态 2. 气体 的 状态 取决 于 三 个 独 
立 参量 , 例如 p, p 和 wz = wv. 所 以 , 为 了 借助 于 某 一 组 间断 面 从 状态 1 过 渡 到 


@ 对 这 个 问题 的 一 般 分 析 是 由 H.EE. 柯 钦 (1926) 给 出 的 . 
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任意 给 定 的 状态 2, 必须 有 三 个 任意 参量 可 供 支配 . 但 是 我 们 知道 , 在 热力 学 
状态 已 经 给 定 的 气体 中 , 沿 气体 传播 的 激 波 (垂直 于 气流 方向 ) 由 一 个 参量 即 
可 完全 确定 ($85). 对 稀疏 波 也 有 同样 的 结论 (从 公式 (99.14) 一 (99.16) 可 以 看 
出 , 当 流 入 稀疏 波 的 气体 具有 给 定 状 态 时 , 只 要 给 定 稀疏 波 中 的 一 个 参量 , 就 
可 以 完全 确定 从 稀疏 波 流出 的 气体 的 状态 ). 另 一 方面, 我 们 已 经 看 到 , 当初 始 
间断 分 解 后 , 在 每 一 个 方向 上 最 多 只 能 有 一 个 波 一 一 激 波 或 稀疏 波 . 因此 , 我 
们 一 共 只 能 支配 两 个 参量 , 而 这 是 不 够 的 . 

在 初始 间断 所 在 位 置 上 形成 的 切 向 间断 面 恰好 提供 了 所 需 的 第 三 个 参量 . 
在 该 切 向 间断 面 上 ,压强 仍然 连续 , 而 密度 有 间断 (温度 和 篇 因此 也 有 间断 ). 
切 向 间断 面相 对 于 两 边 气 体 是 静止 的 , 所 以 关 3 3， 

于 两 个 同 向 传播 的 波 发 生 追 赶 的 上 述 讨论 不 适 2 
用 于 切 向 间断 面 . 1 

切 向 间断 面 两 边 的 气体 彼此 不 会 混合 , 因 一 
为 气流 并 不 穿 过 切 向 间断 面 . 在 下 面 列举 的 所 “下 
有 情形 中 , 两 边 的 气体 甚至 可 以 是 不 同 的 物质 

图 78 是 初始 间断 面 分 解 的 所 有 可 能 类 型 
的 示意 图 . 实 线 表示 压强 沿 z 轴 的 变化 过 程 ( 密 
度 变化 也 由 一 条 类 似 的 曲线 表示 , 差别 只 是 密 ” 王 二 未 一 一 一 一 
度 在 切 向 间断 面 上 还 有 一 个 间断 ). 坚 直线 段 表 ® > 
示 所 形成 的 间断 面 , 而 箭头 指示 间 上 断面 传播 广 
向 和 气流 方向 . 坐标 系 总 是 这 样 选取 , 使 切 向 间 
断面 以 及 两 边 的 3 区 和 3' 区 中 的 气体 静止 不 
动 . 在 最 左面 的 1 区 和 最 右面 的 2 区 中 , 气体 ”了 区- 
的 压强 、 密 度 和 速度 是 这 些 量 在 t = 0 时 的 初 
始 间断 面 两 边 的 值 . 

在 第 一 种 情形 中 (我 们 记 之 为 -S75，， 
78 (a)), 初始 间断 了 分 解 为 两 个 向 相反 方向 
传播 的 激 波 5, 在 它们 之 间 还 有 一 个 切 向 间断 











面 7， 当 两 团 气体 以 很 大 速度 迎面 相 挤 时 , 就 i 

会 出 现 这 种 情形 EO 
在 7 一 9-7R ， (图 78(b)) 的 情形 下 , 在 

切 向 间断 面 的 一 侧 出 现 激 波 ， 而 在 另 一 侧 出 现 ne 


稀疏 波 R. 例如 , 如 果 在 初始 时 刻 相对 静止 (v2 -v= 0) 并 且 被 压缩 至 不 同 压 
强 的 两 团 气体 发 生 接触 , 就 会 出 现 这 种 情形 . 其 实 , 在 图 78 的 四 种 情形 中 , 只 
有 在 第 二 种 情形 中 气体 1 和 2 才 是 同 向 运动 的 , 从 而 可 能 有 vi = ww. 
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在 接 下 来 的 第 三 种 情形 中 (I 一 RTR_,), 在 切 向 间断 面 两 侧 都 出 现 稀 疏 
波 . 如 果 气 体 1 和 2 以 足够 大 的 相对 速度 vo -ww 彼此 远离 , 则 稀疏 波 中 的 压 
强 可 以 减 小 到 零 , 这 样 就 出 现 如 图 78(d) 所 示 的 图 像 , 在 4 区 和 4 区 之 间 形 成 
真空 区 3. 

初始 间断 分 解 的 性 质 依 赖 于 各 初始 参量 ， 我 们 来 推导 决定 这 种 性 质 的 解 
析 条 件 . 我 们 在 所 有 情形 下 都 将 认为 pa > pi, 并 且 选 取 从 1 区 指向 2 区 的 方 
向 为 > 轴 的 正方 向 (如 图 78)， 

因为 初始 间断 两 侧 的 气体 可 以 是 不 同 的 物质 , 所 以 把 它们 分 别称 为 气体 1 
和 气体 2 以 示 区 别 . 

1. I 一 5S， TS5_,. 如 果 ps = 19, v3 = 坊 , 3, WW 是 初始 间断 分 解 后 形成 的 
3 区 和 3' 区 中 的 压强 、 速 度 和 质量 体积 , 则 有 ps > pz > pi, 并 且 在 分 别 以 点 
Di; 页 和 pa, 了 友 为 初始 点 的 两 条 激 波 绝热 线 上 , 质量 体积 VW 和 WW 是 具有 纵 
坐标 zs 的 相应 点 的 横 伏 标 . 因为 3 区 和 3' 区 中 的 气体 在 所 选 坐标 系 中 是 静 
止 的 , 所 以 按照 公式 (85.7) 可 以 写 出 分 别 指向 x 轴 正 方向 和 人 负 方 向 的 速度 内 


和 vo; 
= Vps -pV —V) v=—V(ps—p2)(V — V3). 


对 于 给 定 的 p 和 ps, 不 与 初始 假设 (ps > ps > pi1) 矛盾 的 最 小 的 ps 值 为 po. 
再 注意 到 差 值 v1 一 v2 是 ps 的 单调 增 函 数 , 我 们 求 出 所 需 不 等 式 


V1—V> Vy (po —p)(Vi 一 TV)， (100.1) 


其 中 记号 w 表示 气体 1 中 以 点 pi, Vi 为 初始 点 的 激 波 绝热 线 上 纵 坐 标 为 pz 
的 点 的 横 坐 标 . 对 于 多 方 气体 , 根据 公式 (89.1) (把 其 中 的 访 写 为 V') 计算 
出 V', 就 得 到 条 件 (100.1) 的 以 下 形式 : 





2 
(9 — Dp + (十 1)p 


条 件 (100.1), (100.2) 确定 了 速度 差 v1 一 va 的 可 能 取 值 范围 . 我 们 指出 , 这 些 条 
件 显然 不 依赖 于 坐标 系 的 选取 . 
2. 7 一 STR_,. 这 里 pj <ps= 二 ph <po. 对 于 1 区 中 的 气体 速度 , 我 们 仍 有 


v1 = V (ps — pi)(V — Wa), 
而 根据 (99.7), 稀疏 波 4 中 的 速度 总 变化 等 于 


v2 一 / 5 —dpdV. 
Ps 


1 一 02 > (p2 一 21) (100.2) 


§ 100 初始 条 件 中 的 间断 . 429 . 


当 p, 和 ps 给 定时 , ps 的 取 值 范围 只 能 介 于 pi 与 ps 之 间 . 在 差 值 v1 一 v2 中 
先后 把 pa 改 为 2D1 和 22， 就 得 到 条 件 


- 广 V-dpdV < — vw < VvV(p — Pp)(V 一 六 )， (100.3) 


其 中 V' 的 含义 与 上 面 情形 相同 , 并 且 应 当 利用 气体 1 来 计算 差 值 v 一 v2 的 
上 限 表达 式 , 利用 气体 2 来 计算 其 下 限 表达 式 . 对 于 多 方 气体 , 我 们 得 到 


一 1)/272 人 
和 | (a ) | 二 
一 一 一 |1 一 | 一 < VU 一 to < (p < OOO) 
?2 一 1 D2 Ve 2 —P1) (71 — 1)pi + (4 + 1)p» 


(100.4) 
其 中 ca = VT7apz 是 状态 为 pa, 奴 的 气体 2 中 的 声速 . 
3. 了 一 RTR_,. 这 里 pp > pi > ps = 用 > 0. 用 同样 方法 求 出 以 下 条 件 : 


D1 2 Pp 
-|/ V-warv— [ V—dpdV < —v < -|/ V—dpdV. (100.5) 
0 0 Pi 


不 等 式 右 侧 的 积分 是 对 气体 2 计算 的 , 左 侧 的 第 一 个 积分 是 对 气体 1 计算 的 ， 
而 第 二 个 积分 是 对 气体 2 计算 的 . 对 于 多 方 气体 , 得 到 

















(72—1)/27Y 
2c1 2co 2c2 | (2) 2 "| 
一 一 < 一 V2<— 1—[— . 100.6 
7m-—1 和 一 1 7 一 1 Da ( ) 
式 中 ca = VpiWi, c2 = VY2p22. 如 果 
2c1 2c2 
一 一 一 > 100. 
< Qoo7) 


则 在 稀 下 波 之 间 形 成 一 个 真空 区 (一 RVR_,). 

特别 地 , 平面 间断 面 之 间 的 各 种 人 磁 撞 问题 可 以 化 为 初始 条 件 下 的 间断 问 
题 . 在 发 生 碰撞 的 时 刻 , 两 个 平面 间断 面 重合 , 从 而 形成 某 种 “初始 间断 ”, 然后 
按照 上 述 方式 之 一 分 解 . 例如 , 两 个 激 波 的 碰撞 导致 另外 两 个 互相 远离 的 激 波 
以 及 一 个 介 于 其 间 的 切 向 间断 面 : 


9 954 一 3LT9 
当 一 个 激 波 追 上 另 一 个 激 波 时 , 可 能 出 现 两 种 情形 ; 
5S-5 一 5L7S， 和 95 一 RLTS 


在 这 两 种 情形 中 , 都 有 一 个 激 波 继续 向 前 传播 . 
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激 波 从 切 向 间断 面 (两 种 介质 的 分 界面 ) 反射 和 透射 也 属于 这 类 问题 , 这 
里 有 两 种 可 能 性 : 


ST STS,, ST o RTS,. 


透射 进入 第 二 种 介质 的 波 总 是 激 波 (也 可 参阅 本 节 习 题 )@. 


习 是 


1， 设 一 个 平面 激 波 被 平面 固 壁 反射 , 求 反射 波 后 面 的 气体 压强 (了 .于 区 尼 奥 ,1885). 
解 : 激 波 入 射 到 固 壁 后 发 生 反射 ,反射 激 波 向 远离 固 壁 的 方向 传播 . 我 们 分 别 用 下 标 
1, 2, 3 表示 入 射 激 波 前 方 未 经 扰动 的 气体 、 入 射 激 波 后 方 的 气体 ( 它 也 是 反射 激 波 前 方 的 
气体 ) 和 反射 激 波 后 方 的 气体 (图 79, 箭头 指示 激 波 和 气体 本 身 的 运动 方向 ). 与 固 壁 相 令 
的 1 区 和 3 区 中 的 气体 静止 不 动 (相对 于 静止 国 壁 )， 所 以 , 在 入 射 激 波 
和 反射 激 波 中 , 间断 面 两 侧 气 体 的 相对 速度 是 相同 的 (都 等 于 气体 2 的 

一 = 加 度 ). 对 该 相对 速度 应 用 公式 (85.7), 于 是 得 到 


(pa — pI)Vi — WV) = (ps — p2) (V2 — V3). 


] 对 于 每 一 个 激 波 , 激 波 绝热 线 方程 (89.1) 给 出 
2 3 


WW _ +pit+(y— Dp 
(7- Dpt+(Y+ lp 


Wt Dpt+(y -lps 
图 79 全 (一 bpa+ 人 +1lps 


从 这 三 个 方程 可 以 消去 质量 体积 , 从 而 得 到 
(pa 一 pa) [(Y + Dpi + (7 — 1)pz] = (pa —p1)°[(y + 1)ps + (9 — 1)p2l. 


这 是 一 个 关于 ps 的 二 次 方程 , 它 有 平凡 根 ps 二 pi. 消去 pa 一 p1 后 就 得 到 所 需 公 式 


ba (7 二 bp 一 人 一 Da 

pa (7-1p—(Y+ lp 
由 此 即 可 根据 pl 和 pa 确定 pa. 在 入 射 激 波 强 度 非常 大 的 极限 情形 下 , 气体 被 反射 激 波 的 
进一步 压缩 可 由 公式 





ps 7-1’ 两 7 
确定 . 相反 , 在 弱 激 波 极限 下 则 有 ps 一 pa = pz 一 pl, 这 对 应 着 声波 近似 . 


加 为 完备 起 见 , 我 们 指出 : 当 激 波 与 弱 间 断面 碰撞 时 (这 个 问题 不 属于 这 里 所 讨论 的 自 相 似 问题 
的 类 型 ), 激 波 继续 向 原来 的 方向 传播 , 而 在 激 波 后面 还 有 一 个 原来 类 型 的 弱 间 断面 和 一 个 切 向 弱 间 断 
面 ( 见 896 最 后 ). 
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2， 求 激 波 在 两 种 气体 的 分 界 平 面 上 发 生 反射 的 条 件 ， 

解 : 设 pi = p&, Vi, 由 是 两 种 介质 的 压强 和 质量 体积 在 激 波 (在 气体 2 中 传播 ) 入 射 
到 分 界面 以 前 时 的 值 , 而 po, W2 是 激 波 后 方 的 压强 和 质量 体积 . 反射 波 是 激 波 的 条 件 由 不 
等 式 (100.2) 给 出 , 但 这 时 应 取 


V1 一 V2 三 V (p2 —p2)(V2 Va). 
如 果 把 所 有 的 量 都 通过 压强 比 pa/pl 和 初始 质量 体积 全 码 表示 出 来 ,就 得 到 以 下 条 件 : 


大 WV 
(y+1)ps/pit+ (yi —1) © (Yt 1)pa/pi + (ya — 1) 
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在 $64 中 讨论 声波 时 假设 振幅 很 小 , 所 以 运动 方程 是 线性 的 , 很 容易 求解 . 
例如 , z 土 ct 的 函数 是 这 些 方程 的 解 (平面波), 对 应 于 波形 不 变 并 以 速度 传播 
的 行 波 (波形 指 密度 、 速度 等 各 种 物理 量 沿 波 的 传播 方向 的 分 布 ). 因为 这 种 波 
中 的 速度 v, 密度 p 和 压强 p (以 及 其 余 各 量 ) 都 是 同一 个 组 合 z 土 ct 的 函数 , 所 
以 它们 可 以 彼此 表示 为 不 显 含 坐标 和 时 间 的 函数 (例如 p= p(p),v = wv(p) 等 }. 

如 果 振 幅 是 任意 的 , 不 再 是 小 量 , 这 些 简单 关系 就 不 成 立 了 . 但 是 研究 表 
明 , 在 平面 波 情况 下 可 以 求 出 精确 的 运动 方程 的 通 解 , 它 推广 了 适用 于 小 振幅 
波 的 近似 方程 的 解 f(z 土 ct). 为 了 寻求 这 种 解 , 我 们 将 要 求 在 任意 振幅 波 的 一 
般 情况 下 , 速度 和 密度 彼此 之 间 有 函数 关系 . 

在 没有 激 波 时 , 流动 是 绝热 的 . 如 果 气 体 在 某 个 初始 时 刻 是 均匀 的 (特别 
地 , 此 时 s = const), 则 在 此 之 后 一 直 有 s = const. 下 面 将 这 样 假设 , 于 是 压强 
只 是 密度 的 函数 . 

在 沿 > 轴 传 播 的 平面 声波 中 , 所 有 的 量 都 只 依赖 于 > 和 也 而 对 于 速度 有 
vz 二 v， vy 二 vz = 0. 连续 性 方程 为 





网 拉 方 程 为 


因为 v 可 以 表示 为 p 的 函数 , 我 们 把 这 些 方程 写 为 以 下 形式 : 


Op douwap 
Bot a Dio (101.1) 
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注意 到 oo (加) 
8p/6z 9/ 


从 (101.1) 得 到 


Oz) _ du _-，， ,了 
从 (101.2) 类 似 地 得 到 
如 ) 二 (101.3) 
但 因为 p 的 值 唯一 地 确定 v 的 值 , 所 以 在 p 为 常数 时 求 导 和 在 v 为 常数 时 求 
导 并 无 区 别 , 即 BS 
T Lr 
( 动 -( 动 ， 
dv 1dp cz dp 
Pap p dv 本 pady 
因此 ， 二 
p pp’ 
从 而 
和 ce a dp 
v=+ /sao=+ /2. (101.4) 


这 就 给 出 声波 中 速度 与 密度 或 压强 之 间 的 一 般 关 系 式 @. 
其 次 , 联 立 (101.3) 和 (101.4), 我 们 写 出 


( 完 ) 一 4V 士 c(v)， 
或 者 在 积分 后 写 出 
2 一 如 士 clo)] 十 jw)， (101.5) 


其 中 f(v) 是 速度 的 任意 函数 , 而 c(v) 由 等 式 (101.4) 确定 . 

公式 (101.4), (101.5) 就 是 待 求 的 通 解 (最 初 由 B. 黎 曼 (1860) 得 到 ), 这 些 
公式 用 隐 函 数 方式 给 出 速度 (以 及 其 余 各 量 ) 对 z 和 的 函数 关系 , 即 每 个 时 
刻 的 波形 . 对 于 每 个 确定 的 v 值 , 我 们 有 z = at 十 b, 即 速度 具有 确定 值 的 点 在 
空间 中 作 等 速 运动 . 在 这 种 意义 上 , 所 得 的 解 是 行 波 . (101.5) 中 的 两 个 符号 对 


@ 在 小 振幅 波 中 有 p = po + p', 于 是 (101.4) 在 一 级 近似 下 给 出 v = cop//po (其 中 co = clpo))， 
即 通常 的 公式 (64.12). 
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应 于 向 z 轴 的 正方 向 和 人 负 方 向 (相对 于 气体 ) 传播 的 波 . 

由 解 (101.4), (101.5) 描述 的 流动 经 常 称 为 简单 波 , 我们 以 后 将 采用 这 个 
术语 . 在 $99 中 研究 过 的 自 相 似 流动 是 简单 波 的 特殊 情形 , 它 相 当 于 在 (101.5) 
中 取 函 数 f(v) 为 零 . 

对 于 多 方 气体 中 的 简单 波 , 我 们 用 显 函 数 方 式 写 出 上 述 关 系 式 . 为 明确 起 
见 , 我 们 认为 在 简单 波 中 存在 v=0 的 点 , 这 样 的 情形 在 各 种 具体 问题 中 很 常 
见 . 因为 公式 (101.4) 与 (99.6) 相同 , 所 以 类 似 于 公式 (99.4) 一 (99.16) 有 


c 二 co 土 #09 — 1)v, (101.6) 


_1 2/(Y—1) | 27y/(Y-—1) 
p=m(1+23+) ， p=m(1+ 生 :之 ) . (101.7) 


把 (101.6) 代入 (101.5), 得 到 





2 (am + ") Fy (101.8) 
有 时 把 这 个 解 写 为 以 下 形式 更 为 方便 : 
v=F 上 a (aa + ") | ， (101.9) 
其 中 下 仍 是 任意 函数 . 


从 公式 (101.6), (101.7) 可 以 再 次 看 出 ( 同 899 一 样 ), 当 速 度 方 向 与 简单 

波 传播 方向 (相对 于 气体 本 身 ) 相反 时 , 速度 的 大 小 是 有 限 的 . 对 于 沿 z 轴 正 
方向 传播 的 简单 波 , 我 们 有 

一 < 一 一， (101.10) 


由 公式 (101.4), (101.5) 描述 的 行 波 与 小 振幅 极限 下 的 行 波 有 重要 区 别 . 波 
形 上 的 点 以 速度 
4 一 4 士 C (101.11) 


移动 , 可 以 把 它 直观 地 看 做 两 种 运动 壹 加 的 结果 : 扰动 以 声速 相对 于 气体 传播 ， 
而 气体 本 身 以 速度 v 运动 . 速度 v 现在 是 密度 的 函数 , 所 以 对 波形 的 不 同 点 是 
不 同 的 . 于 是 , 在 任意 振幅 平面 波 的 一 般 情 形 中 并 不 存在 一 个 确定 的 处 处 相同 
的 波 速 . 既然 波形 不 同 点 的 速度 各 不 相同 , 其 形状 就 会 随时 间 而 变化 . 

考虑 向 > 轴 正 方向 传播 的 波 , 这 时 w =v+e. 在 899 中 计算 过 w 十 c 对 密 
度 的 导数 ( 见 (99.10)), 我 们 已 经 看 到 dw/dp > 0. 因此 , 波形 上 给 定点 的 密度 
越 大 , 其 传播 速度 就 越 大 . 如 果 用 co 表示 密度 等 于 平衡 密度 po 时 的 声速 , 则 在 
受到 压缩 的 点 有 p > po 和 c > co, 而 在 发 生 膨 胀 的 点 正好 相反 , p < po, c < oo. 
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波形 上 各 点 的 速度 差异 导致 波形 随时 间 变 化 : 受到 压缩 的 点 向 前 移动 更 
多 , 而 发 生 膨 胀 的 点 落后 (图 80(b)). 最 后 , 波形 可 以 变化 到 这 样 的 程度 ,以致 
于 曲线 p(x) ( 当 t 给 定时 ) 不 再 是 单 值 的 , 某 个 xz 对 应 三 个 不 同 的 p 值 (图 80(c) 
中 的 虚线 )J@. 这 种 情形 在 物理 上 当然 是 不 可 能 的 . 其 实 , 在 p 的 多 值 处 会 形成 
间断 面 , 于 是 p 仍然 处 处 是 单 值 函数 (只 有 间断 面 本 身 是 例外 )， 波 形 具 有 如 
图 80 (c) 中 实 线 所 示 的 形状 . 因此 , 在 每 一 个 波 
长 上 都 会 形成 间断 面 . 
这 里 所 讨论 的 波 在 间断 面 形成 以 后 就 不 再 
是 简单 波 了 . 一 个 显然 的 原因 是 , 波 在 这 些 间 
断面 上 发 生 反 射 ， 从 而 不 再 是 单 向 行 波 . 所 以 ， 
关于 各 量 之 间 存 在 单 值 依赖 关系 的 假设 一 般 而 
言 不 再 成 立 , 而 这 个 假设 是 整个 推理 的 基础 . 
如 8$85 所 述 , 间断 ( 激 波 ) 导致 能 量 耗 散 , 所 
以 间断 的 形成 导致 波 的 显著 衰减 , 这 从 图 80 直 
接 就 可 以 看 出 . 当 间断 形成 时 , 波形 的 最 高 部 分 
仿佛 被 截 掉 了 . 随 着 时 间 的 推移 和 波形 的 弯曲 ， 
其 高 度 越 来 越 小 . 波形 振幅 的 这 种 降低 过 程 意 
味 着 波 的 逐渐 衰减 
80 从 以 上 讨论 显然 可 以 看 出 , 在 任何 一 个 简 
单 波 中 , 如 果 存 在 密度 沿 波 的 传播 方向 减 小 的 
区 域 , 则 最 终 一 定 会 形成 间断 ， 不 出 现 间断 的 唯一 情形 是 : 密度 沿 简单 波 的 传 
播 方向 处 处 都 是 单调 增加 的 (例如 , 当 活 塞 沿 充满 气体 的 无 限 长 管道 向 外 运动 
时 , 就 会 形成 这 样 的 波 , 见 本 节 习 题 ). 
尽管 简单 波 在 间断 形成 之 后 不 再 适用 , 但 是 可 以 用 解析 方法 确定 间断 形 
成 的 时 间 和 位 置 . 我 们 已 经 看 到 , 从 数学 上 讲 , 间断 之 所 以 产生 , 是 因为 当时 间 
大 于 某 个 确定 的 值 to 时 , 简单 波 中 的 量 p, p, v 都 变 为 z 的 多 值 函 数 (对 于 给 
定 的 引 , 而 这 些 函 数 在 t < to 时 是 单 值 的 . 时 间 如 就 是 间断 形成 的 时 间 . 以 ， 
对 z 的 函数 关系 为 例 , 仅 用 几何 方法 显然 即 可 看 出 , 该 函数 曲线 在 时 刻 to 应 
当 在 某 一 点 x = zo 变 为 竖 直 的 , 然后 正好 在 这 个 点 附近 会 出 现 函 数 的 多 值 性 . 
这 在 解析 上 意味 着 导数 (8v/8z): 变 为 无 穷 大 , 即 (8z/8v): 变 为 零 . 同样 显 而 
易 见 的 是 , 曲线 v = v(xz) 在 时 刻 to 必须 位 于 竖 直 切线 的 两 边 , 否则 函数 v(x) 
在 这 个 时 刻 就 已 经 变 为 多 值 函 数 了 . 换言之 , 点 > = zo 应 当 不 是 函数 v(z) 的 
极 值 点 , 而 是 它 的 拐点 , 所 以 二 阶 导数 (82x/8v?): 也 应 当 为 零 ， 因 此 , 激 波形 





@ 波形 的 这 种 变化 常常 称 为 波形 的 破碎 . 
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成 的 位 置 和 时 间 可 以 通过 联 立 求解 两 个 方程 来 确定 ; 


Dr Oz 
( 守 ) =0, (过 ) -0. (101.12) 


对 于 多 方 气体 , 这 些 方程 是 


2 
JY 二 +1 


其 中 f(v) 是 通 解 (101.8) 中 的 函数 ， 

如 果 简 单 波 以 静止 气体 为 界 , 并 且 激 波 正好 是 在 该 边界 上 形成 的 , 就 需要 
修正 这 些 条 件 . 在 这 种 情形 下 , 曲线 v = wv(z) 在 间断 出 现时 也 必须 变 为 竖 直 的 ， 
即 导数 (9z/8o)t 必须 为 零 . 但 是 , 二 阶 导数 不 一 定 变 为 零 . 这 里 的 第 二 个 条 件 
是 速度 在 静止 气体 边界 上 为 零 , 因而 有 条 件 

= 0. 


(¥) 
Du Ji|,_o 


据 此 即 可 求 出 间断 面 形成 时 间 和 位 置 的 显 式 表达 式 . 求 表达 式 (101.5) 的 导数 ， 
得 到 


上 一 一 





f(v), f°(v)=0, (101.13) 





t= -4 £ = +cot + f(0), (101.14) 
其 中 ao 是 由 公式 (102.2) 定义 的 量 a 在 v= 0 时 的 值 . 对 于 多 方 气体 ， 
_ 2700) 
Da (101.15) 
习 题 


1. 设 气 体 充满 带 有 活塞 (z = 0) 的 半 无 穷 长 团 柱 形 管道 (z > 0), 活 赛 从 时 刻 t= 二 0 
开始 以 速度 U = 土 at 等 加 速 运动 . 求 由 此 产生 的 流动 (认为 气体 是 多 方 气体 ). 

解 ; 如 果 活 塞 向 外 运动 (U = 一 at), 就 会 产生 简单 稀 玖 波 ,其 前 锋 以 速度 co 洛 静 止 气 
体 向 右 传播 . 气体 在 区 域 # > cot 中 静止 不 动 , 在 活塞 的 表面 上 , 气体 还 度 应 当 等 于 活塞 速 
度 , 即 当 了 2 三 一 at2/2, t > 0 时 应 有 w= 一 at. 这 个 条 件 给 出 (101.8) 中 的 函数 f(v) : 


2 
f(—at) = 一 cot 十 2 一， 


所 以 有 





运 ?十 1 一 PR A 
2 (w+ 3 0) t= /0) = V+ ac 
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1 \? 1/2 
-= 二 (ao+ 辽 :ob- :| (as+ 志 ot) -2ay(eot—)| E (1) 


这 个 公式 给 出 活塞 与 波 前 锋 z = cot 之 间 区 域 中 的 速度 在 时 间 t=0 到 t= 2co/(7 一 1a 
以 内 的 变化 (图 81 (a))、 气 体 束 度 处 处 指向 左面 ， 

即 活塞 的 运动 方向 . 气体 速度 的 大 小 沿 工 轴 正 方向 

(a) 单调 下 降 , 而 密度 和 压强 沿 这 个 方向 单调 增加 ， 当 
t > 2co/(7 一 1)a 时 , 不 等 式 (101.10) 对 活塞 速度 

x 不 再 成 立 ， 所 以 气体 不 可 能 再 紧 跟 活塞 一 起 运动 . 


po 









光 时 在 活塞 与 气体 之 间 形 成 一 个 真空 区 ,而 真空 区 以 外 
0 的 气体 迷 度 值 按 公式 (1) 从 一 2c0/(Y 一 1) 减 至 零 . 
如 果 活 塞 向 管道 内 运动 (U 二 at), 就 会 形成 简 
人 ) 单 压 缩 波 . 只 要 改变 公式 (1) 中 a 的 符号 , 即 可 得 
到 相应 的 解 .( 图 :8(B));: .但 是 , 它 仅 在 激 波形 成 时 
aty2 co 是 适用 公式 (101.15) 可 以 确定 

81 


2. 题目 同上 , 但 活塞 运动 规律 是 
解 : 设 活塞 从 时 刻 8 二 0 开始 按 
活塞 上 的 边界 条 件 ( 当 攻 二 多 时 二 


v= X'(d, f(v) = 


如 果 现 在 把 二 当做 参数 , 则 这 两 个 方程 是 .下面 把 这 个 参 


数 记 为 T, 我 们 写 出 最 后 的 解 : 


?十 1 


VX =X(F(7 | + 了? 二 1 Tx)|. (2) 
对 于 由 活塞 运动 引起 的 简单 波 , 方程 (2) 以 参数 方程 的 形式 给 出 所 求 函 数 v(t z). 
3. 设 习题 1 中 的 活塞 运动 规律 为 U = at", n > 0, 求 激 波形 成 的 时 间 和 位 置 . 
解 : 如 果 a < 0, 即 如 果 活 塞 向 外 运动 , 就 会 出 现 简单 稀 下 波 , 这 时 根本 不 会 出 现 激 波 . 
下 面 假设 a > 0, 即 活塞 向 内 运动 , 这 时 产生 简单 压缩 波 . 
当 枉 数 g(z, t) 由 参数 方程 (2) 给 出 且 
0 n+t+1 
n+ 1 
时 , 激 波 的 形成 时 间 和 位 置 可 由 以 下 方程 确定 : 


和 
(器 ) =-@+twien? hl+n0+)=0, 


(3) 
( 芝 ) =tr" 2an(n 一 加 rh -1+n(t+D}=0, 
t 
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并 且 如 果 考 虑 在 简单 波 前 锋 上 形成 的 激 波 , 则 应 当 把 第 二 个 方程 改 为 了 = 0. 
当 nn 二 1 时 , 我 们 求 出 
本 一 0，t 一 





2co 
a(y+ 1)’ 
即 运 动 开始 后 , 经 过 有 限时 间 即 可 在 波 的 前 锋 上 形成 激 波 , 这 与 习题 1 的 结果 相符 ， 

当 n <1 时 ,对 于 任何 t>0 的 情形 , 导数 (Dz/8r)t 是 T 的 变 号 函数 (所 以 当世 给 定 
时 , 函数 v(z) 是 多 值 的 )， 这 意味 着 , 活塞 一 旦 开始 运动 , 在 活 骞 上 立刻 就 形成 激 波 . 

当 n > 1 时 , 激 波 的 形成 位 置 不 是 简单 波 的 前 锋 , 而 是 由 方程 (3) 确定 的 某 个 中 间 点 . 
从 (3) 确定 TT 和 证 然后 就 可 以 按照 (2) 求 出 间断 面 的 形成 位 置 . 计算 给 出 


200 1/n 1 n+l (nm 一 1)/m 
Na ?7 十 工 ni 


a 2co \/™ 了 nl 1 
= 和 人) (r+) FD rr 
4. 设 活塞 按 某 规 律 了 一 玉昌 , 避 二 XX'(t) 振动 , 且 X(0) = 0, 芒 二 0, 可 =0, 从 而 辐 
射出 小 振幅 平面 ( 声 ) 波 . 在 对 振幅 的 二 级 近似 下 , 求 各 量 对 时 间 的 平均 值 @. 
解 : 我 们 从 精确 解 (101.9) 出 发 ， 并 选取 其 他 自 变量 , 写 出 其 等 价 形式 : 





v=F(r- 三 ), 4 一 Co 十 aov (4) 
(其 中 ao = (Y 十 1)/2), 即 v =F(&), 其 中 变量 6 以 隐 通 数 的 形式 由 方程 


(= (5) 


给 出 @. 我 们 来 证 明 , 在 精确 到 二 阶 小 量 的 计算 中 ,对 t 的 平均 等 价 于 对 的 平均 . 对 于 给 


定 的 z, 我 们 有 
at=dé (1- 马 噬 ) =d (1- 2 号 ) 


(可 以 忽略 分 母 刀 中 的 小 量 < co; 相对 于 wv 求解 方程 (4), 即 可 得 到 与 波形 的 非 线 性 变 
形 有 关 的 所 需 效 应 ). 所 以 


A vdt = 广 ( = 二 半 ) = A Fdt— 人) 一 有 (6 


第 二 项 总 是 有 限 的 , 在 较 大 时 间 间 隔 上 进行 平均 时 没有 贡献 .、 再 注意 到 


Qoz 
名 一 丰 心 相 一 血 十 - 古 ( 吕 一 人 沪 妈 一 和 


就 得 到 所 需 结 果 TD: = 死 ,其 中 横 线 旁 的 上 标 表示 对 相应 变量 进行 平均 (下 面 省 略 该 上 标 ). 
我 们 指出 , (对 的 ) 平均 值 因此 独立 于 z. 


@ 本 题解 法 由 开 . A. 奥 斯 特 罗 夫 斯 基 (1968) 给 出 . 
@ 对 于 小 振幅 波 , 如 果 按 照 (102.2) 定义 ao, 则 解 (4) 对 任意 气体 ( 非 多 方 气体 ) 都 成 立 . 
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对 于 活塞 振动 问题 , 函数 已 (E) 可 由 方程 (2) 确定 , 该 方程 可 以 改写 为 


X(7) 


v(7) = X"(7), 7T 一 十 v(T 1 





又 因为 振幅 很 小 , 所 以 


TE+ Xe), vw UE) + EXE EE. 


取 最 后 一 个 表达 式 的 平均 值 , 我 们 写 出 


5- Lx -1 lo 


Ua. (6) 
在 同样 精度 下 , 质量 流 密度 对 时 间 的 平均 值 为 
T= p00+PT= po7 十 0 


利用 (6) 和 等 式 虽 二 U2 (在 同样 近似 下 ), 我 们 求 出 机 =0. 在 物质 不 从 “侧面 " 流入 的 纯 
一 维 情形 下 , 这 是 理 所 应 当 的 (根据 质量 守恒 定律 ). 对 于 平均 能 流 密度 , 我 们 有 


5= PD = wopd + pow'y = PY = pocov5 
(请 对 比 665), 最 后 得 到 了 = pocoU3. 
为 了 计算 到 和 1 应当 把 p' 和 p' 通过 wv 表示 出 来 ,并 且 精 确 到 v2 量 级 的 项 . 从 
(101.7) (对 于 非 多 方 气体 , 则 要 从 (101.4) 和 (101.6)) 得 到 








1 
E+ v2 p' =p + (a— 1)pov’, 
取 平 均值 后 得 到 中 5 
7=- 婚 鳌 7 = 一 一 oo75 (7) 


我 们 注意 到 , 这 里 的 柬 在 二 级 近似 下 就 已 经 不 为 零 , 请 对 比 865 的 最 后 . 
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作为 运动 方程 精确 解 的 行 波 型 平面 声波 也 是 简单 波 . 我 们 可 以 利用 前 一 
节 的 一 般 结 果 来 揭示 小 波幅 声波 在 二 级 近似 下 的 某 些 性 质 (一 级 近似 是 指 通 
常 的 线性 波动 方程 所 对 应 的 近似 ). 


@@ A. 艾 兴 瓦 尔 德 (1932) 曾经 在 更 多 限制 性 假设 下 得 到 公式 (7). 


§102 声波 中 间断 的 形成 ，439 ， 


我 们 首先 指出 , 经 过 足够 长 时 间 后 , 在 声波 的 每 一 个 波长 上 都 应 当 出 现 间 
断 . 如 §101 所 述 , 这 个 效应 会 引起 声波 的 显著 衰减 .当然 , 这 种 情况 其 实 只 发 
生 在 足够 强 的 声波 中 . 对 于 不 够 强 的 声波 , 在 振幅 的 高 阶 效应 表现 出 来 之 前 ， 
声波 已 经 因为 通常 的 黏 性 和 热传导 效应 而 被 吸收 了 . 

波形 的 变形 效应 还 另 有 体现 . 如 果 声 波 在 某 个 时 刻 是 纯粹 的 谐 波 , 则 因为 
波形 随时 间 变 化 , 它 在 以 后 时 刻 不 再 是 纯粹 的 谐 波 . 但 是 , 运动 仍然 是 周期 性 
的 , 并 且 周 期 不 变 . 在 这 种 波 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 中 , 现在 不 但 有 频率 为 w 的 
基 频 项 , 还 有 频率 为 nw 的 倍 频 项 (n 是 整数 )， 因此, 声波 传播 过 程 中 的 波形 
变化 可 以 视 为 在 基 频 之 外 还 出 现 高 次 谐 频 . 

在 一 级 近似 下 , 如 果 在 (101.11) 中 取 v=0, 即 取 w= co, 就 可 以 得 到 波形 
各 点 的 速度 w ( 波 沿 > 轴 正 方向 传播 ), 这 相当 于 波形 在 波 的 传播 过 程 中 保持 
不 变 . 在 二 级 近似 下 , 我 们 有 


ee 
Bpo Opo co 
或 者 , 利用 导数 9u/6p 的 表达 式 (99.10)， 
4 = co + aou (102.1) 
这 里 为 简单 起 见 已 经 引入 记号 吕 
a= (里 ) (102.2) 


对 于 多 方 气体 , a = (yy 十 1)/2, 公式 (102.1) 与 速度 v 的 精确 公式 ( 见 (101.8)) 
相同 ， 

在 任意 振幅 的 一 般 情形 中 , 波 在 出 现 间断 之 后 不 再 是 简单 波 . 但 重要 的 是 ， 
即使 出 现 间断 , 小 振幅 波 在 二 级 近似 下 仍然 是 简单 波 . 其 证 明 如 下 . 在 激 波 中 ， 
速度 、 压 强 和 质量 体积 的 变化 满足 关系 式 

V1 ~ V2 = Vpa — pW — V2). 


在 简单 波 中 , 速度 v 沿 z 轴 某 一 段 的 变化 等 于 积分 


21 一 忆 广 or 
1 一 V2 二 /一 有 。 
Pi Op 


利用 级 数 展开 式 进行 简单 的 计算 即 可 表明 ,这 两 个 表达 式 从 三 阶 项 起 才 有 区 
别 (在 计算 时 应 当 注 意 , 间断 面 上 的 粹 变化 是 三 阶 小 量 , 而 粹 在 简单 波 中 保持 


@ 这 个 量 在 $93 习题 1 中 被 记 为 av， 
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不 变 ). 由 此 可 见 , 直到 二 级 近似 , 声波 中 的 间断 面 两 侧 仍 然 是 简单 波 , 并 且 在 
间断 面 上 要 满足 一 定 的 边界 条 件 . 这 在 更 高 级 的 近似 下 已 经 不 再 成 立 , 因为 在 
间断 面 上 会 出 现 反射 波 . 

现在 推导 用 来 确定 行 波 型 声波 中 的 间断 面 位 置 的 条 件 (一 切 仍 在 二 级 近 
似 下 考虑 ). 设 v 是 间断 面 的 运动 速度 (相对 于 静止 坐标 系 ), 而 w, vz 是 间断 
面 两 边 的 气体 速度 , 于 是 , 质量 流连 续 的 条 件 可 以 写 为 


pi(V1 — 4) = po(v2 一 2 


所 以 
— Piv1 — P2v2 . 
D1 一 02 
精确 到 二 阶 项 , 这 个 量 等 于 导数 d(pv)/dp 在 v 为 平均 速度 (vi 十 v2)/2 的 点 上 
的 值 . 因为 在 简单 波 中 d(pv)/dp = v +e 所 以 根据 (102.1) 有 


w= co 十 Qo (102.3) 
由 此 可 以 得 到 用 来 确定 激 波 位 置 的 下 述 简单 的 
几何 条 件 . 在 图 82 中 , 曲线 表示 简单 波 的 速度 波形 ， 
ae 是 在 简单 波 中 出 现 的 间断 面 (zs 是 其 坐标 ). 图 中 
阴影 部 分 abc 和 cde 的 面积 之 差 可 由 沿 曲线 abcde 的 
积分 给 出 : 
图 82 / — zs)dv. 


波形 随时 间 而 变化 , 我 们 来 计算 上 述 积分 对 时 间 的 导数 . 波形 上 各 点 的 速度 
dz/dt 由 公式 (102.1) 给 出 , 间断 面 的 速度 dzs/dt 由 公式 (102.3) 给 出 , 所 以 


得 到 
df/™ 二 "a om 十 | 
A ce-mm=o|/ vdv a | -0 


(在 计算 积分 的 导数 时 应 当 注 意 , 虽然 积分 限 vi 和 va 本 身 也 随时 间 而 变化 , 但 
是 z 一 zs 在 积分 限 上 的 值 总 为 零 , 所 以 只 需 计算 被 积 函数 的 导数 即 可 ). 

于 是 , 积分 [(z 一 za) dv 不 随时 间 变 化 . 因为 在 激 波 最 初 形 成 时 (这 时 点 a 
和 e 重合 ) 这 个 积分 为 零 , 所 以 总 有 





/ (x — Zzs) dv =0. (102.4) 
abcde 


这 在 几何 上 表示 abc 的 面积 等 于 cde 的 面积 , 这 就 是 确定 间断 面 位 置 的 条 件 . 


8102 声波 中 间断 的 形成 “441， 


在 声波 中 形成 间断 ， 这 是 在 外 部 运动 条 件 没 有 任何 特殊 性 时 自发 产生 激 
波 的 实例 . 必须 强调 , 虽然 激 波 可 以 在 某 个 离散 时 刻 自 发 产生 , 但 它 不 能 同样 
以 离散 方式 消失 . 激 波 一 旦 出 现 , 就 只 能 随 着 时 间 赵 于 无 穷 大 而 渐 近 地 衰减 . 

我 们 来 研究 气体 中 一 个 单独 的 一 维 声 压 缩 脉 冲 , 其 中 已 经 形成 激 波 , 需要 
阐明 该 激 波 最 终 按照 何 种 规律 衰减 . 在 声 压 缩 脉冲 传播 的 后 期 , 带 有 激 波 的 脉 
冲 具 有 三 角形 的 速度 波形 ， 并且 这 种 直线 波形 在 其 
进一步 变形 过 程 中 仍然 是 直线 . B 

设 某 时 刻 ( 取 之 为 1=0) 的 速度 波形 由 图 83(a) ”四 
中 的 三 角形 4BC 给 出 (我 们 用 角 标 1 表示 各 量 在 
该 时 刻 的 值 )@. 假如 该 波形 中 的 点 以 速度 (102.1) 移 
动 , 我 们 就 可 以 得 到 若干 时 间 t 以 后 的 波形 4!'B'C' 
(图 83(b)). 但 间断 面 其 实 会 移动 到 点 五 , 真实 波形 
是 4DE. 根据 条 件 (102.4), DB'F 和 C'FE 的 面 
积 相等 , 所 以 新 波形 A'DE 的 面积 等 于 原 波 形 4BC 
的 面积 . 设 1 是 声 脉冲 在 时 刻 t 的 长 度 , Av 是 激 波 图 83 
中 的 速度 间断 值 . 经 过 t 时 间 , 点 B 相对 于 点 C 移 
动 了 距离 at(Av)i, 所 以 角 B'4'C' 的 正切 等 于 (Av)1/[ 十 at(Av)i], 我 们 于 是 
得 到 4BC 和 4'DZ 面积 相等 的 条 件 : 


U1(Av)1 一 





2 (Av)1 
[A 十 at(Av)1 
从 而 


1/2 
l= E + < ， Av = (Au + oA), | : (102.5) 
声 脉 冲 (单位 面积 前 锋 的 ) 总 能 量 为 
一 1/2 
E=p / vdz = El 十 MO 中 (102.6) 


当 + 一 co 时 , 激 波 的 强度 和 能 量 按照 渐 近 规律 姑 172 (或 其 等 价 形式 rz-1/2， 
其 中 z = ct 是 传播 距离 ) 衰减 , 而 声 脉冲 长 度 按 照 规律 妈 /2 增加 . 还 应 注意 ， 
波形 倾斜 角 的 极限 值 Aw/ 一 1/at 与 间断 值 和 声 脉冲 长 度 都 无 关 ， 


@ 我 们 在 这 里 和 下 文中 之 所 以 讨论 速度 波形 v, 只 是 为 了 让 公式 的 写法 更 为 简洁 ， 其 实 , 更 值得 
关注 的 量 是 压强 变化 p', 它 与 v 只 相差 一 个 常 因子 : p' = wv/poco, 所 以 相关 结论 同样 适用 于 这 个 量 . 
我 们 指出 , v 的 符号 与 p' 的 符号 相同 , 所 以 v > 0 对 应 压缩 , 。 < 0 对 应 膨胀 .波形 各 点 的 移动 速度 可 
以 通过 中 表示 为 以 下 公式 : 

w=co(l+vop/po), v= op/pe? 
(对 于 多 方 气体 , v = (7 十 1)/27). 
@ 在 下 文中 将 省 略 表示 各 量 平衡 值 的 角 标 0. 
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现在 研究 在 柱 面 和 球面 声波 中 形成 的 激 波 (在 远离 声 源 处 ) 的 一 些 极限 性 
质 (JI. 工 . 朗 道 , 1945). 首先 考虑 柱 面 波 的 情形 . 

在 到 对 称 轴 的 距离 7 足够 大 的 位 置 , 这 样 的 声波 在 局 部 可 以 视 为 平面 波 ， 
所 以 波形 每 一 点 的 移动 速度 都 可 以 由 公式 (102.1) 确定 . 但 是 , 如 果 我 们 希望 
利用 这 个 公式 来 确定 波形 上 的 点 在 很 长 时 间 内 的 移动 ， 就 必须 考虑 柱 面 波 振 
幅 的 变化 规律 : 它 在 一 级 近似 下 按照 r-1/? 的 规律 减 小 , 这 意味 着 , 对 于 波形 
上 的 每 一 点 , v 不 会 保持 不 变 (这 与 平面 波 情形 不 同 ), 而 会 以 "12 的 方式 减 
小 . 如 果 wn 是 在 (很 大 ) 距离 rm 上 的 v 值 (对 于 波形 上 的 给 定点 ), 就 可 以 写 
出 ”= w(ri/r)YV2. 因此 , 对 于 波形 各 点 的 速度 w 我 们 有 


uc 十 om 2. (102.7) 


第 一 项 是 通常 的 声速 ,对 应 着 “波形 不 变 ” (不 计 振 幅 按 r-12 的 一 般 规律 减 

小 , 即 认为 波形 是 分 布 v7) 情况 下 的 波动 . 第 二 项 导致 波形 的 变化 . 此 项 乘 
以 dr/c 并 积分 , 即 可 得 到 波形 各 点 在 (r - m)/c 时 间 内 的 附加 位 移 57: 

5r = Za Vi (Vr 一 Vm). (102.8) 

虽然 柱 面 波 波形 的 变化 慢 于 平面 波 (平面 波 中 各 点 的 附加 位 移 5z 按照 与 

所 通过 距离 x 成 正比 的 规律 增加 ), 但 这 种 变化 最 终 显然 仍 会 导致 间断 的 形成 . 
考虑 单独 一 个 柱 面 声 脉冲 中 距离 声 源 (对 称 轴 ) 足够 远 处 形成 的 激 波 . 

柱 面 波 情形 与 平面 波 情形 的 主要 区 别 首先 在 于 ,单独 一 个 柱 面 脉冲 不 可 

能 只 有 一 个 压缩 区 或 只 有 一 个 膨胀 区 . 如 果 在 声 脉冲 前 锋 之 后 是 压缩 区 , 则 在 

压缩 区 之 后 必定 是 脱 胀 区 ( 见 $71)9. 膨胀 程度 最 大 

的 点 惕 于 所 有 位 于 其 后 的 点 ,波形 在 这 里 也 会 破碎 ， 

名 从 而 出 现 间断 . 因此 , 在 柱 面 声 脉 冲 中 会 形成 两 个 激 

” ” 波 . 在 前 面 一 个 激 波 中 , 速度 从 零 突然 增加 ,随后 是 

压缩 区 , 但 压缩 程度 逐渐 降低 并 过 渡 到 膨胀 区 , 最 终 

六 出 现 第 二 个 激 波 , 压强 再 次 以 间断 形式 增加 . 不 过 , 柱 

面 声 脉冲 还 有 一 个 特点 (与 平面 波 和 球面 波 情形 相 

比 ): v 只 能 在 第 二 个 激 波 的 后 面 浙 近 地 趋 于 零 . 所 以 , v 在 后 一 个 间断 中 不 会 

增加 到 零 , 而 只 能 增加 到 某 一 个 ( 负 的 ) 有 限 值 , 然后 才 渐 近 地 趋 于 零 . 结果 形 

成 如 图 84 所 示 的 波形 . 
为 了 求 出 激 波 最 终 随时 间 衰 减 的 渐 近 规律 (或 者 与 之 等 价 的 随 距 离 + 误 
减 的 规律 ), 可 以 利用 与 平面 波 情形 类 似 的 做 法 . 从 那里 的 推导 过 程 可 以 看 出 ， 


@ 我 们 恰恰 将 考虑 这 样 的 情况 .特别 地 , 对 于 有 限 大 小 物体 作 超声 速 运动 时 出 现 的 激 波 (8122)， 
就 可 以 应 用 上 述 结果 . 


8102 声波 中 间断 的 形成 ，443 . 


当 波 形 顶 点 的 附加 位 移 gr 远大 于 声 脉 冲 的 “初始 ”长度 时 (这 里 的 5 是 指 ， 
例如 , 前 面 的 间断 面 到 v = 0 的 点 的 距离 ), 相应 的 渐 近 规律 才 成 立 ， 从 距离 六 
到 ”> < 71, 该 附加 位 移 为 
6r 心 (Av)iVr, 
式 中 (Av)i 是 (距离 r, 上 的 ) 前 面 一 个 间断 面 的 “初始 ” 强度. 于 是 , 波形 在 两 
个 间断 面 之 间 的 直线 部 分 的 “有 限 ” 斜率 约 为 yri(Av)1/5r Sc/2aVr. 波形 面 
积 相 等 的 条 件 给 出 
I 
所 以 1 x rt (而 平面 波 情形 下 的 规律 为 1 x ri/2). 然后 , 从 1YrAv = const 可 
以 得 到 前 面 一 个 间断 面 的 强度 Awv 的 渐 近 衰减 规律 , 即 
Av cx r-3/4. (102.9) 

最 后 , 我 们 考虑 球面 波 的 情形 @. 发 散 球面 声波 的 振幅 以 1/r 的 一 般 规 律 
减 小 (7 现在 是 到 中 心 的 距离 )， 重复 对 柱 面 波 情形 的 上 述 全 部 讨论 , 我 们 得 到 
波形 各 点 的 移动 速度 


Pe (102.10) 
然后 求 出 波形 上 的 点 从 nj 移动 到 时 的 附加 位 移 57: 
sr= Sn. (102.11) 


人 
我 们 看 到 , 球面 波 波形 的 变化 仅仅 按照 对 数 规律 增加 , 这 比 平面 波 甚至 柱 面 波 
情形 慢 得 多 . 
与 柱 面 波 情形 一 样 , 在 球面 声 压缩 脉冲 的 传播 过 程 中 , 在 压缩 区 之 后 也 应 
当 紧 跟着 一 个 膨胀 区 ( 见 $70), 所 以 这 里 也 应 当 形 成 两 个 间断 面 (不 过 , 单独 
的 球面 脉冲 的 尾部 也 可 以 是 一 个 间断 面 , 于 是 v 在 第 二 个 间断 面 上 立即 上 升 
到 零 )@. 我 们 用 这 种 方法 求 出 脉冲 长 度 增 加 和 激 波 强度 降低 的 极限 规律 : 





r 1 
1 cc ni Avc ete (102.12) 


其 中 a 是 具有 长 度量 纲 的 某 个 常量 @， 


@ 例如 发 生 爆炸 时 在 远离 爆炸 点 的 位 置 所 观察 到 的 激 波 . 

@ 声波 在 气体 中 通常 总 会 发 生 衰减 , 这 与 夭 性 和 热传导 有 关 ， 由 于 球面 波 的 变形 很 慢 , 所 以 在 形 
成 间断 面 之 前 , 声波 已 经 衰减 掉 了 ， 

@ 这 个 常量 一 般 不 等 于 ri1， 其 实 , 对 数 函 数 的 自 变量 应 当 是 无 量 纲 的 , 所 以 在 > 瘤 ri 时 不 能 简 
单 地 忽略 (102.11) 中 的 Inri. 当 对 数 较 大 时 , 要 想 确定 的 系数 , 需要 更 精确 地 考 虚 初 始 波形 . 
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习 题 


1， 如 图 85 所 示 , 设 初 始 时 刻 的 波形 由 无 穷 多 个 锯齿 组 成 @, 求 波形 和 能 量 随 时 间 的 
变化 . 
解 : 预先 显然 可 知 , 波形 在 后 续 时 刻 仍然 由 这 样 的 锯齿 组 成 , 其 宽度 lo 不 变 , 但 高 
度 w 变 小 考虑 其 中 一 个 锯齿 : 在 时 刻 上 一 0, 波形 上 w= vi 的 点 的 横 坐 标 把 三 角形 底 边 
截 去 一 段 ueli/w1. 经 过 时 间 ,这 个 点 向 前 移动 utt 的 距离 . 三 角形 底 边 长 度 不 变 的 条 件 
给 出 ut/ul 十 Qtvi 一 1 从 而 
三 
1 十 auat/a 
当 tt 一 oo 时 , 振幅 以 1/t 的 方式 衰减 . 对 于 能 量 ， 
我 们 求 出 
Bp-— BE 
图 85 (1 + out/l)2’ 
它 在 二 一 co 时 以 1/ 的 方式 襄 减 . 
2. 求 单 色 球面 波 波形 变化 所 导致 的 二 次 谐 波 的 强度 ， 
解 : 把 波 的 形式 写 为 rv = Acos(kr 一 wt), 则 为 了 在 一 级 近似 中 考虑 波形 的 变化 , 可 
以 把 等 式 右边 的 改 号 为 7 十 57, 再 按 57 的 笑 展 开 . 利用 (102.11), 这 给 出 


Ut 





7V = Acos(kr — wt) — A In 一 sin[2(kr — wt)] 
1 


(这 里 应 把 mi 理解 为 这 样 的 距离 , 使 所 研究 的 球面 波 在 这 个 距离 上 仍然 可 以 被 足够 精确 地 
看 做 严格 的 单 色 波 ), 这 个 公式 中 的 第 二 项 给 出 波谱 分 解 式 中 的 二 次 谐 波 , 其 总 强度 I (对 
时 间 平 均 ) 等 于 
_ ok? r 2 
1 一 8rcap (n 志 ) Ti, 


其 中 五 =2mrep42 是 一 次 谐 波 的 强度 . 


8§ 103 特征 线 


特征 线 的 定义 已 经 在 §82 中 给 出 , 它们 是 小 扰动 传播 (在 儿 何 声学 近似 
中 ) 所 沿 的 曲线 . 这 个 定义 具有 一 般 意 义 , 并 不 局 限于 §82 中 所 讨论 的 平面 定 
常 超声 速 流 . 

对 于 一 维 非 定常 流 , 可 以 这 样 引入 特征 线 : 它们 是 zt 平面 上 斜率 dz/dt 等 
于 小 扰动 相对 于 静止 坐标 系 的 传播 速度 的 曲线 . 相对 于 气体 以 声速 向 > 轴 的 
正方 向 或 负 方 向 传播 的 扰动 , 相对 于 静止 坐标 系 则 以 速度 u+e 或 v 一 c 移动 . 


@ 这 样 的 波形 是 任何 周期 波 的 渐 近 形式 . 
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这 两 族 特 征 线 的 微分 方程 分 别 为 称 为 C4 和 C-, 其 微分 方程 为 


dz dz 
( 呈 ) 一 4 十 c， (号 ) 一 4 一 C. (103.1) 
还 有 一 种 扰动 与 气体 一 起 移动 , 并 且 在 zt 平面 上 沿 第 三 族 特 征 线 Co “传播”: 
(号 ) = (103.2) 


这 只 是 zt 平面 上 的 “ 流 线 ”( 请 对 比 8 82 最 后 )@. 我 们 强调 , 这 里 特征 线 的 存 
在 根本 不 要 求 气流 是 超声 速 的 . 由 特征 线 表 示 的 扰动 传播 的 方向 性 , 在 这 里 只 
对 应 着 先后 运动 之 间 的 因果 关系 . 

作为 一 个 例子 , 我 们 来 研究 简单 波 的 特征 线 . 对 于 向 z 轴 正 方向 传播 的 简 
单 波 , 根据 (101.5) 有 z= t(v 十 c) 十 f(v). 求 其 微分 , 得 到 


dz =(v+e)dt+[t+te(v) + f'(v)] dv. 


另 一 方面 , 沿 特征 线 C4 有 dz = (十 cd 对 比 这 两 个 等 式 , 我 们 求 出 , 沿 特 征 
线 有 [(t 十 tev) 十 站 (v)] dv = 0. 方 括号 内 的 表达 式 不 可 能 恒 等 于 零 , 所 以 应 有 
dv = 0, 即 v = const. 因此 , 我 们 得 出 结论 : 速度 以 及 其 余 各 量 沿 任何 一 条 特征 
线 C+ 都 保持 不 变 (在 向 左 传播 的 简单 波 中 , 特征 线 C_ 也 有 同样 的 性 质 ). 我 
们 在 下 一 节 中 将 看 到 , 这 个 性 质 并 非 偶然 ， 
而 与 简单 波 的 数学 本 质 有 固有 的 联系 . 

根据 简单 波 中 特征 线 C+ 的 这 个 性 质 
同样 也 可 以 断定 , 它们 是 zt 平面 上 的 一 族 
直线 (101.5), x = tt 十 c(v)] + Fo), 并 且 速 
度 沿 这 些 直线 保持 不 变 . 例如 在 自 相 似 稀 
玖 波 (f(v) =0 的 简单 波 ) 中 , 它们 在 zt 平 
面 上 组 成 通过 坐标 原点 的 直线 束 . 根据 这 
个 性 质 , 自 相 似 简单 波 称 为 中 心 简单 波 . 

在 图 86 中 画 出 了 当 活 塞 沿 管道 向 外 RN 
加 速 运动 时 形成 的 简单 稀疏 波 的 特征 线 族 C4., 这 是 一 族 发 散 直 线 , 它们 都 始 
自 代表 活塞 运动 的 曲线 z = X(t). 特征 线 z = cot 的 右边 是 静止 气体 区 域 , 其 
中 的 所 有 特征 线 都 互相 平行 . 

图 87 类 似 地 给 出 了 当 活 塞 沿 管 道 向 内 加 速 运动 时 形成 的 简单 压缩 波 的 
特征 线 族 . 在 这 种 情形 下 , 特征 线 是 一 族 收敛 直线 , 它们 最 终 必 定 相交 . 因为 





中 对 于 球 对 称 非 定常 流 , 只 要 把 z 替换 为 球面 坐标 +, 就 可 以 用 完全 相同 的 方程 (103.1), (103.2) 
来 确定 特征 线 (特征 线 现在 是 rt 平面 上 的 曲线 ). 
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每 一 条 特征 线 都 有 自己 的 恒定 v 值 , 所 以 它们 相交 就 表明 函数 v(z, t) 是 多 值 

的 , 而 这 在 物理 上 没有 意义 . 这 就 是 在 8 101 中 已 经 用 类 似 方法 得 到 的 结果 的 

几何 解释 , 即 简单 压缩 波 不 可 能 一 直 存 在 , 其 中 必定 会 形成 激 波 . 用 来 确定 激 

波形 成 时 间 和 位 置 的 条 件 (101.12) 具有 以 下 几 

何 解释 . 相交 的 直线 特征 线 族 具有 一 条 包 络 线 ， 

该 包 络 线 在 t 较 小 时 有 一 个 尖 点 ， 这 就 给 出 了 

最 早出 现 函 数 多 值 性 的 时 刻 , 如 果 用 参数 形式 

2 一 zt=t) 给 出 特征 线 方 程 , 则 尖 点 的 位 
置 正 好 由 方程 (101.12) 确定 @， 

我 们 已 经 把 特征 线 定义 为 扰动 传播 所 沿 的 
曲线 , 现在 简要 地 指出 , 特征 线 的 上 述 物理 定义 
与 偏 微分 方程 理论 中 关于 这 个 概念 的 纯 数学 含 
义 有 何 种 对 应 关系 . 考虑 形 如 

十 2B 二 和 十 +D=0 (103.3) 
的 偏 微分 方程 , 它 对 二 阶 导 数 是 线性 的 (系数 A, B, 0, D 可 以 是 自 变量 zx, t 
和 未 知 函 数 及 其 一 阶 导数 的 任何 函数 )@. 如 果 处 处 有 B? - 4C < 0, 则 方程 
(103.3) 是 椭圆 型 的 ; 如 果 处 处 有 B2 - 4C > 0, 则 该 方程 是 双 曲 型 的 . 对 于 后 
者 , 方程 





4d 刀 -2Bdzdt+Cdzr2 =0 (103.4) 
即 
2 一 
至 VA (103.5) 


t C 

确定 了 zt 平面 上 的 两 族 特征 线 (对 于 方程 (103.3) 的 给 定 解 p(z, y)). 我 们 指 

出 , 如 果 方 程 中 的 系数 4, B, C 只 是 z,t 的 函数 , 则 特征 线 不 依赖 于 具体 的 解 . 
设 所 给 流动 由 方程 (103.3) 的 某 个 解 p = po(z, 汶 描述 , 我 们 再 志 加 上 一 

个 小 扰动 pi. 假设 该 扰动 满足 几何 声学 成 立 的 条 件 , 即 它 对 流动 只 有 微弱 的 

影响 (pi 及 其 一 阶 导数 均 很 小 ), 但 扰动 本 身 经 过 一 小 段 距离 后 有 显著 变化 (wp 

的 二 阶 导数 相对 较 大 ). 在 方程 (103.3) 中 取 p = wo + pl 则 对 pj 得 到 方程 

142 21 Op Op1 


Gri +2Pardt tC Ba =O 











@ 两 支 包 络 线 之 间 的 整个 区 域 被 各 特征 线 族 覆 盖 三 遍 , 这 与 波形 破碎 过 程 中 各 量 有 三 个 值 相符 . 

如 果 包 络 线 的 一 支 退化 为 一 段 特 征 线 z = cot, 就 会 出 现 一 种 特殊 情形 ;在 静止 气体 边界 上 产生 
激 波 . 

@ 对 于 一 维 非 定 常 流 , 速度 势 满足 这 种 形式 的 方程 . 
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并 且 在 系数 4, B, C 中 应 令 p = po. 仿照 从 波动 光学 到 几何 光学 的 过 渡 方 法 ， 
我 们 写 出 ol 的 形式 pj = aeiy, 其 中 的 函数 y ( 程 函 ) 很 大 , 并 且 有 
2 2 
A (名 ) +28 人 ER +C (号 ) 二 (103.6) 
令 dz/dt 等 于 群 速 , 就 得 到 几何 声学 中 的 声 线 传播 方程 : 
dz __ dw 
dt dk’ 
式 中 ss 
~ Or’ a 
取 关 系 式 
Ak?2 — 2Bkw + Ow =0 
的 微分 , 得 到 
dr Bw—Ak 
dt Cw— Bk’ 
再 用 同样 的 关系 式 消 去 k/w, 我 们 又 得 到 方程 (103.5). 


习 是 
对 于 多 方 气体 中 的 中 心 简单 波 , 求 第 二 族 特征 线 的 方程 . 


解 : 对 于 向 右边 静止 气体 传播 的 中 心 简单 波 , 我 们 有 
YL 





=v+c=00+ Vy, 


特征 线 C+ 由 一 束 直 线 rz 二 const .t 表示 , 而 特征 线 C_ 由 以 下 方程 确定 : 
dr ,3-72_ 4 
a FI +i 


A (3—Y)/(Y+1) 
_ 2 y+1 BN eA 
2 一 Tt yi EE) 
上 一 to. 特征 线 C+ 是 简单 波 与 静止 区 域 之 间 的 分 界线 . 


"平面 上 的 “ 流 线 ” 由 方程 
da-, =-_2 (2z 
dt "yi\lt 9 
给 出 , 由 此 得 到 特征 线 Co: 


2/(7+1) 
t 
三 一 一 一 co 十 二 (去) 

7 to 
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8 104 黎 曼 不 变量 


一 般 而 言 , 任意 的 小 扰动 会 沿 zt 平面 上 从 给 定点 出 发 的 全 部 三 条 特征 线 
(C+, C-, 00) 传播 . 但 是 , 任意 扰动 都 可 以 分 解 为 若干 部 分 , 使 每 一 部 分 只 沿 
一 条 特征 线 传播 . 

首先 考虑 等 粹 气流 . 我 们 写 出 连续 性 方程 和 欧 拉 方 程 : 


ot Oz Or 
Ov Ou 186p _ 
Ft a 


在 连续 性 方程 中 已 经 按照 


翅 =( 呆 ) ap lp Op 10p 
~ \Bp) Bt mB Br™ BBs 
把 密度 的 导数 代 换 为 压强 的 导数 , 第 一 个 方程 除 以 上 pe 并 与 第 二 个 方程 相 加 ， 
得 到 
ou 1p Ov 10Op 
然后 , 我 们 引入 量 
n=-v+ /时 和 =- /2 (104.2) 


作为 新 的 未 知 函 数 , 这 些 基 称 为 黎 曼 不 变量 . 我 们 还 记得 , 在 等 业 流 中 ,p 和 c 
都 是 p 的 确定 函数 , 所 以 这 里 的 积分 也 有 确定 的 意义 . 对 于 多 方 气体 ， 








ha -=v (104.3) 
引入 这 些 量 后 , 运动 方程 变 为 以 下 简单 形式 : 
| 入 十 (uv 十 如 | J+ =0, 区 +(v— 人 ce) 加 J- =0. (104.4) 


作用 于 于 和 J_ 的 微分 算 子 恰好 是 在 zt 平面 上 沿 特征 线 C 和 C_ 的 微分 
算 子 , 我 们 于 是 看 出 , 量 于 和 J 分 别 沿 各 自 的 特征 线 GC 和 C_ 保持 不 变 . 
也 可 以 说 , 量 . 几 的 小 扰动 只 沿 特征 线 Ci 传播 , 而 J 的 小 扰动 只 沿 特 征 线 
C_ 传播 . 

在 非 等 焕 流 的 一 般 情形 下 , 方程 (104.1) 不 能 写 为 (104.4) 的 形式 , 因为 
dp/pc 不 是 全 微分 . 但 是 , 这 些 方程 仍然 可 以 把 只 沿 某 一 族 特 征 线 传播 的 扰动 
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分 开 . 这 样 的 扰动 具有 5v 土 5p/pc 的 形式 , 其 中 5v 和 5p 是 速度 和 压强 的 任意 
的 小 扰动 . 这 些 扰动 的 传播 可 由 线性 方程 描述 : 
十 (o 土 9 总 (% + 电 】 =0. (104.5) 
为 了 得 到 描述 小 扰动 的 封闭 的 运动 方程 组 , 再 补充 绝热 方程 
| 8 6 


| 十 vo 六 | is = 0， (104.6) 


它 表 示 扰 动量 is 沿 特征 线 Co 传播 . 任意 一 个 小 扰动 总 可 以 分 解 为 上 述 三 种 
互相 独立 的 部 分 . 

与 公式 (101.4) 相 比 即 可 看 出 , 黎 曼 不 变量 (104.2) 就 是 简单 波 中 在 整个 流 
动 区 域内 始终 保持 不 变 的 量 : 在 向 右 传 播 的 简单 波 中 , J_ 保持 不 变 , 而 在 向 左 
传播 的 简单 波 中 , . 几 保持 不 变 . 从 数学 观点 来 看 , 这 是 简单 波 的 基本 性 质 . 特 
别 地 , 由 此 可 以 得 出 前 一 节 所 述 的 性 质 : 一 族 特 征 线 是 直线 . 例如 , 设 简单 波 向 
右 传 播 . 每 一 条 特征 线 C 有 一 个 保持 不 变 的 九 值 , 此 外 , 量 J 在 整个 区 域 
内 处 处 相同 , 所 以 在 特征 线 C 上 也 保持 不 变 . 但 既然 J 和 J 这 两 个 量 都 保 
持 不 变 , 所 以 v 和 p (以 及 其 余 所 有 的 量 ) 也 是 不 变 的 . 特征 线 Ci 的 这 个 性 质 
直接 表明 它们 是 直线 , 这 个 结果 在 $103 中 已 经 得 到 . 

如 果 zt 平面 上 两 个 相 邻 区 域 中 的 流动 是 由 运动 方程 的 两 个 不 同 的 解析 
解 描述 的 , 则 这 两 个 区 域 之 间 的 分 界线 是 一 条 特征 线 . 其 实 , 这 条 分 界线 是 某 
些 量 的 导数 的 间断 线 , 即 某 个 弱 间 断 , 它 必 然 与 某 一 条 特征 线 重 合 . 

简单 波 的 下 述 性 质 在 一 维 等 炳 流 理 论 中 至 关 重 要 : 在 与 均匀 流 (v = const， 
p= const) 区 域 相 邻 的 区 域 中 , 流动 一 定 是 
简单 波 . 

很 容易 证 明 这 个 结论 , 在 zt 平面 上 ， 
设 我 们 所 关心 的 1 区 与 右面 的 均匀 流 区 域 
2 相 邻 (图 88). 显然 , 两 个 不 变量 于 和 J 
在 2 区 中 都 是 常量 , 这 两 族 特 征 线 都 是 直 
线 . 这 两 个 区 域 之 间 的 分 界线 是 一 条 特征 、 
线 C+, 并 且 一 个 区 域 中 的 特征 线 C+ 不 会 3 
进入 另 一 个 区 域 . 但 是 , 特征 线 C_ 可 以 从 剖 
一 个 区 域 连续 地 进入 另 一 个 区 域 , 这 一 族 
特征 线 从 2 区 带 着 不 变 的 J 值 进 入 1 区 , 并 完全 覆盖 后 者 . 因此 , 7 在 整个 
1 区 中 都 是 常量 , 这 里 的 流动 因而 是 简单 波 . 

某 些 确定 的 量 沿 特征 线 保持 不 变 , 这 种 性 质 有 助 于 我 们 说 明 如 何 提 出 流 
体 动力 学 方程 组 初始 条 件 和 边界 条 件 的 一 般 问 题 . 在 各 种 具体 的 物理 问题 中 ， 





AN 
流 
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选取 这 些 条 件 通常 不 会 引起 疑问 , 它们 直接 取决 于 一 些 物理 上 的 考虑 . 然而 在 
更 复杂 的 问题 中 , 基于 特征 线 一 般 性 质 的 一 些 数学 上 的 考虑 也 有 好 处 . 

为 明确 起 见 , 我 们 来 讨论 一 维 等 粹 气流 ， 从 纯 数 学 观点 来 看 , 气体 动力 学 
问题 通常 归结 为 : 已 知 zt 平面 上 两 条 给 定 曲线 (图 89 (a) 中 的 OA 和 OB) 上 
的 边界 条 件 , 需要 确定 这 两 条 曲线 之 间 区 域内 的 两 个 未 知 函数 (例如 v 和 p). 
问题 是 ， 在 这 些 曲线 上 应 当 给 出 多 少 个 量 的 值 . 因为 从 每 一 条 曲线 上 的 每 一 
点 都 可 以 引出 两 条 特征 线 CE 和 0C_, 所 以 该 曲线 相对 于 这 些 特征 线 方向 (在 
图 89 中 由 箭头 表示 )@ 的 位 置 
变 得 非常 重要 . 可 能 出 现 两 种 
人 情形 ;两 条 特征 线 或 者 位 于 该 
曲线 的 同一 侧 ， 或 者 分 别 位 于 
它 的 两 侧 . 在 图 89 (a) 中 , 曲线 

O O4 属于 第 一 种 情形 , OB 属于 

第 二 种 情形 ， 显 然 ， 为 了 在 区 

域 40B 中 完全 确定 未 知 函 数 ， 

应 当 在 曲线 O04 上 给 出 两 个 量 (例如 不 变量 和 三 ) 的 值 , 而 在 曲线 OB 上 

只 需 给 出 一 个 量 的 值 . 其 实 , 第 二 个 量 的 值 将 由 相应 特征 线 族 从 曲线 OA “ 传 

递 " 到 曲线 0B, 所 以 不 能 任意 给 定 @. 类 似 地 , 图 89 (b), (ce) 分 别 给 出 两 条 曲 
线 上 各 给 出 一 个 量 或 两 个 量 的 情形 . 

还 应 当 指 出 , 如 果 边 界 曲线 与 任何 一 条 特征 线 重 合 , 在 这 条 曲线 上 就 根本 
不 能 任意 给 出 两 个 独立 量 的 值 , 因为 它们 的 值 满足 一 个 条 件 一 一 相应 的 黎 曼 不 
变量 为 常数 . 

在 非 等 粹 流 的 一 般 情形 下 ,可 以 采用 类 似 方 法 讨论 如 何 给 出 边界 条 件 的 
问题 . 

我 们 在 上 面 讨 论 的 一 维 流动 的 特征 线 都 是 zt 平面 上 的 曲线 . 但 是 , 也 可 
以 在 用 来 描述 流动 的 其 他 任何 两 个 变量 的 平面 上 定义 特征 线 . 例如 , 可 以 考虑 
vc 平面 上 的 特征 线 . 对 于 等 炳 流 , 这 些 特征 线 的 方程 可 由 带 有 任意 常量 的 等 式 
放 二 const，J_ = const 给 出 (我 们 将 把 这 些 特征 线 记 为 九 和 已 ), 于是, 根 
据 (104.3), 这 些 特征 线 在 多 方 气体 的 情形 下 是 两 族 平行 直线 (图 90). 


B 4 “1! 个 量 1 个 量 2 个 量 2 个 量 
1 个 量 





(a) 


图 89 


@ 在 zt 平面 上 , 从 给 定点 引出 的 特征 线 指向 t 增加 的 方向 . 

@ 我 们 举 出 一 个 实例 来 具体 说 明 这 种 情形 ， 活塞 沿 无 穷 长 管道 向 里 或 向 外 运动 时 形成 的 气流 . 
这 里 讨论 的 问题 是 , 在 zt 平面 上 两 条 曲线 之 间 的 区 域内 求解 气体 动力 学 方程 ,这 两 条 曲线 分 别 是 x 
轴 的 右 半 部 分 和 表示 活塞 运动 的 曲线 = = X(t) (图 86, 87). 在 第 一 条 曲线 上 给 定 两 个 量 的 值 (给 定 初 
始 条 件 : 当 t=0 时 w= 0,p = po), 而 在 第 二 条 曲线 上 只 需 给 定 一 个 量 的 值 (给 定 v= wv, 其 中 u(t) 为 
活塞 的 速度 ). 
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值得 指出 的 是 , 这 些 特征 线 完全 取决 于 所 给 运动 介质 (气体 ) 的 性 质 , 而 
与 运动 方程 组 的 具体 的 解 无 关 . 这 是 因为 , 以 v,c 为 自 变量 的 等 焕 流 方程 ( 见 
下 一 节 ) 是 一 个 二 阶 线 性 偏 微 分 方程, 其 系 
数 只 依赖 于 自 变量 

zt 平面 上 的 特征 线 和 ve 平面 上 的 特征 
线 彼此 对 应 ， 这 种 对 应 关系 可 由 运动 方程 
组 的 给 定 解 给 出 ， 但 根本 不 必 是 一 一 对 应 
的 . 例如 , 一 个 给 定 的 简单 波 在 ve 平面 上 
只 对 应 一 条 特征 线 , 即 该 简单 波 在 zt 平面 
上 的 所 有 特征 线 都 对 应 这 一 条 特征 线 . 于 是 ， 
对 于 向 右 传播 的 行 波 , 它 是 特征 线 I 中 的 一 条 , 并 且 特 征 线 C_ 对 应 整 条 特 
征 线 ,而 特征 线 C+ 对 应 特征 线 闭 上 的 单独 一 些 点 . 
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现在 研究 关于 任意 的 一 维 等 炊 可 压缩 气流 (没有 激 波 ) 的 一 般 问题 . 我 们 
首先 指出 , 这 个 问题 可 以 化 为 求解 某 个 线性 微分 方程 的 问题 . 

任何 一 维 流动 (只 依赖 于 一 个 空间 坐标 的 流动 ) 必定 有 势 , 因为 任何 函数 
v(z, 轨 都 可 以 写 为 导数 的 形式 : vlz, t) = 8p(z, 人 /6c. 所 以 , 我 们 可 以 利用 作 
为 欧 拉 方程 首次 积分 的 伯 努 利 方程 (9.3): 


Op 
82 | tu=0 


对 于 微分 dy, 由 此 得 到 


_ Op Op 
dp = Frdr+ Bt d= vd— (T+ tw) a 


这 里 的 自 变量 为 > 和 t+. 现在 , 我 们 选取 ”和 w 作为 新 的 自 变量 , 并 为 此 进行 
勒 让 德 变换 . 我 们 写 出 
dp=d(zv)—zdv—d [ (w+ ) tta (w+ 宇 ) 4 
并 引入 新 的 辅助 函数 
1 
x-w-m+t (w+ 和气 ) 
来 代替 w, 则 得 到 


2 
dx = -zdvttd (w+ 号 ) =tdw+ (vi— 2) dv, 
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这 里 把 x 看 做 v 和 w 的 函数 . 把 这 个 关系 式 与 等 式 


-六 gw+ 红 
dx 一 Bi 十 By dv 
进行 对 比 , 我 们 有 3 
0X -m= 
t= By’ vt—z Bo 
即 
Ox Ox Ox 


= 张 ，z=* 恋 - 洋 . (105.1) 


如 有 果 函 数 x(v, w) 已 知 , 根据 这 些 公式 就 可 以 确定 v 和 w 对 坐标 zx 和 时 间 上 + 
的 依赖 关系 . 
现在 推导 用 来 确定 x 的 方程 . 为 此 , 我 们 考虑 尚未 利用 的 连续 性 方程 
Op 90 Op op Ov _ 


可 Wt =+vaz thrgz=0; 


并 对 这 个 方程 进行 变换 , 以 便 用 变量 w w 来 表示 . 把 偏 导数 写 为 雅 可 比 行列 
式 的 形式 , 则 有 











Blp, 2) st 有 ab 

Bl(t, 2) + "BE, a) + ?Ot, 一 
或 再 乘 以 8(t, zx)/6(w, v), 即 得 

am , ,Bl p) ,Ol YW) 0 





Ow, v) Ow, vv) “ A(w, v) 


在 展开 这 些 雅 可 比 行列 式 的 时 候 , 应 当 注 意 下 述 结果 . 根据 气体 的 状态 方程 
密度 p 是 其 他 任何 两 个 独立 热力 学 量 的 函数 . 例如 , 可 以 把 p 看 做 内 和 s* 的 
函数 , 并 且 当 s = const 时 有 p = p(w). 这 时 重要 的 是 , 在 自 变量 v, w 下 , 密度 
不 依赖 于 v. 展开 雅 可 比 行列 式 , 我 们 于 是 得 到 
dpaz udp8 8 _ 
dw Ov dw Ov Ow 
把 t+ 和 z 的 表达 式 (105.1) 代入 此 式 , 化 简 后 得 到 
1dp (人 _ 戏 ) 中 
pdw Ou 


0. 


Ou 0v2 » 


在 s = const 的 条 件 下 有 dw = dp/p, 于 是 可 以 写 出 


dp_dpdp_p 
dw dpdw 2 


最 后 得 到 x 的 以 下 方程 : 
0x Px 6x 


Bi Bt Bw = 0 (105.2) 
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(这 里 应 把 声速 看 做 w 的 函数 ). 于 是 , 求解 非 线性 运动 方程 的 问题 已 经 化 为 
求解 线性 方程 的 问题 . 
我 们 对 多 方 气体 应 用 这 个 方程 . 这 时 c = (yy 一 1)w, 所 以 基本 方程 (105.2) 
的 形式 变 为 、 . 
(y _ wo +==0. (105.3) 


Ow Ov Ow 
如 果 (3 一 >y)/(Y 一 1) 是 偶数 , 即 
3 一 7 3 十 2mn 
和 
就 可 以 用 初等 方法 求 出 这 个 方程 的 通 解 . 单 原 子 气体 (7 = 5/3, n = 1) 和 双 原 
子 气体 (7 = 7/5, n = 2) 恰好 满足 这 个 条 件 . 用 来 表示 , 我 们 把 方程 (105.3) 
改写 为 





n=0, 1, 2,..., (105.4) 


2 woxX _Ox ,x 
2n+1 V2 Bo2 Ow 


对 于 给 定 的 n, 我 们 把 满足 这 个 方程 的 函数 记 为 X。 对 于 函数 xo, 我 们 有 


Oxo 82xo , Ox 
2 0 _ 0 二 0 一 _ 
Wo Bt Bo 


引入 变量 v = V2w 来 代替 w, 得 到 


= 0. (105.5) 











而 这 是 通常 的 波动 方程 , 其 通 解 为 xo = 有 (w+) 十 书 (u 一 0), 其 中 万, 户 为 任 
意 函 数 , 因此， 
xo= fi(Vaw +v) + fo(V2w — ov). (105.6) 


现在 证 明 , 如 果 函 数 x 已 知 , 则 通过 简单 的 微分 运算 即 可 得 到 函数 x+ 
其 实 , 计算 方程 (105.5) 对 w 的 导数 , 整理 后 得 到 


2 2 (arnt3d (on)_ 2 (ec 0 
2 十 1 Ow? \ Ow 2n+10w \ Ow B72 (ow) 


如 果 引 入 变量 








ee 27 十 3 
V2n+t+l 





来 代替 v, 就 得 到 8x,,/B8w 的 方程 


二 (和 + 总 ( 营 )- 贡 (路 _0 
2(n+i)+1 Ow \ Ow Ow \ Ow 2\Ow) 


:454 ， 第 十 章 一 维 可 压缩 气流 


这 就 是 关于 函数 xi(w, v') 的 方程 (105.5). 因此 , 我 们 的 结果 是 


0 2n+1 ， 
Xn+1(W,; 7 ') = 一 BXn(w, v) = BXr wy, Dn 二 3 v 


对 函数 xo (105.6) 和 n 次 , 就 得 到 方程 (105.5) 的 所 需 通 解 
X= A [fi (V22n + Dw +o) + fo(vV2(2n + 1)w— wv)], 





(105.7) 














即 
_ 0"! 忆 (V2(2n+ 1)w+o) + BE(V2(2n+ 1)w — ?| (105.8) 
oil VV | | 
其 中 , B 仍 是 两 个 任意 的 函数 . 
如 果 按 照 
Cc 2 十 1 2 
yy -1 2 
引入 声速 来 代替 w, 则 解 (105.8) 的 形式 变 为 
190\![1 也 1 v 
作为 任意 函数 自 变 量 的 表达 式 
vy 7 1 
tI 2 十 1 二 


就 是 沿 特征 线 保持 不 变 的 黎 曼 不 变量 
在 实际 应 用 中 常常 需要 计算 函数 x(v, c) 在 特征 线 上 的 值 , 这 时 可 以 应 用 
以 下 公式 @: 


1 IT1 1 pn-1i Fl2cto) 
(3 充 ) | 人 (ex 2 十 IT 1)|= Dn—1 Don 页 (105.10) 


一 C 十 Q 








其 中 
0 十 
(a 是 任意 常量 ). 


@ 推导 这 个 公式 的 最 简单 方法 是 应 用 复 变 函 数论 中 的 柯 西 定理 ， 对 于 任意 函数 F(c 十 u), 我 们 有 
1 8 让 -Rec+W on- D -LPGc+ ni 一 1)! F(Vz+ u) 
(i c 总 ) c 一 2 ( 癌 ) c 一 2 2ri Vz(z 一 c2)m 0 


这 里 的 积分 是 沿 复 平 面 * 上 围绕 点 z = c? 的 封闭 曲线 进行 的 ， 现 在 令 v = e+ a, 并 在 积分 中 作 代 换 
Vz = 26 - < 我 们 得 到 





1 (mn 一 1)! 五 (26 + oa) dc 
2"-1 27mi Cn(C—or 
积分 域 现在 是 围绕 点 《= e 的 封闭 曲线 . 再 次 应 用 柯 西 定理 即 可 求 出 , 这 个 积分 就 是 在 正文 中 写 出 的 
表达 式 . 
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现在 , 我 们 来 说 明 这 里 求 出 的 气体 动力 学 方程 通 解 与 描述 简单 波 的 解 之 
间 的 关系 . 后 者 的 特性 在 于 , v 与 w 之 间 有 一 定 的 函数 关系 , v = wv(w), 所 以 雅 
可 比 行列 式 





恒 等 于 零 . 但 是 , 我 们 在 变换 到 变量 w w 时 必须 让 运动 方程 除 以 该 雅 可 比 行 
列 式 , A =0 的 解 因而 消失 . 

因此 ， 简 单 波 并 不 直接 包含 在 运动 方程 的 通 解 中 ， 而 是 运动 方程 的 一 个 
特 解 . 

不 过 , 为 了 理解 这 个 特 解 的 本 质 , 非常 重要 的 是 , 可 以 通过 一 个 特定 的 极 
限 过 程 从 通 解 得 到 这 个 特 解 , 而 这 个 极限 过 程 与 特征 线 的 物理 意义 (特征 线 是 
小 扰动 的 传播 路 径 ) 密切 相关 . 设想 vw 平面 上 函数 x(v,，w) 不 为 零 的 一 个 区 
域 收缩 为 沿 一 条 特征 线 的 很 罕 (在 极限 下 无 穷 窗 ) 的 带 状 区 域 . 因为 x 在 该 特 
征 线 的 垂直 方向 上 减 小 得 非常 快 , 所 以 x 在 这 个 方向 上 的 导数 这 时 有 很 大 (在 
极限 下 无 穷 大 ) 的 取 值 范围 . 运动 方程 一 定 有 这 样 的 解 x(v,，w). 其 实 , 如 果 把 
它们 看 做 vw 平面 上 的 “扰动 *, 则 该 解 满足 几何 声学 的 条 件 , 所 以 这 样 的 扰动 
必然 位 于 特征 线 上 . 

从 上 述 讨论 显然 可 知 , 对 于 这 样 的 函数 x, 时 间 t= 8x/6w 将 有 任意 大 的 
取 值 范围 , 而 x 沿 特征 线 的 导数 是 某 个 有 限量 . 但 是 , 沿 特征 线 (例如 荆 ) 有 

dJ_ 1 dpdw 1 dw 


二 二 一 一 一 一 Wc =0, 


dv pedw dv ec du 
所 以 x 沿 特征 线 对 uv 的 导数 ( 记 为 -fu)) 为 
dx Bx 6vxbu 8 
De 闫 +o 焉 = 
把 X 的 偏 导数 按照 (105.1) 通过 = 和 + 表示 , 由 此 得 到 关系 式 z = (十 cjt 十 fo)， 
这 正好 是 简单 波 方程 (105.5). 因为 J 沿 特征 线 忆 保持 不 变 , 所 以 给 出 简单 
波 中 ，* 与 c 之 间 关 系 的 表达 式 (101.4) 自动 成 立 . 

在 8104 中 已 经 证 明 , 如 果 运 动 方程 的 解 在 zt 平面 的 某 个 部 分 归结 为 均 
匀 流 , 则 在 其 相 邻 区 域内 必定 有 简单 波 . 所 以 , 由 通 解 (105.8) 描述 的 运动 , 只 
有 通过 中 间 的 简单 波 区 域 才能 过 渡 到 均匀 流 (包括 静止 区 域 ). 像 任何 两 个 不 
同 解析 解 区 域 之 间 的 分 界线 一 样 ， 简 单 波 与 通 解 之 间 的 分 界线 也 是 一 条 特征 
线 . 在 求解 各 种 具体 问题 时 , 必须 确定 函数 x(w, v) 在 边界 特征 线 上 的 值 . 

把 xz 和 上 的 表达 式 (105.1) 代入 简单 波 方程 zx = ( 士 ojt + f(v), 可 以 得 到 
把 简单 波 和 通 解 在 边界 特征 线 上 连接 起 来 的 条 件 , 该 条 件 给 出 

Ox 


页 tc + f(v)=0. 
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此 外 , 在 简单 波 中 (以 及 边界 特征 线 上 ) 有 


dy 一 + 三 9 
pe c 
即 上 c= dw/dv. 把 它 代 入 上 述 条 件 , 得 到 
Ox Bx dw _ dx = 
Er A, = 了 十 ju) = 0, 
由 此 最 后 得 到 
这 / flv) dv, (105.11) 


这 样 就 确定 出 x 的 所 需 边界 值 . 例如 , 如 果 简 单 波 中 心 位 于 坐标 原点 , 即 如 果 
f(v) 三 0, 则 x = const. 因为 函数 x 只 能 确定 到 相差 一 个 附加 常量 , 所 以 在 这 
种 情况 下 可 以 在 边界 特征 线 上 令 x = 0 而 不 失 一 般 性 . 


习 题 


”1. 求 中 心 稀 鸡 波 被 固 辟 反射 时 出 现 的 流动 . 

解 : 设 稀疏 波 在 t= 二 0 时 形成 于 点 z 二 0 并 向 > 轴 的 正方 向 传播 , 经 过 时 间 t = L/co 
后 到 达 固 壁 , 式 中 1 是 到 固 壁 的 距离 . 在 图 91 中 画 出 了 稀 朴 波 反射 过 程 中 的 特征 线 . 气体 
在 1 区 和 1' 区 中 静止 ,在 3 区 中 以 常 速度 v = 一 T7 
运动 @. 2 区 是 入 射 稀 足 波 (具有 直线 特征 线 CH )， 
5 区 是 反射 波 (具有 直线 特征 线 C_). 4 区 是 “相互 
作用 区 ”, 这 是 需要 求解 的 区 域 , 直线 特征 线 进入 这 
个 区 域 后 就 开始 变 弯 . 这 个 解 完 全 取决 于 线段 ab 
和 ac 上 的 边界 条 件 , 在 ab 上 ( 即 固 壁 上 ) 应 有 


在 fT 二 1 处 ，wv=0. 


根据 (105.1), 由 此 得 到 条 件 
i Ox __ 
当 见 = 0 时 ， B= L. 
稀 足 波 的 边界 ac 是 特征 线 C_ 的 一 段 ， 所 以 在 这 


段 边界 上 有 


图 91 c- Tmv=e- = const, 








@ 如 果 稀 疏 波 是 因为 管道 内 的 活塞 开始 向 外 匀速 运动 而 产生 的 , 则 U 是 活塞 的 速度 . 
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容易 看 出 , 形 如 (105.9) 并 满足 这 些 条 件 的 函数 为 


we les) > 


这 就 是 所 求 的 解 . 
特征 线 ac 的 方程 为 ( 见 5103 的 习题 ) 


tco (2n+1)/2(n+1) 
T=—(2n++1)cot+2(n+ 1 ( 合 ) 
它 与 特征 线 Oc 人 (n+ 1) 
Z _, _7 i 
i A 
的 交点 确定 入 射 波 消失 的 时 刻 : 
i2n 十 1)"t1leg 


“Ta 可 


对 于 图 91, 我 们 假设 U < 2co/(Y 十 1). 在 相反 的 情形 下 , 特征 线 Oc 指向 z 轴 的 负 方 
向 (图 92), 入 射 波 和 反射 波 的 相互 作用 过 程 会 持续 无 穷 长 时 间 (而 不 像 图 91 那样 只 持续 
有 限时 间 ). 

函数 (1) 还 描述 两 个 相同 的 中 心 稀 鸣 波 之 间 的 相互 作用 ,二 者 在 七 = 0 时 分 别 从 点 
Zz 二 0 和 有 z=2l 发 出 并 彼此 相向 传播 . 根据 对 称 性 , 这 是 显然 的 (图 93). 





图 92 图 93 


2. 对 于 理想 气体 的 一 维 等 温 流 , 推导 出 类 似 于 (105.3) 的 方程 . 
解 : 对 于 等 温 流 , 应 当 把 伯 努 利 方程 中 的 烩 岂 改 为 


dp /2 2 
= / 守 =4 —=crinp, 
p p 


其 中 嘻 = (Bp/Bp)z 是 等 温 声 速 的 平方 . 对 于 理想 气体 , 在 等 温情 形 下 cr = const， 选取 
上 (代替 w) 为 自 变量 , 用 正文 中 的 方法 得 到 函数 X 的 以 下 常 系数 线性 方程 : 
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我 们 来 研究 由 强 爆炸 产生 的 高 强度 球面 激 波 的 传播 . 强 爆炸 是 指 在 某 个 
不 大 的 体积 中 突然 释放 出 大 量 能 量 (用 字母 BB 表示 这 些 能 量 ). 假设 强 激 波 在 
多 方 气体 中 传播 ©. 
我 们 将 研究 距离 爆炸 源 不 太 远 的 激 波 , 其 强度 在 这 样 的 距离 上 仍然 很 大 . 
与 此 同时 , 假设 该 距离 远大 于 爆炸 源 的 尺寸 , 这 样 就 可 以 认为 能 量 BF 是 从 一 
个 点 (坐标 原点 ) 释放 出 来 的 . 
激 波 强度 很 大 , 这 意味 着 压强 间断 值 很 大 . 我 们 假设 间断 面 后 方 的 压强 p。 
远大 于 间断 面前 方 未 受 扰 动 气体 的 压强 pj, 使 得 
Ze Tt 
pl 7-1 
于 是 , 与 ps 相 比 可 以 处 处 忽略 pi, 县 密度 比 po/pi 等 于 其 极限 值 (y+1)/(y 一 1) 
( 见 889). 
因此 , 整个 流动 图 像 只 取决 于 两 个 参量 : 气体 的 初始 密度 po 和 爆炸 中 所 
释放 的 能 量 EB， 从 这 些 参 量 以 及 两 个 自 变量 (时 间 t+ 和 径 向 坐标 7) 只 能 构成 
一 个 无 量 纲 组 合 , 我 们 把 它 写 为 
p1 M1/5 
"(他 ) - 
于 是 , 整个 流动 具有 确定 的 自 相 似 性 . 
首先 可 以 断言 ， 激 波 本 身 在 每 一 时 刻 的 位 置 应 当 对 应 于 上 述 无 量 纲 组 合 
的 一 个 确定 的 值 , 由 此 立即 可 以 求 出 激 波 随时 间 的 移动 规律 . 用 字母 R 表示 
激 波 到 中 心 的 距离 , 我 们 有 
Et \/S 
R=Bp ( 蔚 ) ， (106.1) 
其 中 6 是 一 个 常数 (依赖 于 ?7), 该 常数 本 身 要 在 求解 运动 方程 后 才能 确定 . 激 
波 的 传播 速度 (相对 于 未 受 扰动 的 气体 , 即 相 对 于 静止 坐标 系 ) 为 
dR_2R 28E1!/s 
a Spl/543/5 


因此 , 在 所 研究 的 问题 中 , 从 简单 的 量 纲 分 析 就 已 经 可 以 确定 激 波 的 移动 规律 
(精确 到 相差 一 个 常数 因子 ). 


(106.2) 


@ 在 下 文中 给 出 的 解 是 由 I. 牙 . 谢 多 夫 (1946) 和 J. von 诺 依 曼 (1947) 分 别 独立 得 到 的 ，G.1. 泰 
勒 (1941, 发 表 于 1950) 也 研究 过 这 个 问题 , 但 不 如 前 者 全 面 (没有 构造 出 方程 的 解析 解 ). 
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根据 在 §89 中 得 到 的 公式 , 可 以 用 wi 表示 间 靳 面 后 方 气体 的 压强 ps, 密 
度 ps 和 速度 ww = wo 一 wi (相对 于 静止 坐标 系 ). 根据 (89.10), (89.11), 我 们 有 
v2 二 ea pa = Tip, Pp2 = i (106.3) 
密度 不 随时 间 变 化 , 而 v。 和 ps 分 别 按照 35 和 t76/5 的 规律 减 小 . 我 们 还 
指出 , 随 着 爆炸 总 能 量 的 增加 , 由 激 波 产生 的 压强 po 按照 B25 的 规律 增加 . 
其 次 , 我 们 来 确定 激 波 后 方 整个 区 域 中 的 气流 . 按照 以 下 关系 式 @ 引 入 无 
量 纲 变量 V, G, 2 来 代替 气体 的 速度 w 密度 p 和 声速 的 平方 2 = yp/p (用 来 
代替 压强 p): 
47r2 


27 2 
一 一 一 一: 一 —l, .4 


量 V, G, 2 只 能 是 一 个 独立 的 无 量 岗 自 相 似 变量 的 函数 , 我 们 把 这 个 自 相 似 
变量 定义 为 





/ 
-入 六 oo 


按照 (106.3), 这 些 量 在 间断 面 上 ( 即 当 上 = 1 时 ) 应 当 取 以 下 值 : 





is i 7 G() = 1, 2Z0D = i (106.6) 
气体 的 中 心 对 称 绝热 流动 方程 组 为 
CA 
Bt "Or p Dr 
a (106.7) 


ot Dr r 


最 后 一 个 方程 是 糯 守 恒 方程 , 其 中 已 经 利用 了 多 方 气体 的 烂 表 达 式 (83.12). 把 
表达 式 (106.4) 代入 之 后 , 就 得 到 关于 函数 V, G, 2 的 常 微分 方程 组 . 利用 下 
述 方法 直接 就 可 以 写 出 这 个 方程 组 的 一 个 积分 , 从 而 可 以 简化 其 求解 过 程 . 
我 们 已 经 忽略 了 未 受 扰 动 气体 的 压强 pl, 换言之, 这 意味 着 与 气体 从 爆 
炸 获得 的 能 量 E 相 比 , 我 们 忽略 了 气体 原 有 的 能 量 . 由 此 显 见 ， 以 激 波 为 界 


Q@ 我 们 在 这 里 用 wz: 和 wa 表示 由 公式 (89.11) 给 出 的 相对 于 气体 的 激 波 速度 . 
@ 不 要 混淆 本 节 和 下 一 节 中 的 记号 Y 与 其 余 各 处 的 质量 体积 记号 ! 
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的 球面 内 的 气体 总 能 量 保持 不 变 (并 等 于 召 . 此 外 ,从 流动 的 自 相似 性 显然 
可 知 , 如 果 任 取 一 个 更 小 半径 的 球面 并 让 该 半径 按照 规律 = const 随时 间 增 
加 , 式 中 的 const 可 以 取 任 何 值 (不 仅仅 等 于 1), 则 该 球面 内 的 气体 能 量 也 应 
当 保 持 不 变 , 并 且 该 球面 上 任何 一 点 的 径 向 移动 速度 等 于 ww = 2r/5t (请 对 比 
(106.2)). 

容易 写 出 表示 这 种 能 量 不 变性 的 方程 . 一 方面 , 在 dt 时 间 内 流出 球面 (其 
面积 为 4rr2) 的 能 量 为 


dt.4rr2p00 (% 十 乞 ) 
另 一 方面 , 相应 球体 的 体积 在 这 段 时 间 内 增加 了 dt.4rr2uw, 这 部 分 体积 增 量 
内 的 气体 能 量 为 
dt - 47rr2pvn ( 十 入 . 
让 这 两 个 表达 式 相 等 , 把 。 和 w 的 表达 式 (83.10) 和 (83.11) 代入 , 再 按照 
(106.4) 引入 无 量 纲 函数 , 就 得 到 关系 式 
z= 70- D1- WV 
207 一 1) 
这 就 是 所 求 的 积分 , 它 自 动 满足 边界 条 件 (106.6). 
求 出 积分 (106.8) 之 后 , 通过 初等 运算 即 可 求解 方程 组 , 虽然 这 很 繁琐 . 方 
程 组 (106.7) 中 的 第 二 个 和 第 三 个 方程 给 出 


(106.8) 


dV dnG 
dlné€ -1 me 二 

(106.9) 
dinZ dmnG 5-2V 


de 0 Dame 一 1-V 
从 这 两 个 方程 出 发 , 利用 关系 式 (106.8) 把 导数 dV/d Int 和 dlnG/dV 表示 为 
V 这 一 个 自 变 量 的 函数 , 然后 利用 边界 条 件 (106.6), 就 得 到 以 下 结果 : 


= (vr) {6- -Dv} {20v- 0] ， 


= 2 和 | 世 ior- 0 人 5- (3y— yn} ta- "| ， 








了 ?一 工 
+l ，_50-D ，_ 3 W0040) 
1 (yl)2y+1) 2 2y+1’ 3 2y+1’ 

到 #1 2 
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公式 (106.8), (106.10) 给 出 所 提问 题 的 完整 的 解 ， 自 变量 € 定义 式 中 的 常 
数 8 可 由 条 件 EE 
号 2 
2 人 ol + 
确定 , 它 表 示 气 体 的 总 能 量 等 于 爆炸 的 能 量 B. 引入 无 量 纲 量 后 , 这 个 条 件 的 


形式 变 为 
16r -5 V Z 人 二 
web [ ci + | dé =1. (106.11) 


例如 , 对 于 空气 (7 = 7/5), 结果 是 6 = 1.033. 
从 公式 (106.10) 容易 看 出 , 当 & 0 时 , 函数 Y 趋 于 一 个 常数 , 而 函数 G 
趋 于 零 , 相应 规律 为 


V— = x E51 G ce Evs/Ya. 


由 此 可 知 , 作为 比值 r/R=& 的 函数 , 比 
值 ww 和 p/ps 在 & 一 0 时 按照 规律 


3/(y-y) 
se i (5) (106.12) 
2 





vw RR’ p R 
趋 于 零 , 压强 比 p/ps 趋 于 一 个 常数 , 而 温 
度 比 相 应 地 趋 于 无 穷 大 @. 
对 于 空气 (7 = 1.4), 在 图 94 中 夯 出 
了 比值 wua, p/pas 和 p/ps 对 r/R 的 沙 数 94 


关系 图 像 . 值得 注意 的 是 , 密度 在 指向 球 

心 的 方向 上 非常 迅速 地 减 小 ， 几乎 全 部 物质 都 集中 在 激 波 后 方 比较 薄 的 一 层 
中 . 这 是 一 个 很 自然 的 结论 , 因为 在 具有 最 大 半径 R 的 球面 上 , 气体 密度 应 当 
是 正常 密度 的 6 倍 @. 


@ 这 个 结论 在 Y < ?7 时 成 立 (函数 Y(6) 的 值 这 时 从 V(1) = 2/(Y + 1) 变化 到 (0) = 1/7)， 对 
于 真实 气体 , 如 果 其 热力 学 函数 可 以 用 多 方 气体 公式 来 逼近 ， 则 这 个 不 等 式 必定 成 立 (所 以 单 原子 气 
体 所 对 应 的 值 5/3 实际 上 是 7 的 上 界 )、 但 为 了 形式 上 的 完备 性 , 我 们 指出 , 当 y > 7 时 , 函数 V(&) 
从 =1 时 的 值 2/(Y 十 1) 变化 到 极限 值 1, 后 者 对 应 一 个 确定 的 值 6= &。< 1 (与 y 有 关 )， 函数 G 
在 这 个 点 等 于 零 , 即 出 现 一 个 扩张 的 球形 真空 区 . 

@ JI.H. 谢 多 夫 在 其 专著 中 给 出 了 当 ?7 取 其 他 值 时 的 计算 结果 , 以 及 柱 面 对 称 情 形 下 强 爆炸 问题 
的 类 似 的 解 ， 见 : Genos JI.H. Meronpt nonoG6us m Pa3aMepHOCTH B MexaHHKe, 10-e un3n. Mocxea: Hayrka, 
1987 (第 八 版 中 译本 : .UH. 谢 多 夫 . 力学 中 的 相似 方法 与 量 纲 理 论 . 沈 青 , 倪 钢 非 , 李 维 新 译 . 北京 : 科 
学 出 版 社 , 1982). 第 四 章 , 8 11. 
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8 107 汇聚 的 球面 激 波 


关于 向 中 心 汇聚 的 高 强度 激 波 的 问题 具有 许多 有 益 的 特性 .我 们 并 不 
关心 这 种 激 波 的 具体 产生 机 理 , 只 要 设想 它 是 在 某 种 “球面 活塞 ” 的 冲击 下 形 
成 的 . 球面 激 波 在 向 中 心 汇聚 的 过 程 中 不 断 加 强 . 

我 们 将 研究 激 波 汇聚 过 程 的 最 后 阶段 , 这 时 球面 间断 面 的 半径 RR 已 经 远 
小 于 其 初始 半径 一 一 “活塞 ”的 半径 Bo. 在 这 个 阶段 中 , 运动 特性 在 很 大 程度 
上 (下 面 将 看 到 在 多 大 程度 上 ) 与 具体 的 初始 条 件 无 关 . 我 们 将 认为 激 波 强度 
已 经 足够 大 , 以 至 于 与 激 波 后 方 压强 ps 相 比 可 以 忽略 其 前 方 压强 2 (在 前 一 
节 中 也 这 样 假设 ). 至 于 所 研究 区 域 r ~ R < Ro 中 的 气体 总 能 量 (该 区 域 是 变 
化 的 0, 它 根本 不 再 是 常量 (下 面 将 看 到 , 这 部 分 能 量 随 时 间 减 小 ). 

所 研究 运动 的 空间 尺度 只 取决 于 随时 间 变 化 的 激 波 半径 R(t) 本 身 , 而 速 
度 尺 度 取决 于 导数 4R/dt. 在 这 些 条 件 下 自然 可 以 假设 , 运动 是 自 相似 的 , 具 
有 独立 的 “ 自 相似 变量 ” & = r/R(t). 但是, 仅仅 利用 量 纲 分 析 无 法 确定 函数 关 
系 R(t). 

取 激 波 汇聚 时 刻 ( 即 R 变 为 零 的 时 刻 ) 作为 += 0, 则 此 前 的 时 间 对 应 于 
t < 0. 我 们 将 寻求 形 如 

R(t) = A(-t)?° (107.1) 


的 函数 Rb 它 带 有 预先 未 知 的 自 相似 指数 a. 结果 表明 , 这 个 指数 取决 于 带 
有 合适 边界 条 件 的 运动 方程 (在 区 域 + < Ro 中 ) 的 解 本 身 存在 的 条 件 . 这 样 
还 可 以 求 出 常 参量 4 的 量 纲 , 但 该 参量 的 值 仍 然 是 不 确定 的 , 原则 上 只 有 在 
求解 全 部 气体 运动 问题 之 后 才能 最 终 确定 下 来 , 而 这 就 要 把 自 相似 解 与 距离 
rw Ro 上 的 解 连接 起 来 , 后 者 依赖 于 具体 的 边界 条 件 . 阶段 R < Ro 的 运动 对 
激 波 最 初 形成 方法 的 依赖 性 正 是 通过 这 个 参量 , 并 且 只 有 通过 这 个 参量 , 才 表 
现 出 来 . 

我 们 来 展示 如 何 求解 这 样 提出 的 问题 ， 

仿照 8106 的 做 法 , 按 以 下 定义 引入 无 量 纲 未 知 函 数 ; 

az2r2 


"= 7Y，p= AmGG， 吕 = 二 2 (107.2) 





其 中 
7 7 
¢= RO) — A (107.3) 








Q@ G. 古 德 莱 (1942) 以 及 71. 工 . 朗 道 和 K. 荆 .斯 坦 纽 科 维 奇 (1944, 发 表 于 1955) 分 别 独 立地 研究 
过 这 个 问题 . 
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(定义 式 (107.2) 在 a = 2/5 时 与 (106.4) 相同 ). 我 们 还 记得 ,v 是 气体 相对 于 静 
止 坐 标 系 的 径 向 速度 , 该 坐标 系 与 球面 > = Ro 以 内 的 静止 气体 相关 联 . 气体 
与 激 波 一 起 向 中 心 运动 , 这 对 应 于 v <0 (所 以 V(t) > 0). 

运动 方程 的 待 求 的 解 其 实 只 适用 于 激 波 后 方 "~ R 的 区 域 和 足够 小 的 时 
间 t+ (这 时 R < Ro), 但 我 们 所 得 到 的 解 在 形式 上 包括 从 间断 面 到 无 穷 远 处 的 
全 部 空间 7 > R 和 t+<0 的 全 部 时 间 , 并 且 变 量 上 的 取 值 范围 是 从 1 到 oo 的 
所 有 值 . 因此 , 可 以 提出 函数 G, V, Z 在 €=1 和 &€= oo 处 的 边界 条 件 . 

值 上 = 1 对 应 于 激 波 面 , 这 里 的 边界 条 件 与 (106.6) 相同 . 

为 了 建立 无 穷 远 处 (对 于 é&) 的 边界 条 件 , 我 们 指出 , 当 上 = 0 时 ( 当 激 波 汇 
聚 于 一 点 时 ), 所 有 的 量 w p, ec 在 全 部 有 限 距离 上 应 当 是 有 限 的 . 但 在 上 = 0， 
" 关 0 时 , 变量 上 = oo. 

为 了 让 函数 wv(r, 六 和 (rm 性 这 时 仍然 是 有 限 的 , 函数 Y(E) 和 2Z(é) 应 当 

T(eo) =0， 2G(co) = 0， (107.4) 

把 (107.2), (107.3) 代入 方程 组 (106.7), 其 形式 变 为 








dV ZdinG 1 dz 2 1 
rn 
dV dInG 
I 0- Vme = 3V, (107.5) 
jdlnG d2 22(l/a—V) 
ONSHme dme™ 1—V 


(请 对 比 最 后 两 个 方程 与 (106.9)). 我 们 指出 , 在 这 些 方 程 中 , 自 变量 上 只 以 微 
分 dln6 的 形式 出 现 , 而 常量 mn4 则 完全 消失 , 所 以 仍然 是 不 确定 的 , 这 与 上 
面 的 说 法 一 致 . 

在 方程 (107.5) 中 , 导数 项 的 系数 和 右 侧 只 包含 Y 和 2 (但 不 包含 G)@. 
从 这 些 方程 求 出 导数 , 我 们 把 它们 通过 这 两 个 函数 表示 出 来 , 于 是 得 到 方程 





din€ Z—-(1-V)? 
dV Va Va 050) 
(1 一 站 < 三 和 | (107.7) 


(x = 2(1 一 Qa)/aY). 再 取 导 数 d2/dme 与 dV/d nt 之 商 , 从 而 得 到 第 三 个 方程 : 


dZ __2 { 攻 2 家 :下 


VIVID Va Vana Cr 


@ 引入 w p, ce? 作为 基本 变量 来 取代 v, p, p 的 好 处 恰恰 就 在 于 此 . 
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如 果 求 出 方程 (107.8) 的 所 需要 的 解 , 即 如 果 求 出 函数 关系 Z(V), 然后 就 可 以 
用 直接 积分 的 方法 求解 方程 (107.6), (107.7) ( 先 求 E(V) 再 求 G{é)). 

因此 , 整个 问题 首先 化 为 求解 方程 (107.8). 在 V2 平面 上 , 积分 曲线 应 当 
从 坐标 为 Y(1)，Z(1) 的 点 ( 称 之 为 点 Y) 开始 , 这 个 点 是 激 波 在 V2 平面 上 
的 “ 像 ”. 只 要 给 出 这 个 点 , 方程 (107.8) 的 解 就 已 经 确定 了 (对 于 给 定 的 a)， 
为 一 阶 微 分 方程 的 积分 曲线 可 由 它 的 一 个 点 ( 非 奇 点 ) 单 值 地 确定 . 我 们 来 说 
明 , 利用 何 种 条 件 才能 确定 a 的 值 , 以 便 得 到 “正确 的 ” 积分 曲线 . 

该 条 件 得 自 一 个 显然 的 物理 要 求 : 所 有 的 量 对 & 的 依赖 关系 应 当 是 单 值 
的 一 一 每 一 个 上 值 应当 对 应 V, G, 2 的 唯一 的 值 . 这 意味 着 , 在 变量 上 的 全 部 
变化 域 中 (1 < & < oo0, 即 0 < Iné < oo), 函数 E(V)， 
&(G), E(2) 不 应 当 有 极 值 . 换言之 , dlné/dV 等 导数 
应 当 处 处 不 为 零 . 在 图 95 中 , 曲线 1 是 抛物 线 


Z=(1—V). (107.9) 


容易 看 出 , 点 Y 位 于 这 条 曲线 的 上 方 @. 与 此 同时 ， 
根据 极限 条 件 (107.4), 上 述 问题 的 积分 曲线 应 当 通 
过 坐标 原点 , 所 以 它 必 然 与 抛物 线 (107.9) 相交 . 但 
是 , 根据 (107.6) 一 (107.8), 所 有 上 述 导 数 都 可 以 写 为 
分 数 表 达 式 的 形式 , 并 且 分 子 是 差 值 2 (1 一 V)2. 
为 了 让 这 些 表达 式 在 积分 曲线 与 抛物 线 (107.9) 的 
交点 处 不 为 零 , 应 当 同 时 有 


95 (3V -2=VV) (2 三 7) . (107.10) 
换言之 , 积分 曲线 应 当 通 过 抛物 线 (107.9) 与 曲线 (107.10) 的 交点 (图 95 中 的 


曲线 2). 这 个 点 是 方程 (107.8) 的 奇 点 (导数 d2/dV = 0/0). 从 这 个 条 件 即 可 
确定 自 相 似 指数 a 的 值 . 我 们 列 出 用 数值 方法 计算 出 来 的 两 个 值 : 


当 一 时 w= 0.6884， 当 ?= 二 时 a = 0.7172. (107.11) 


通过 奇 点 后 , 积分 曲线 趋 于 坐标 原点 (点 0), 该 点 对 应 于 极限 值 (107.4). 
为 了 解释 相关 数学 性 质 , 我 们 简单 描述 一 下 方程 (107.8) 的 积分 曲线 在 V2Z 平 
面 上 的 分 布 图 像 (对 于 “正确 的 ” a 值 ), 但 不 进行 相应 计算 @. 





@ 这 只 是 表明 以 下 事实 : 间断 面 后 方 的 气体 速度 小 于 那里 的 声速 . 

@ 用 微分 方程 定性 理论 的 一 般 方法 进行 研究 , 可 以 在 以 下 教材 中 找到 一 阶 微分 方程 奇 点 类 型 的 
分 类 : Crenanos B.B. Kypc nu 中 中 epemmanpHbrx ypasnieHni#, Mocksa: 四 mawarraa, 1958 (B.B. 史 捷 
班 诺 夫 . 常 微分 方程 教程 . 卜 元 震 译 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 , 1956). 第 二 章 . 
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一 般 而 言 , 曲线 (107.9) 和 (107.10) 相交 于 两 点 , 见 图 95 中 的 小 圆圈 (不 计 
横 坐 标 轴 上 没有 本 质 意 义 的 点 了 = 1, 2 = 0). 此 外 , 方程 具有 一 个 奇 点 c, 即 
曲线 (107.10) 与 直线 (3y 一 1)V = 2/a 的 交点 ((107.8) 的 分 子 中 第 二 个 因 式 等 
于 零 ).“ 正 确 的 ” 积分 曲线 所 经 过 的 点 a 是 鞍点 , 点 和 ec 是 结 点 . 坐标 原点 
O 也 是 结 点 类 型 的 奇 点 , 方程 (107.8) 在 该 点 附近 的 形式 为 


dZ 22 
dV V+ixZ: 

用 初等 方法 求解 这 个 齐 次 方程 , 结果 表明 , 当 V 一 0 时 , 函数 Z(V) 按照 规律 
Zconst .TV2 (107.12) 


比 V 更 快 地 趋 于 零 . 因此 , 有 无 穷 多 条 积分 曲线 (其 差别 是 (107.12) 中 的 const 
值 不 同 ) 来 自 坐 标 原点 . 所 有 这 些 曲 线 然 后 进入 结 点 5 或 c, 只 有 一 条 曲线 是 
例外 , 它 进入 鞍点 a (两 条 分 界线 之 一 , 通过 鞍点 的 唯一 积分 曲线 )3. 
坐标 原点 对 应 于 上 = oo, 即 对 应 于 激 波 在 中 心 汇聚 的 时 刻 . 我 们 来 确定 所 
有 的 量 在 该 时 刻 按 径 向 距离 的 极限 分 布 . 根据 (107.12), 从 方程 (107.6), (107.7) 
求 出 
当 & 志 00 时 ，V=const.€-W9, ZF=const.€- 2 G= const (107.13) 


(只 有 在 用 数值 方法 实际 确定 整 条 积分 曲线 后 才能 求 出 常 系数 的 值 ). 把 这 些 表 
达 式 代入 定义 式 (107.2), 得 到 @ 


lv| x ecxr (Vo YD) p=const, pexr-2/o-D). (107.14) 


也 可 以 直接 从 量 纲 分 析 得 到 这 些 规律 (在 知道 4 的 量 纲 之 后 ). 我 们 可 以 控 
制 两 个 参量 p,, 4 和 一 个 变量 r, 从 它们 只 能 组 成 一 个 具有 速度 量 纲 的 组 合 
Al/erl-1/9, 而 pi 本 身 是 具有 密度 量 纲 的 量 . 

我 们 再 来 确定 自 相似 运动 区 域 中 的 气体 总 能 量 随时 间 变 化 的 规律 . 这 个 
区 域 的 尺寸 (半径 ) 具有 激 波 半径 R 的 量 级 并 随 之 一 同 减 小 . 取 某 个 确定 的 值 
7/R=6& 为 自 相似 运动 区 域 的 边界 , 则 半径 R 与 &1R 之 间 球 面 层 中 的 气体 总 
能 量 在 引入 无 量 纲 变 量 之 后 可 以 表示 为 以 下 积分 : 


ao2p1Rs /4 TV Z 
Esel 一 / G 十 | 
E 2 太 2 7(7-1) 





Anré2 dé 


@ 研究 表明 , 上 述 图 像 仅 在 y < Y= 1.87.… 时 才 是 成 立 的 ， 对 于 Y = 为 和 “正确 的 ” a, 点 a 
和 bb 重合 在 一 起 , 而 当 7 > y, 时 , 积分 曲线 的 分 布 图 像 发 生变 化 , 从 而 需要 更 深入 的 研究 . 但 是 , 我 们 
还 记得 , 在 物理 上 的 真实 情形 下 , y < 5/3 (请 对 比 461 页 上 的 脚注 ). 

@ 在 激 波 汇聚 时 刻 , 比值 wyer 的 极限 值 在 7 = 7/5 时 等 于 20.1, 在 y = 5/3 时 等 于 9.55. 
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(请 对 比 (106.11)). 这 里 的 积分 是 一 个 常数 @, 所 以 
Eait cc R52/° oc (—t)5°2. (107.15) 


对 于 所 有 真实 的 7 值 , 这 里 的 寡 指 数 都 是 正 的 . 虽然 激 波 本 身 的 强度 在 它 向 中 
心 汇聚 的 过 程 中 不 断 增 大 , 但 自 相 似 运 动 区 域 的 体积 同时 减 小 , 这 就 导致 其 中 
的 总 能 量 减 小 . 

当 激 波 汇聚 到 中 心 之 后 ( 当 上 > 0 时 ), 在 向 中 心 运动 的 气体 中 出 现 发 散 的 
“反射 激 波 , 这 个 阶段 的 运动 也 是 自 相 似 的 , 其 自 相似 指数 也 是 a, 所 以 发 散 
规律 为 Re t*. 我 们 在 这 里 不 再 详细 研究 这 种 运动 @. 

因此 , 上 述 问题 给 出 自 相似 运动 的 一 个 实例 , 但 其 中 的 自 相 似 指数 ( 即 自 
相似 变量 上 的 形式 ) 无 法 通过 量 纲 分 析 来 确定 , 而 只 能 利用 问题 的 物理 提 法 以 
及 由 此 得 到 的 条 件 , 通过 求解 运动 方程 本 身 才 能 确定 下 来 ， 从 数学 观点 来 看 ， 
这 个 问题 的 特点 是 这 些 条 件 可 以 表述 为 以 下 要 求 : 一 阶 微 分 方程 的 积分 曲线 
必须 通过 方程 的 奇 点 . 这 时 , 自 相 似 指数 一 般 而 言 是 无 理 数 ®. 
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可 压缩 气流 与 重力 场 中 带 有 自由 面 的 不 可 压缩 流体 (液体 ) 运动 之 间 在 
液体 深度 足够 小 ( 远 小 于 问题 的 特征 尺度 , 例如 远 小 于 水 库 底部 起 伏 的 水 平 尺 
度 ) 的 情形 下 具有 值得 关注 的 相似 性 @. 在 这 种 情形 下 , 与 液体 速度 的 纵向 分 
量 ( 沿 液体 层 的 分 量 ) 相 比 , 可 以 忽略 其 横向 分 量 , 并且 可 以 认为 前 者 沿 液体 
层 厚 度 保持 不 变 . 在 这 样 的 近似 下 ( 称 之 为 水 力学 近似 ), 可 以 把 液体 看 做 “二 
维 介质 : 它 在 每 一 点 都 有 确定 的 速度 w 和 另外 一 个 特征 量 一 一 液体 的 深度 九 

相应 的 一 般 运 动 方程 与 812 中 得 到 的 运动 方程 的 差别 仅仅 在 于 , 现在 不 
必 像 812 中 研究 小 振幅 长 重力 波 那样 假设 各 量 在 运动 过 程 中 的 变化 都 是 小 量 ， 
所 以 在 欧 拉 方程 中 应 当 保 留 速 度 的 二 阶 项 . 特别 地 , 对 于 渠道 中 的 一 维 流 , 运 


@ 当 6 一 oo 时 , 积分 发 散 , 因为 自 相似 规律 在 + > RR 的 距离 上 不 成 立 . 

@ 我 们 仅仅 指出 , 激 波 的 反射 伴随 着 物质 的 进一步 压缩 ， 比 值 p/p 在 7 = ?7/5 时 达到 145, 在 
?一 5/3 时 达到 32.7. 

@ 充满 气体 的 半 无 穷 大 空间 在 瞬间 受到 强烈 撞击 时 形成 的 激 波 的 传播 问题 (3expnonxu 9A1.B. 
Axycruy, KypHan. 1956, 2: 29 (Zel'dovich Ya. B. Sov, Phys. Acoust. 1956, 2: 25)), 是 这 种 自 相似 运动 的 
另 一 个 例子 ， 关 于 这 个 问题 的 介绍 , 还 可 以 在 兄 ,B. 泽 尔 道 维 奇 和 IO.II. 莱 依 捷 尔 的 书 (第 十 二 章 ) 中 
找到 , 见 376 页 的 脚注 ， 还 可 以 参考 : Bapea6marzr T.H. Homo6me, aarowomemrpHocrb, powexkyzoqa 
acuMnTOTHKa. 2-e M3A, JIeHuHrpan: PaxpoMeTeon3AaT, 1982 (第 一 版 英 译 本 : Barenblatt G.I. Similar- 
ity, Self-Similarity, and Intermediate Asymptotics. New York: Plenum, 1979). 第 四 章 . 

@ 这 样 的 相似 性 常常 称 为 气 液 比 拟 . 译 者 
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动 只 依赖 于 一 个 坐标 z (和 时 间 ), 这 些 方程 的 形式 为 


Oh OB(vh) Ov ov Oh 
Ht -H Ht" 9 be) 
(这 里 假设 深度 产 沿 渠道 宽度 保持 不 变 )， 


从 一 般 观点 来 看 , 长 重力 波 是 所 讨论 的 系统 的 小 扰动 .812 的 结论 表明 , 这 

样 的 扰动 以 有 限 速度 
c= Vgh (108.2) 

相对 于 液体 传播 , 该 传播 速度 与 气体 动力 学 中 的 声速 起 相同 的 作用 . 我 们 可 以 
像 $82 那样 下 结论 说 : 如 果 液 体 以 速度 v <c 运动 ( 称 之 为 缓 流 ), 则 扰动 既 向 
上 游 传播 , 也 向 下 游 传播 , 即 扰动 对 整个 流动 都 有 影响 ; 而 当 流动 速度 v > e 时 
(急流 ), 扰动 的 影响 只 向 下 游 的 确定 区 域 传播 . 

压强 p (从 自由 面 上 的 大 气压 算 起 ) 按照 流体 静 力学 定律 p = pg(h 一 z) 沿 
流体 深度 而 变化 , 其 中 z 是 从 底部 算 起 的 高 度 . 不 无 祷 益 指出 的 是 , 如 果 引 入 
两 个 量 : 





h 
和 二 二 = Loh 07 
万 = gh, s-/ pdz = 3p9h = 357 ， (108.3) 
则 方程 (108.1) 的 形式 变 为 
Pm op)_ 0 各 op 工 王 
WB tT Cn 


这 在 形式 上 与 Y= 2 (5x 忆 ) 的 多 方 气体 的 绝热 流动 方程 相同 . 这 个 结果 使 我 
们 能 够 把 流动 中 不 出 现 激 波 的 所 有 气体 动力 学 结论 直接 应 用 于 浅水 理论 . 浅 
水 理论 中 的 最 后 两 个 关系 式 与 理想 气体 的 动力 学 方程 有 区 别 . 

对 于 沿 渠道 流动 的 液体 ,“ 激 波 " 是 液体 高 度 h 以 及 液体 速度 v 的 突 跃 ( 称 
之 为 水 跃 ). 利用 液体 质量 流 和 动量 流 的 连续 性 条 件 ,可 以 得 到 这 些 量 在 间断 
两 侧 的 值 之 间 的 关系 . (渠道 单位 宽度 上 的 ) 质量 流 密度 为 了 = pvh. 把 p+ pv? 
沿 液体 深度 积分 , 即 可 得 到 动量 流 密 度 


h 2 
/ (p+ p07) dz = LE + pah. 
0 


所 以 , 连续 性 条 件 给 出 两 个 方程 : 

Vihi = vah2, ji 十 一 好 ja 十 ws (108.5) 
这 些 关 系 式 给 出 wm, v2, hi, ha 这 四 个 量 之 间 的 关系 , 其 中 的 两 个 量 可 以 任意 
给 定 . 用 高 度 种, hs 表示 速度 v1, v2, 我 们 得 到 


gh h 
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间断 两 侧 的 能 流 并 不 相同 , 其 差 值 给 出 (单位 时 间 内 ) 间断 所 耗 散 的 能 量 . 
沿 渠道 的 能 流 密度 为 
h 2 
=/ (2 + 护 ) pvdz = ji(gh+ 7). 
利用 表达 式 (108.6), 我 们 得 到 所 需 的 差 什 


9 
gl 一 92 二 了 所 (站 + h3)(hz — hi). 


设 液体 从 1 侧 穿 过 间断 进入 2 侧 , 则 能 量 耗 散 意 味 着 w - g。 > 0, 所 以 我 们 得 
到 结论 : 


hz > hi, (108.7) 
即 液 体 从 高 度 较 低 的 一 侧 运 动 到 高 度 较 高 的 一 侧 . 现在 可 以 从 (108.6) 推出 
V1 > = Vo9h ve < oe= Voho (108.8) 


这 完全 类 似 于 气体 动力 学 中 的 激流. 仿照 888 中 的 做 法 , 还 可 以 从 间断 面 稳定 
性 的 必要 条 件 得 到 不 等 式 (108.8). 


习 : 题 


求 浅水 上 的 切 向 间断 的 稳定 性 条 件 (C,B. 别论 坚 科 夫 , O.II. 波 古 采 , 1983). 这 里 的 切 
向 间断 是 指 两 侧 液 体 具有 不 同 切 向 迷 度 的 曲线 . 

解 : 根据 已 在 前 面 正文 中 指出 的 浅水 动力 学 与 可 压缩 多 方 气体 动力 学 之 间 的 相似 性 ， 
所 提问 题 等 价 于 可 压缩 气流 中 切 向 间断 的 稳定 性 问题 (884 习题 1), 但 区 别 是 , 在 浅水 情 
形 下 应 当 考 虑 的 扰动 只 依赖 于 液体 层 平面 上 的 坐标 ( 没 速 度 9 的 扰动 和 垂直 于 速度 的 扰 
动 ), 而 不 依赖 于 沿 液体 层 深 度 的 坐标 z@, 因为 浅水 近似 对 应 于 长 波 扰动 ,波长 入 污 hh. 于 
是 , 在 884 习题 1 中 求 出 的 速度 Wu 现在 是 不 稳定 区 域 的 边界 : 切 向 间断 在 v > vi 时 稳 
定 (v 是 速度 间断 值 ). 因为 液体 的 密度 和 深度 在 切 向 间断 两 侧 相 同 , 所 以 在 两 侧 起 声速 作 
用 的 量 是 同一 个 量 ci = cz 二 V9h. 由 此 可 知 , 当 


0 > 2V29h 
时 , 切 向 间断 是 稳定 的 . 


名 884 习题 1 中 的 相应 坐标 为 y. 


第 十 一 章 
间断 面 的 相交 
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两 个 激 波 的 交 线 在 数学 上 是 描述 气体 流动 的 两 个 函数 的 奇 线 . 被 绕 流 物 
体 表 面 上 任何 一 个 尖 角 的 楼 都 是 这 样 的 奇 线 . 研究 表明 , 可 以 在 最 一 般 的 形式 
下 研究 这 种 奇 线 附 近 的 气体 流动 (L. 普 朗 特 , 了 . 迈 耶 ,1908). 

在 研究 一 小 段 奇 线 附 近 的 区 域 时 , 我 们 可 以 把 这 一 小 段 奇 线 当做 直线 , 并 
把 它 取 为 柱 面 坐标 系 7, yp, z 的 z 轴 . 在 奇 线 附 近 , 所 有 的 量 显著 依赖 于 角 w， 
但 对 坐标 > 的 依赖 关系 很 弱 , 并 且 当 7 足够 小 时 可 以 完全 忽略 对 > 的 依赖 关 
系 . 各 量 对 坐标 z 的 依赖 关系 也 无 关 紧 要 , 因为 流动 图 像 沿 一 小 段 奇 线 的 变化 
可 以 忽略 不 计 . 

因此 , 我 们 应 当 研 究 一 种 定常 流 , 其 中 所 有 的 量 都 只 是 gp 的 函数 . 炉 守 恒 
方程 v-Vs = 0 给 出 vw ds/dyp = 0, 所 以 s = const@, 即 流动 是 等 习 的 . 于 是 ， 
在 欧 拉 方 程 中 可 以 用 Vw 代替 Vp/p, 从 而 有 (v .Vjv = 一 Vw. 在 柱 面 坐 标 系 
中 , 我 们 得 到 三 个 方程 : 


Dod _ WE wo vl dv 
rdp rr ” rdyp 人 rdp’ ”dop 


根据 最 后 一 个 方程 , 我 们 有 vwz = const. 不 失 一 般 性 , 可 以 取 v = 0 并 把 流动 
看 做 平面 流 , 为 此 只 要 适当 选取 坐标 系 沿 z 轴 的 运动 速度 即 可 . 于 是 , 前 两 个 


加 如 果 取 we = 0 (而 不 是 ds/dyp = 0), 则 从 下 面 给 出 的 运动 方程 容易 得 到 ww = 0, us 了 0. 这样 
的 流动 没有 意义 , 因为 它 对 应 于 切 向 间断 面 (速度 间断 为 v。) 的 相交 , 而 这 种 间断 是 不 稳定 的 . 
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方程 的 形式 变 为 
vy 一 党 (109,1) 
due | ww lp du 
vp (区 +w) a (109.2) 
把 方程 (109.1) 代入 (109.2), 得 到 
de 十 dx _dw 
Vap "ap dp’ 
积分 后 得 到 ee 
Ww 十 2 = Const . (109.3) 


“我 们 指出 ， 等 式 (109.1) 表明 rotv=0, 即 流动 有 势 , 因此 伯 努 利 方程 (109.3) 
连续 性 方程 div(pv) = 0 给 出 
por 十 (ov) =p ( 十 Ye) +w 喷 = 0. (109.4) 
利用 (109.2), 由 此 得 到 
(各 + (- 哆 )-。 


但 导数 dp/dp (更 准确 的 写法 是 (8p/8p),) 是 声速 的 平方 , 所 以 


qd 2 
2 可 以 用 两 种 方法 来 满足 这 个 方程 . 一 种 方法 是 取 
2 ov 二 +v 二 0, 
A /YY dg 
0 则 根据 (109.2) 有 p = const，p = const， 而 根据 


(109.3) 还 有 2 = 如 十 局 = const, 即 速度 的 大 小 
保持 不 变 . 容易 看 出 , 速度 的 方向 这 时 也 保持 不 
变 . 速度 与 运动 平面 中 某 个 给 定 方向 之 间 的 夹 角 x 为 (图 96) 


图 96 


X= 9 十 arctan <， (109.6) 
取 该 式 对 yp 的 导数 并 利用 (109.1), (109.2), 经 过 简单 变换 后 得 到 

dx Vr dp 

0 (109.7) 


@ 见 §9 最 后 .一 一 译 者 
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当 p = const 时 , 确实 有 x = const. 因此 , 令 (109.5) 中 的 第 一 个 因子 为 零 , 我 
们 得 到 一 个 平凡 解 一 一 均匀 流 . 

使 方程 (109.5) 成 立 的 第 二 种 方法 是 取 1= 记 /cz, 即 wp = 土 c. 径 向 速度 
则 由 方程 (109.3) 确定 . 用 记号 wo 表示 该 方程 中 的 const, 我 们 得 到 

Vy 三 土 c， Vr 二 土 V2(wo 一 WW) 一 c2. 
在 这 个 解 中 , 垂直 于 径 矢 的 速度 分 量 wp 在 每 一 点 都 等 于 当地 声速 , 所 以 速度 
= /2 十 凤 大 于 当地 声速 . 速度 的 大 小 和 方向 随 空间 变化 . 因为 声速 不 能 等 
于 零 , 所 以 连续 函数 w(p) 显然 应 当 处 处 为 +c 或 者 处 处 为 -ec. 适当 选取 一 个 
方向 作为 角 yp 的 起 始 方位 , 我 们 可 以 约定 ws = c. 我 们 在 下 面 将 看 到 , 从 物理 
上 考虑 , w 的 符号 应 当 是 正 的 . 因此 ， 
Vp 一 c， 休 王 V2(0o —wW)— 2. (109.8) 
根据 连续 性 方程 (109.4), 我 们 有 de = 一 d(pvp)/pvr. 把 (109.8) 代入 此 式 并 积 
分 , 得 到 ge 
pe 

| A (109.9) 
如 果 知 道 气体 的 状态 方程 和 绝热 线 方程 (注意 s = const), 利用 这 个 公式 就 可 
以 确定 所 有 的 量 对 角 2 的 依赖 关系 . 因此 , 公式 (109.8), (109.9) 完全 确定 了 气 
体 的 流动 . 

现在 更 详细 地 研究 这 个 解 . 我 们 首先 指出 , 直线 p = const 在 每 一 点 均 以 
马赫 角 (其 正弦 为 vp/v = ce/v) 与 流 线 相交 , 即 这 些 直线 都 是 特征 线 . 因此 , (在 
zy 平面 上 ) 有 一 族 特 征 线 是 来 自 奇 点 的 直线 束 , 这 族 特征 线 在 所 讨论 的 情形 
下 具有 一 个 重要 性 质 : 所 有 的 量 治 其 中 每 一 条 特征 线 都 保持 不 变 . 在 这 个 意义 
上 , 所 讨论 的 解 在 平面 定常 流 理论 中 的 作用 , 相当 于 899 所 讨论 的 自 相 似 流 在 
一 维 非 定 常 流 理论 中 的 作用 . 我 们 在 $115 中 还 将 讨论 这 个 问题 . 

从 (109.9) 可 以 看 出 (pce)' < 0 ( 搬 号 表示 对 wo 的 导数 ), 如 果 写 出 
dlpa ， 

dp p 3 


p= 一 


(pc) = 


再 注意 到 导数 d(pc)/dp 为 正 ( 见 (99.9)), 即 求 出 导数 p' < 0, 所 以 导数 m = c2p/， 
w 二 p/p 也 是 负 的 . 此 外 , 因为 w' 是 负 的 , 所 以 速度 的 大 小 v= V2(wo 一 w) 是 
2 的 增 函 数 . 最 后 , 从 (109.7) 可 知 x > 0, 于 是 得 到 以 下 不 等 式 : 


<0 一 >0， 一 >0. (109.10) 


换言之 , 当 沿 着 流动 方向 绕 过 奇 点 时 , 密度 和 压强 减 小 , 而 速度 矢量 的 大 小 增 
加 , 其 方向 则 向 流动 方向 偏转 . 
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上 述 流动 经 常 称 为 稀 朴 波 , 我 们 将 在 下 文中 采用 这 个 术语 . 

容易 看 出 , 在 奇 线 附近 的 整个 区 域内 不 可 能 有 稀疏 波 . 其 实 , v 是 p 的 单 
调 增 函数 , 所 以 在 环绕 坐标 原点 一 周 后 ( 即 当 wp 变化 2r 后 ), v 的 值 将 与 初始 
值 不 同 , 而 这 是 荒 廖 的. 因此 , 奇 线 附近 的 实际 流动 图 像 应 当 由 一 系列 被 间断 
面 (平面 p = const) 分 开 的 房 形 区 域 组 成 . 每 一 个 扇形 区 域 中 的 流动 或 者 是 稀 
疏 波 , 或 者 是 均匀 流 . 在 各 种 具体 情况 下 , 扇形 区 域 的 数目 和 性 质 将 在 以 下 几 
节 中 讨论 . 现在 仅仅 指出 , 稀疏 波 与 均匀 流 之 间 的 边界 必然 是 弱 间 断面 .其实 ， 
该 边界 不 可 能 是 (速度 ww 的 ) 切 向 间断 面 , 因为 这 里 的 法 向 速度 分 量 we = 不 
为 零 . 它 也 不 可 能 是 激 波 , 因为 法 向 速度 分 量 (wp) 在 激 波 的 一 侧 应 当 大 于 声 
速 , 而 在 另 一 侧 应 当 小 于 声速 , 但 在 所 研究 的 情况 下 , 我 们 在 边界 面 的 一 侧 总 
有 w=c. 

从 以 上 讨论 可 以 得 出 一 个 重要 结论 : 引起 弱 间 汤 的 扰动 来 自 奇 线 (z 轴 ) 
并 向 外 传播 . 这 意味 着 , 包围 稀疏 波 的 弱 间 断面 应 当 “来 自 奇 线 ", 即 速度 在 弱 
间断 面 上 的 切 向 分 量 w 应 当 是正 的 . 于 是 , 我 们 证 明了 在 (109.8) 中 选择 带 正 
号 的 v. 是 正确 的 . 

现在 对 多 方 气体 应 用 这 些 公式 . 在 这 样 的 气体 中 , w = o2/(Y 一 1), 而 泊 松 
绝热 线 方程 的 形式 可 以 写 为 


pe-2/0-1 = const， pe-27/O-D ~ const (109.11) 
( 见 (99.13)). 利用 这 些 公式 , 我 们 把 积分 (109.9) 写 为 以 下 形式 : 
其 中 c, 是 临界 速度 ( 见 (83.14)). 所 以 
A V2 二 arccos 志 十 const， 
或 者 适当 选取 w 的 起 始 方位 , 使 const = 0, 则 有 


7—1 
= 一 es 站 1 . 
Vy = C= Ce cos i (109.12) 








根据 公式 (109.8), 由 此 得 到 


vr 二 Vn yi (109.13) 
然后 , 利用 形式 为 (109.11) 的 泊 松 绝热 线 方程 求 出 压强 对 角 ” 的 依赖 关系 : 


TI \2/0-1 
p= Ps (mm ?) 


证 (109.14) 
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最 后 , 对 于 角 x (109.6), 我 们 有 


/y= /y=1 
x = p+ octan ( Tt 7) (109.15) 


( 角 x 和 都 是 从 同一 个 方位 算 起 的 ). 
因为 必 有 wr > 0, c > 0, 所 以 这 些 公式 中 的 角 op 只 能 在 只 = 0 和 wp = prmox 
之 间 变 化 , 其 中 





Y+1 
7 一 工 
这 意味 着 , 稀疏 波 可 以 充满 一 个 顶 角 不 大 于 gps 的 扇形 区 域 . 例如 , 对 于 双 原 
子 气体 (空气 ), 该 衣 为 219.3°. 当 p 从 0 变 到 psx 时 , 角 x 从 r/2 变 到 
因此 , 稀疏 波 中 的 速度 方向 能 够 偏转 的 角度 不 大 于 wmax - r/2 (对 于 空气 , 该 
角度 为 219.3°). 

当 gp = wmax 时 , 压强 变 为 零 . 换言之 , 如 果 稀 疏 波 扩展 到 这 个 角 , 则 相应 
弱 间 断 是 与 真空 的 分 界线 , 它 当 然 是 一 条 流 线 . 这 里 有 


+1 


vp = 二 c=0, Vr 三 二 二 T 2 二 Vmax, 





即 速度 指向 径 向 并 达到 其 极限 值 vwax ( 见 §83). 
对 于 空气 (7 = 1.4), 图 97 给 出 量 pyp es/v 和 x 作为 角 wp 的 函数 的 图 像 . 
值得 注意 vv， 平面 上 由 公式 (109.12), (109.13) 确定 的 曲线 ( 称 为 速度 图 ) 
的 形状 . 这 是 半径 为 v= cs 和 w= umax 的 圆 之 间 的 外 摆 线 的 一 段 弧 (图 98). 
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习 题 


1. 求 稀疏 波 中 流 线 的 形状 . 
解 : 在 极 坐 标 下 , 二 维 流动 的 流 线 方程 为 dr/vr = rdp/up. 把 (109.12), (109.13) 代 


入 此 方程 并 积分 , 得 到 
一 8 


一 70 (om i 人 2 
这 些 流 线 是 一 族 相似 曲线 , 原点 是 相似 中 心 并 且 位 于 曲线 是 向 的 那 一 侧 . 
2. 设 一 个 稀 跌 波 介 于 两 个 弱 间 上 断面 之 间 ， 并 且 气 体 的 速度 vi 和 声速 cl 在 其 中 第 一 
个 弱 间 断面 上 取 给 定 值 , 求 这 两 个 弱 间 断面 之 间 的 最 大 可 能 央 骨 . 


解 : 对 于 第 一 个 间断 面 的 相应 的 角 p, 从 (109.12) 求 出 这 个 角 的 值 : 
JY+1 C1 
p1 = 1 一 8rccos —. 


7—1 
而 Pp2 = max， 所 以 待 求 的 央 角 为 


pa 一 91 一 Viarcin 2. 


利用 伯 努 利 方程 可 以 把 临界 速度 cs 通过 Wi, ci 表示 出 来 : 
好 7+1 


2 
利用 (109.15) 可 以 得 到 气体 速度 在 稀疏 波 中 的 最 大 可 能 偏转 角 Xmax 二 Xx(p1) 一 xX(p2)， 
它 具 有 差 值 的 形式 : 
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激 波 可 以 沿 某 条 曲线 相交 . 在 研究 一 小 段 交 线 附 近 的 流动 时 , 可 以 假设 这 
段 交 线 是 直线 , 而 间断 面 是 平面 , 因此 , 只 要 讨论 平面 激 波 相交 的 情形 即 可 . 

间断 面 的 交 线 在 数学 上 是 一 条 奇 线 (在 8 109 最 前 面 已 经 指出 这 一 点 ). 交 
线 附近 的 整个 流动 图 像 由 许多 扇形 区 域 组 成 , 每 个 记 形 区 域 中 的 流动 或 者 是 
均匀 流 , 或 者 是 5109 所 描述 的 稀疏 波 . 下 面 介绍 间断 面相 交 的 可 能 类 型 的 一 
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般 分 类 人 . 

首先 必须 作出 以 下 说 明 . 如 果 激 波 两 边 的 气流 都 是 超声 速 的 , 就 可 以 谈论 
激 波 的 “方向 ”( 如 同 892 一 开始 所 指出 的 那样 ), 从 而 可 以 把 “来自 ” 交 线 的 激 
波 与 “到达 ” 交 线 的 激 波 区 分 开 来 . 对 于 前 一 种 激 波 , 切 向 速度 指向 远离 交 线 
的 方向 , 于 是 可 以 说 , 导致 间断 面 形成 的 扰动 来 自 这 条 交 线 . 对 于 后 一 种 激 波 ， 
扰动 来 自 交 线 以 外 的 点 . 

如 果 激 波 一 侧 的 扰动 是 亚 声 速 的 , 则 扰动 沿 其 表面 向 两 个 方向 传播 , 所以， 
严格 地 说 , 关于 激 波 方 向 的 概念 就 没有 意义 了 . 但 是 , 来 自 交 线 的 扰动 能 够 沿 
这 种 间断 面 传播 , 这 对 于 下 面 的 讨论 是 重要 的 . 在 这 个 意义 上 , 这 类 激 波 在 下 
面 的 讨论 中 所 起 的 作用 与 来 自 交 线 的 纯 超 声速 激 波 @ 所 起 的 作用 相同 , 所 以 ， 
来 自 交 线 的 激 波 在 下 文中 将 包括 这 两 种 类 型 

在 下 图 中 画 出 了 垂直 于 交 线 的 平面 内 的 流动 图 像 . 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 
流动 发 生 在 这 个 平面 内 . 在 交 线 周围 的 整个 区 域内 , 平行 于 交 线 (从 而 也 平行 
于 所 有 的 间断 平面 ) 的 速度 分 量 必定 相同 , 所 以 在 适当 选取 坐标 系 后 总 是 可 以 
认为 该 速度 分 量 为 零 . 

我 们 首先 指出 某 些 根本 不 可 能 的 结构 . 





(a 


激 波 弱 间 断 切 向 间断 流 线 
图 99 


容易 看 出 , 不 可 能 出 现 这 样 的 情况 : 两 个 激 波 相交 , 并 且 其 中 任何 一 个 都 
不 是 到 达 交 线 的 激 波 . 例如 , 如 图 99 (a) 所 示 , 对 于 来 自 交 线 的 两 个 激 波 , 左 侧 
来 流 的 流 线 向 相反 方向 偏转 , 而 整个 2 区 中 的 速度 应 当 保 持 不 变 . 无 论 在 2 区 
中 再 引入 何 种 其 他 间断 ， 也 无 法 克服 这 个 困难 ®. 用 类 似 方法 还 看 出 , 不 可 能 
出 现 如 图 99 (b) 所 示 的 情况 : 激 波 和 稀疏 波 相交 , 并 且 它 们 都 来 自 交 线 . 在 这 


@ 这 样 的 分 类 是 由 .A. 朗 道 (1944) 给 出 的 , CG. 工 . 季 亚 科 夫 (1954) 作出 了 某 些 补充 (涉及 激 波 
与 切 向 间断 及 弱 间 汤 之 间 的 相互 作用 ). 

@ 指 激 波 两 侧 气流 均 为 超声 速 流 的 情况 ， 一 一 译 者 

@ 为 了 避免 重复 性 论述 ， 对 于 存在 亚 声 速 流 动 区 域 并 且 来 自 交 线 的 激 波 其 实 就 是 与 亚 声 速 流动 
区 域 相 邻 的 激 波 的 情况 , 我 们 不 再 进行 类 似 的 讨论 . 
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样 的 流动 图 像 中 , 虽然 2 区 中 的 速度 方向 也 可 以 保持 不 变 , 但 是 因为 压强 在 激 
波 中 增加 , 而 在 稀 玖 波 中 减 小 , 所 以 压强 保持 不 变 的 条 件 不 可 能 成 立 . 

其 次 , 因为 相交 不 会 反 过 来 影响 到 达 交 线 的 激 波 , 所 以 多 于 两 个 由 其 他 原 
因 引 起 的 激 波 ( 沿 一 条 公共 交 线 ) 同时 相交 , 是 不 大 可 能 发 生 的 巧合 . 因此 , 在 
处 理 这 样 的 问题 时 , 只 考虑 一 个 或 两 个 到 达 交 线 的 激 波 即 可 . 

以 下 事实 非常 重要 : 绕 交 点 流动 的 气体 只 能 通过 一 个 来 自 该 点 的 激 波 或 
稀疏 波 . 例如 , 如 图 99 (c) 所 示 , 设 气体 通过 来 自 点 O 的 两 个 激 波 . 因为 激 波 Oa 
后 面 的 法 向 速度 分 量 von < cz, 所 以 2 区 中 垂直 于 激 波 O 的 速度 分 量 也 小 
于 c2, 而 这 与 激 波 的 基本 性 质 矛盾 . 用 类 似 方法 
还 知道 , 气体 不 可 能 通过 来 自 点 O 的 两 个 稀 玻 
波 或 者 一 个 稀疏 波 和 一 个 激 波 . 

这 些 方法 显然 不 能 向 到 达 交 点 的 激 波 推广 . 

我 们 现在 可 以 列举 出 所 有 可 能 的 相交 类 型 . 

图 100 画 出 三 个 激 波 相 交 的 情形 ， 其 中 一 
个 是 到 达 交 线 的 激 波 Oa, 其 余 两 个 是 来 自 交 线 
的 激 波 05b, Oc. 可 以 把 这 种 情形 看 做 一 个 激 波 
分 裂 为 两 个 激流 加 . 容易 看 出 , 在 来 自 交 线 的 两 
个 激 波 之 间 还 应 当 形 成 一 个 切 向 间断 Od, 它 把 

图 100 分 别 流 过 Ob 和 Oc 的 气体 隔 开 @. 其实, 激 波 

Oa 是 由 别 的 原因 引起 的 ， 因 而 是 完全 给 定 的 . 

这 意味 着 1 区 和 2 区 中 的 热力 学 量 (例如 pp) 和 速度 % 具有 确定 的 给 定 

值 , 于 是 只 剩 下 两 个 量 可 供 我 们 支配 , 它们 是 决定 激 波 08 和 Oc 的 方向 的 两 

个 角 . 但 是 , 一 般 而 言 , 假如 在 3 一 4 区 中 没有 切 向 间断 Od, 则 上 述 两 个 量 无 法 

满足 四 个 条 件 (p, p 和 两 个 速度 分 量 保 持 不 变 ). 引入 切 向 间断 之 后 , 相应 条 件 
的 数目 就 减少 为 两 个 (压强 和 速度 方向 保持 不 变 ). 

然而 , 任意 激 波 并 非 都 会 分 裂 ， 一 个 到 达 交 线 的 激 波 ( 当 1 区 气体 的 热力 
学 状态 给 定时 ) 取决 于 两 个 参量 , 例如 来 流 马赫 数 Mi 和 压强 比 pi/po. 只 有 在 
这 两 个 变量 平面 上 的 确定 区 域内 , 激 波 才 会 分 裂 @. 





Q@ 应 当 指出 , 激流 不 可 能 分 裂 为 一 个 激 波 和 一 个 稀疏 波 (不 难 证 明 , 对 于 来 自 交 线 的 这 样 两 个 波 ， 
压强 的 变化 和 速度 方向 的 变化 无 法 彼此 协调 ). 

@ 切 向 间断 其 实 总 是 化 为 洁 流 区 . 

@ 确定 这 个 区 域 需要 繁琐 的 代数 运算 或 数值 计算 ， 我 们 再 一 次 重复 ， 这 时 必须 考虑 激 波 的 “ 方 
向 ”, 在 三 个 激 波 相交 的 情形 中 ,如 果 两 个 是 到 达 交 线 的 激 波 , 一 个 是 来 自 交 线 的 激 波 ， 就 可 以 把 这 种 
情形 看 做 由 其 他 原因 引起 的 两 个 激 波 相交 的 结果 , 这 两 个 激 波 的 所 有 参量 都 具有 给 定 值 . 只 有 当 这 些 
参量 的 任意 给 定 值 满足 完全 确定 的 关系 时 , 这 两 个 激 波 才 有 可 能 合并 为 一 个 激 波 , 而 这 是 不 大 可 能 发 
生 的 巧合 . 
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对 于 两 个 到 达 交 线 的 激 波 , 可 以 把 它们 的 相交 看 做 由 于 其 他 原因 而 在 某 
处 产生 的 两 个 激 波 发 生 “碰撞 ” 的 结果 . 如 图 101 所 示 , 这 时 可 能 出 现 两 种 显著 
不 同 的 情形 . 

在 第 一 种 情形 中 ,两 个 激 波 碰撞 后 产 
生 两 个 来 自 交点 的 激 波 . 为 了 满足 所 有 的 
必要 条 件 , 仍然 需要 在 新 产生 的 两 个 激 波 
之 间 形 成 一 个 切 向 间断 . 

在 第 二 种 情形 中 , 不 是 形成 两 个 激 波 ， 
而 是 形成 一 个 激 波 和 一 个 稀疏 波 . 

发 生 碰撞 的 两 个 激 波 由 三 个 参数 ( 例 
如 Mi 和 比值 pi /ps, pi/ps) 确定 , 仅 在 这 
些 参 数值 的 特定 范围 内 才 可 能 出 现 上 述 相 
交 形 式 , 如 果 参 数值 位 于 这 些 范围 之 外 , 则 
这 些 激 波 在 碰 接 之 前 必定 发 生 分 列 . 

下 面 研究 激 波 入 射 到 切 向 间断 时 可 能 
出 现 的 相交 类 型 . 

图 102 (a) 画 出 了 激 波 在 运动 气体 与 静 
止 气体 之 间 分 界面 上 的 反射 , 5 区 是 静止 
气体 区 , 由 切 向 间断 面 与 运动 气体 隔 开 . 在 
与 5 区 相 邻 的 1 区 和 4 区 中 , 压强 应 当 相 
同 (等 于 ps). 而 压强 在 激 波 中 增加 ， 所 以 图 101 
显然 , 激 波 应 当 以 稀 朴 波 3 的 形式 从 切 向 
间断 面 上 反射 , 从 而 使 压强 降 至 原始 值 . 切 向 间断 面 在 交 线 处 发 生 偏 折 . 

如 果 切 向 间断 面 的 另 一 侧 不 是 静止 气体 , 而 是 亚 声速 气流 , 则 激 波 根本 不 
可 能 与 切 向 间断 面相 交 . 其 实 , 激 波 和 稀 朴 波 都 不 可 能 进入 亚 声 速 区 中 , 所 以 
在 亚 声速 区 中 只 能 有 平凡 的 均匀 流 , 于 是 切 向 间断 面 不 会 发 生 偏 折 , 激 波 不 可 
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能 以 稀 芷 波 的 形式 反射 , 因为 这 必然 导致 切 向 间断 面 的 偏 折 , 激 波 也 不 可 能 以 
激 波 的 形式 反射 , 因为 压强 在 切 向 间断 面 上 相等 的 条 件 不 可 能 成 立 . 
如 果 切 向 间断 面 两 侧 的 流动 都 是 超声 速 的 , 就 可 能 出 现 两 种 不 同 的 结构 . 
在 一 种 情形 下 (图 102 (b)), 除了 入 射 向 切 向 间断 面 的 激 波 , 还 会 产生 反射 激 波 
和 折射 激 波 , 切 向 间断 面 则 发 生 偏转 . 在 另 一 种 情 
形 下 (图 102(c)) 会 产生 反射 稀疏 波 和 进入 另 一 种 
介质 的 折射 激 波 . 这 两 种 结构 仅 在 入 射 激 波 和 切 向 
间断 面 的 参数 值 属 于 特定 范围 时 才 可 能 出 现 Q@. 
两 个 切 向 间 汤 面 的 相互 作用 会 导致 一 种 结构 ， 
其 中 没有 到 达 交 线 的 激 波 , 只 有 两 个 来 自 交 线 的 激 
波 (如 前 所 述 , 在 没有 切 向 间断 面 时 不 可 能 出 现 这 
种 结构 ). 在 图 103 中 , 1 区 中 的 气体 静止 . 显然 , 仅 
当 2 区 和 5 区 是 超声 速 区 时 才 可 能 出 现 这 种 结构 . 
我 们 再 来 简要 讨论 激 波 与 具有 另外 来 源 的 弱 
间 斯 面相 交 的 情形 . 这 里 有 两 种 可 能 性 , 与 激 波 后 
面 是 超声 速 流 还 是 亚 声速 流 有 关 . 在 第 一 种 情形 下 
(图 104 (a)), 弱 间 断面 在 激 波 上 发 生 折射 并 进入 激 
波 后 面 的 空间 ( 激 波 本 身 在 交 线 上 不 发 生 偏转 , 但 
其 形状 有 更 高 阶 的 奇异 性 , 类 似 于 弱 间 断面 的 奇异 
性 ). 此外, 业 在 激 波 中 发 生变 化 , 从 而 必然 导致 在 
激 波 后 面 再 出 现 一 个 切 向 弱 间断 面 , 烂 的 导数 在 这 
里 发 生 间断 ， 
如 果 激 波 后 面 的 流动 是 亚 声速 的 , 则 弱 间 断 不 
能 进入 这 个 区 域 而 只 能 中 止 于 交点 (图 104 (b)). 在 
这 种 情形 下 , 该 交点 是 一 个 奇 点 (例如 , 如 果 上 述 弱 
图 104 间断 是 流体 动力 学 诸 量 的 一 阶 导 数 的 间断 , 则 可 以 
证 明 , 在 交点 附近 , 新 形成 的 弱 切 向 间断 、 激 波形 状 
和 压强 分 布 具有 对 数 型 奇异 性 )， 此 外 , 与 前 面 的 情形 一 样 , 在 激 波 后 面 会 出 现 
暗 的 切 向 弱 间 断 中 ， 
关于 激 波 与 弱 间 断 相互 作 用 的 上 述 讨 论 也 适用 于 激 波 与 切 向 弱 间 断 的 相 
互 作用 . 如 果 激 波 后 面 区 域 中 的 流动 是 超声 速 的 , 在 该 区 域 中 就 会 出 现 弱 间断 





@ 这 黄种 结构 在 所 考虑 的 意义 下 是 图 100 和 图 101 (b) 所 示 情 形 的 推广 . 
@ 季 亚 科 夫 进行 了 关于 激 波 与 弱 间 断 相交 的 详细 的 定量 研究 , 见 : [saxos G.II. 3Kypa， skcnep. 
Teop. bu3. 1957, 83: 948, 962 (D’yakov 5.P. Sov. Phys. JETP. 1958, 6: 729, 739). 
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和 切 向 弱 间 断 . 而 如 果 激 波 后 面 区 域 中 的 流动 是 亚 声速 的 , 则 在 该 区 域 中 只 会 
出 现 折射 切 向 弱 间 断 ， 

最 后 , 我 们 再 考虑 弱 间 断 与 切 向 弱 间 断 之 间 的 相互 作用 , 如 果 切 向 弱 间 断 
两 侧 的 流动 都 是 超声 速 的 , 则 除了 入 射 弱 间断 , 还 会 出 现 反射 弱 间 断 和 折射 弱 
间断 . 而 如 果 切 向 弱 闻 断 另 一 侧 的 流动 是 亚 声 速 的 , 弱 间 断 就 不 会 穿 过 切 向 弱 
间断 , 从 而 只 会 发 生 弱 间断 的 “内 部 全 反射 ”. 
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在 激 波 与 被 绕 流 固体 表面 定常 相交 的 现象 中 ， 激 波 与 边界 层 的 相互 作用 
起 非常 重要 的 作用 . 这 种 相互 作用 的 性 质 极其 复杂 , 其 详细 研究 超出 了 本 书 范 
围 . 我 们 在 这 里 仅 限 于 某 些 一 般 讨 论 @， 

压强 在 激 波 上 发 生 间 断 , 并 且 沿 气体 运动 方向 增 大 . 所 以 , 假如 激 波 与 固 
体 表 面相 交 ， 则 压强 在 交 线 附近 很 短 一 段 线段 上 的 增 量 是 有 限 的 ， 即 存在 非 
常 大 的 正 的 压强 梯度 . 但 是 我 们 知道 , 压强 不 可 能 在 固 壁 附近 如 此 迅速 地 增加 
( 见 $40 最 后 ), 因为 这 必然 引起 分 离 , 从 而 改变 绕 流 图 像 , 使 激 波 移动 到 距离 
物体 表面 足够 远 的 位 置 . 只 有 强度 足够 小 的 激 波 是 例外 , 从 840 最 后 的 证 明 过 
程 中 显然 可 见 , 在 边界 层 中 之 所 以 不 可 能 出 现 正 的 压强 间断 , 是 因为 已 经 假设 
该 间断 值 很 大 : 它 应 当 大 于 某 个 取决 于 Re 值 的 界限 , 而 该 界限 随 Re 的 增加 
而 减 小 . 

因此 , 只 有 强度 不 太 大 的 激 波 才 有 可 能 与 固体 表面 定常 相交 , 而 且 Re 越 
大 , 则 相应 激 波 的 强度 越 小 . 这 种 激 波 的 最 大 允许 强度 还 与 边界 层 处 于 层 流 态 
还 是 湛 流 态 有 关 , 边界 层 消 流 化 将 阻碍 分 离 的 发 生 (845), 所 以 在 满 流 边界 层 
的 情况 下 , 从 固体 表面 可 以 发 出 比 层 流 边界 层 情况 更 强 的 激 波 . 

我 们 强调 , 在 上 述 讨论 中 至 关 重 要 的 是 , 在 激 波 前 方 ( 即 在 激 波 上 游 ) 已 经 
存在 边界 层 , 所 以 , 上 述 结果 并 不 适用 于 来 自 物体 前 端的 激 波 , 例如 在 绕 尖 横 
的 流动 中 就 会 出 现 这 种 情形 ( 详 见 下 一 节 ), 这 时 气体 从 外 部 ( 即 从 没有 任何 边 
界 层 的 区 域 ) 到 达 尖 槐 的 前 端 . 由 此 显然 可 知 , 前 面 的 讨论 丝毫 也 不 排斥 存在 
这 种 来 自 尖 栅 前 端的 激 波 的 可 能 性 . 

在 亚 声速 流 中 , 只 有 当 基 本 流 中 的 压强 沿 被 绕 流 表面 向 下 游 增加 时 , 才能 
发 生 分 离 . 但 在 超声 速 流 中 , 甚至 在 压强 向 下 游 减 小 时 , 通过 一 种 特殊 方式 也 
可 能 发 生 分 离 . 这 样 的 现象 可 以 通过 弱 激 波 与 分 离 的 结合 而 产生 , 这 时 激 波 本 
身 就 可 以 提供 产生 分 离 所 需 的 压强 增 量 , 并 且 在 激 波 前 方 区 域 中 , 压强 向 下 游 


@ 在 边界 层 中 必然 存在 一 个 紧 贴 固体 表面 的 亚 声速 区 , 激 波 根本 不 可 能 进入 这 个 区 域 , 在 讨论 激 
波 与 固体 表面 相交 时 , 我 们 忽略 这 个 情况 , 因为 这 对 下 述 讨论 是 无 关 紧 要 的 . 
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既 可 以 增加 , 也 可 以 减 小 . 

所 有 上 述 讨 论 只 适用 于 定常 相交 的 情形 ， 这 时 激 波 和 固体 处 于 相对 静止 
状态 . 我 们 来 研究 非 定 常 相 交 的 情形 , 这 时 在 外 部 产生 的 运动 激 波 入 射 到 固体 
上 , 激 波 与 固体 表面 的 交 线 沿 表面 移动 , 同时 发 生 激 波 的 反射 : 除了 入 射 激 波 ， 
还 形成 一 个 来 自 物体 表面 的 反射 激 波 . 

我 们 将 在 随 交 线 一 起 运动 的 坐标 系 中 研究 
这 种 现象 , 激 波 在 这 个 坐标 系 中 是 定常 的 . 最 简 
单 的 反射 图 像 是 , 反射 激 波 直接 来 自 交 线 . 这 样 
的 反射 称 为 正规 反射 (图 105). 如 果 给 定 入 射 激 
波 的 入 射 角 ai 和 强度 , 就 可 以 唯一 地 确定 2 区 
中 的 流动 . 在 反射 激 波 中 , 气体 速度 应 当 偏 转 一 
定 角 度 ， 以 便 重 新 平行 于 固体 表面 . 根据 这 个 角度 就 可 以 利用 激 波 极 线 方程 
确定 反射 激 波 的 位 置 和 强度 . 但 对 于 给 定 的 速度 偏转 角 , 激 波 极 线 确 定 了 两 个 
不 同 的 激 波 , 分 别 属于 弱 激 波 族 和 强 激 波 族 (8 92). 实验 数据 表明 ， 反 射 激 波 
其 实 总 是 属于 弱 激 波 族 ， 所 以 我 们 在 下 面 也 将 选取 这 样 的 解 . 这 时 必须 指出 ， 
当 入 射 激 波 强度 趋 于 零 时 , 反射 激 波 强度 也 趋 于 零 , 反射 角 as 趋 于 入 射 角 ai. 
这 自然 与 声学 近似 下 的 结果 是 一 致 的 . 在 
ai 一 0 的 极限 下 , 弱 反 射 激 波 逐 渐变 为 正 
面 入 射 时 所 得 到 的 反射 激 波 (8 100 习题 1). 

(理想 气体 中 ) 正规 反射 的 数学 计算 没 
有 任何 原则 上 的 困难 , 但 是 其 代数 运算 很 
繁琐 . 我 们 在 这 里 只 介绍 一 些 结果 @. 

根据 激 波 极 线 的 一 般 性 质 显然 可 以 看 
出 ， 并 不 是 入 射 激 波 参数 (入 射 角 al 和 压 
强 比 p/pi) 取 任 意 值 时 都 能 出 现 正规 反射 . 
当 压 强 比 pz/pi 给 定时 ,存在 一 个 最 大 可 
能 的 入 射 角 aa, 而 当 ai > aik 时 不 可 能 
出 现 正规 反射 . 当 zz/pi 一 1 时 , 最 大 入 射 
角 趋 于 90°, 即 正规 反射 对 于 任何 入 射 角 都 
106 是 可 能 的 . 而 当 po/pl -oo 时 , 最 大 入 射 





图 105 





加 可 以 在 以 下 专著 中 找到 关于 激 波 反射 的 更 加 详细 的 论述 ，Courant R., Friedrichs K. O. Super- 
sonic Flow and Shock Waves. New York: Interscience, 1948 (R. 柯 朗 K.O. 弗 里 德里 克 斯 . 超声 速 流 
与 冲击 波 . 李 维 新 , 徐 华 生 , 管 楚 译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1986). 第 四 章 ; Mises R. Mathematical Theory 
of Compressible Fluid Flow. New York: Academic Press, 1958. 还 可 以 参考 综述 文章 : Bleakney W., 
Taub A. H. Rev. Mod. Phys. 1949, 21: 584. 
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角 趋 于 某 个 与 y 有 关 的 值 . 对 于 空气 , 该 值 为 40°. 图 106 给 出 a 在 y=7/5 
和 y= 5/3 时 对 pi/pz 的 函数 关系 的 图 像 ， 

一 般 而 言 , 反射 角 aa 不 等 于 入 射 角 ai. 存在 这 样 一 个 入 射 角 的 值 a,, 当 
al < as 时 , 反射 角 as < al, 而 当 al > a 时 aa > aa. 这 
个 值 为 





1 Y—1 
0 = 本 arccos 一 7 


(对 于 空气 , a* = 39.2°). 值得 一 提 的 是 , 它 与 入 射 激 波 的 
强度 无 关 . 

当 ol > aak 时 , 正规 反射 是 不 可 能 的 , 入 射 激 波 在 
离开 物体 表面 某 个 距离 后 应 当 分 裂 ， 从 而 出 现 如 图 107 
所 示 的 图 像 , 其 中 有 三 个 激 波 和 一 个 来 自 入 射 激 波 分 裂 处 的 切 向 间断 面 (这 种 
结构 称 为 马赫 反射 ). 
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如 果 被 绕 流 物体 的 表面 有 拐角 , 则 在 研究 拐角 顶部 附近 的 流动 时 , 仍然 只 
需 考虑 一 小 段 角 顶 线 附近 的 区 域 即 可 , 于 是 可 以 认为 这 一 小 段 角 顶 线 是 直线 ， 
而 拐角 本 身 是 由 两 个 平面 相交 而 成 的 . 如果 流 
动 在 大 于 r 的 角形 区 域内 进行 , 我 们 就 称 之 为 7 
绕 凸 拐角 的 流动 ; 如 果 流 动 在 小 于 7 的 角形 区 
域内 进行 , 我 们 就 称 之 为 绕 凹 拐角 的 流动 . 


绕 拐角 的 亚 声速 流 在 性 质 上 与 不 可 压缩 流 77 2。 
体 绕 流 没有 任何 区 别 , 但 超声 速 绕 流 就 完全 不 。 四 ; 


同 了 , 其 重要 特性 是 会 形成 从 拐角 顶部 发 出 的 
间断 面 . 

我 们 首先 研究 超声 速 流 沿 拐 角 一 边 到 达 顶 
角 时 的 可 能 的 绕 流 方式 .根据 超声 速 流 的 一 般 
性 质 , 气流 在 到 达 顶 角 之 前 一 直 是 均匀 的 . 气流 
向 拐角 另 一 边 偏 转 的 过 程 发 生 在 来 自 顶 角 的 稀 
疏 波 中 ， 整 个 流动 图 像 被 弱 间 断面 (图 108 中 
的 Oo 和 O06) 分 为 三 部 分 : 沿 40 边 运 动 的 均 
匀 流 1 在 稀疏 波 2 中 发 生 偏 转 , 然后 又 沿 拐角 
另 一 边 匀 速 运动 . 我 们 注意 到 , 在 这 样 的 绕 流 中 108 
根本 不 会 形成 任何 汕 流 区 ， 但 在 不 可 压缩 流体 
的 类 似 绕 流 中 必然 形成 一 个 以 角 顶 线 为 分 离线 的 测 流 区 (参看 图 24). 
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设 wv 是 来 流 (图 108 中 的 1 区 ) 的 速度 , cl 是 来 流 中 的 声速 . 根据 弱 间 汤 
面 Oa 与 流 线 之 间 的 夹 角 是 马赫 和 角 的 条 件 , 直接 由 马赫 数 Mi = vi/es 即 可 确 
定 Oa 的 位 置 . 稀疏 波 中 的 速度 和 压强 的 变化 可 由 公式 (109.12) 一 (109.15) 确 
定 , 为 此 只 需 指定 一 个 参考 方向 , 以 便 给 出 这 些 公式 中 的 角 p. 射线 po = 0 对 应 
=c= co 而 当 Mi > 1 时 其 实 并 不 存在 这 样 的 直线 , 因为 处 处 都 有 w/e > 1. 
但 是 , 如 果 想 象 稀疏 波 在 形式 上 进入 Oa 左边 的 区 域 , 则 利用 公式 (109.12) 求 
出 , 间断 面 Ow 应 当 对 应 角 yp 的 一 个 值 


= /T+ arccos 4 
VP1 二 ~y—1 Cr’ 


并 且 从 方向 Oa 到 方向 0b 时 , 角 op 应 当 增 大 . 当 速 度 方向 开始 平行 于 拐角 的 
边 OB 时 , 间断 面 O8 的 位 置 也 就 确定 下 来 . 

在 稀疏 波 中 , 气流 偏转 角 不 能 大 于 在 8 109 习题 2 中 计算 出 来 的 值 xnax. 
如 果 被 绕 流 的 角 6 小 于 7 一 xmax, 则 稀疏 波 不 可 能 使 气流 偏转 所 需 角度 , 从 而 
出 现 如 图 108 (b) 所 示 的 流动 图 像 . 于 是 , 稀 朴 波 2 一 直到 达 压 强 为 零 的 位 置 
为 止 (到 达 06 线 ), 即 稀 朴 波 与 固 壁 被 一 个 真空 区 3 隔 开 ， 

然而 上 述 流动 方式 不 是 唯一 可 能 的 方式 . 在 如 图 109 和 110 所 示 的 流 
动 方式 中 , 紧 贴 拐角 另 一 边 的 是 静止 气体 区 域 , 它 与 运动 气体 区 域 被 一 个 切 向 
间断 面 隔 开 . 切 向 间断 面 通常 发 展 为 一 个 测 流 区 , 所 以 在 上 述 情形 中 会 出 现 分 
离 @. 在 稀疏 波 (图 109) 或 激 波 (图 110) 中 , 气流 发 生 一 定 偏转 , 但 是 只 有 当 
激 波 不 太 强 时 , 气流 通过 激 波 时 才能 发 生 偏转 (根据 前 一 节 的 一 般 性 讨论 )， 








图 109 图 110 


在 这 样 或 那样 的 具体 情形 中 究竟 出 现 上 述 流动 方式 中 的 哪 一 种 ， 一 般 而 
言 取决 于 远离 拐角 处 的 流动 条 件 . 例如 , 当 气 体 从 喷 管 流出 时 ( 喷 管 出 口 的 边 


@ 根据 实验 结果 , 气体 的 可 压缩 性 使 切 向 间断 面 所 引起 的 油 流 区 具有 稍 小 的 张 角 . 
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缘 是 拐角 的 顶点 ), 气体 的 出 口 压强 pi 与 外 部 介质 压强 pe 之 闻 的 相互 关系 非 
常 重要 . 如 果 pe。 < pl, 则 流动 类 型 如 图 109 所 示 . 这 时 , 稀疏 波 的 位 置 和 张 角 
可 由 3 区 和 4 区 中 压强 都 等 于 p。 的 条 件 确定 , 并 且 pe 越 小 , 气流 必须 转 过 的 
角度 就 越 大 . 但 是 , 如 果 图 109 中 的 被 绕 流 拐角 8 过 大 , 则 气体 压强 可 能 无 法 
达到 所 需 的 值 p。, 即 在 压强 下 降 到 pe 之 前 , 速度 方向 就 平行 于 拐角 的 边 OB 
了 . 所 以 , 喷 管 出 口 边缘 附近 的 流动 类 型 如 图 108 (a) 所 示 . 这 时 , 出 口 OB 外 
侧 附近 的 压强 完全 取决 于 角 6, 而 与 压强 p。 无 关 . 只 有 当 气 流离 开 出 口 一 段 
距离 后 , 压强 才 最 终 下 降 到 pe. 

如 果 pe > pi, 则 绕 喷 管 出 口 边缘 的 流动 类 型 如 图 110 所 示 , 这 时 从 出 口 边 
缘 发 出 一 个 激 波 , 压强 因而 从 pi 升 高 到 ps 然而 , 这 样 的 情形 仅 在 p。 没有 超 
过 pi 太 多 时 才 是 可 能 的 , 这 时 的 激 波 强度 不 会 太 大 , 否则 , 如 $97 所 述 , 在 喷 
管内 壁 上 会 发 生 分 离 , 激 波 随 之 进入 喷 管内 部 ， 


下 面 研究 绕 凹 拐角 的 流动 . 在 亚 声 速 情形 下 ， 这 
种 绕 流 伴 随 着 分 离 , 它 发 生 在 拐角 项 点 前 面 某 个 距离 
上 ( 见 840 最 后 ), 但 在 超声 速 来 流 的 情形 下 , 流动 方 


向 的 改变 可 以 在 来 自 拐角 顶点 的 激 波 中 实现 (图 111). 
这 里 还 必须 说 明 , 这 种 简单 的 无 分 离 流 动 方式 仅 在 激 
波 不 太 强 时 才 是 实际 可 能 的 ， 激 波 强度 随 气流 偏 折 角 x 的 增加 而 增加 , 于 是 
可 以 说 , 仅 在 x 值 不 太 大 时 才 可 能 出 现 无 分 离 绕 流 , 

现在 研究 流向 枫 形 顶点 的 自由 超声 速 流 的 流动 图 像 (图 112), 从 枢 形 项 点 
发 出 两 个 激 波 , 来 流通 过 激 波 后 向 分 别 平行 于 攀 形 两 边 的 方向 偏 折 . 我 们 在 前 
一 节 中 已 经 解释 过 , 这 正好 就 是 能 够 从 国 
体 表 面 发 出 任意 强度 激 波 的 特殊 情形 . 

如 果 已 知 来 流 1 的 速度 v1 和 声速 cl， 
就 可 以 确定 激 波 的 位 置 和 激 波 后 方 区 域 中 
的 气流 . 速度 ws 的 方向 应 当 平行 于 槐 形 的 
边 O4: 


图 111 


V2y 

a 一 tan X， 
所 以 , 如 果 从 坐标 原点 引 一 条 射线 , 使 它 与 
横 做 标 轴 之 间 的 夹 角 为 已 知 角 x ( 见 图 64)， 
利用 这 条 射线 就 可 以 直接 从 激 波 极 线 确定 
va 和 激 波 的 角 yp, 这 在 892 中 详细 讲 过 . 我 
们 已 经 看 到 , 当 X 给 定时 , 激 波 极 线 给 出 具 
有 不 同 y 值 的 两 个 不 同 的 激 波 .其 中 一 个 激 波 较 弱 (对 应 于 图 64 中 的 点 B), 它 
一 般 使 流动 保持 为 超声 速 流 , 而 另 一 个 激 波 较 强 , 它 使 流动 变 为 亚 声 速 流 . 在 





图 112 
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所 研究 的 情形 下 , 对 于 绕 有 限 模 形 的 流动 , 应 当 总 是 选取 前 者 , 即 “ 弱 族 ” 激 波 . 
必须 注意 , 这 种 选择 其 实 取决 于 远离 攀 形 处 的 流动 条 件 . 在 绕 很 尖锐 攀 形 (x 很 
小 ) 的 流动 中 形成 的 激 波 显 然 应 当 很 弱 ， 自 然 可 以 认为 , 随 着 模 顶 角 的 增加 ， 
激 波 强度 单调 增加 , 这 正好 相当 于 沿 激 波 极 线 
(图 64) 的 弧 QC 从 点 @ 向 点 C 移动 @. 
我 们 在 892 中 还 看 到 , 速度 矢量 在 激 波 中 
的 偏 折 角 不 能 大 于 某 个 确定 值 xmax (与 Mi 有 
关 ). 所 以 , 如 果 被 绕 流 模 形 的 任何 一 边 与 来 流 
> 方向 的 夹 角 大 于 xmax, 则 上 述 流动 图 像 是 不 可 
能 的 (在 这 种 情形 下 ,， 棉 形 附近 的 气流 应 当 是 
亚 声速 的 ,因为 在 枢 形 前 方 某 个 位 置 上 其 实 会 
图 113 出 现 激 波 , 见 8122). 因为 xmax 是 Mi 的 单调 
增 函 数 , 所 以 也 可 以 说 , 当 角 x 的 值 给 定时 , 来 
流 的 马赫 数 Mi 应 当 大 于 某 个 确定 值 Mimin. 
我 们 最 后 指出 , 如 果 槐 形 两 边 相 对 于 来 流 的 位 置 如 图 113 所 示 , 则 激 波 当 
然 只 出 现在 模 形 的 一 侧 , 而 气流 在 另 一 侧 的 偏转 是 通过 稀疏 波 实现 的 . 





习 题 


1. 设 在 绕 项 角 极 小 (X 安 1 的 棉 形 的 流动 中 , 马 南 数 Mi 的 值 不 是 太 大 ,Mix 之 1， 
求 激 波 的 位 置 和 强度 ， 

解 : 当 X 安 1 时 , 激 波 极 线 给 出 bp 的 两 个 值 , 一 个 接近 /2 (在 图 64 中 接近 点 局)， 
一 个 接近 马赫 角 al (接近 点 @). 后 者 对 应 着 我 们 所 关心 的 弱 族 激 波 . 当 X 和 全 1 时 ， 从 


(92.11) 有 


y+1 M? 


Y + 1 2 
Mi 一 XN . 
tan C1 Xx 了 


Me2sin2p 一 1 xX 








把 这 个 表达 式 代入 (92.9), 求 出 








我 们 寻求 形 如 yp 二 aol 十 e 的 角 yp, 式 中 E < 委 al 从 同样 表达 式 求 出 
?7+l_ ML 
4 VM? oe 


当 Mi 六 1 时 , 角 al 心 1/Mi, 所 以 为 使 所 得 公式 成 立 , 应 有 xMi 1. 


9 一 al 三 


@ 但 请 对 比 486 页 的 脚注 ， 至 于 线 两 个 无 穷 大 平面 相交 而 成 的 尖 模 的 流动 , 这 种 形式 上 的 问题 
没有 物理 意义 . 
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2. 题目 同上 , 但 马赫 数 Mi 很 大 , 使 Mix 六 1. 
解 : 在 这 种 情形 下 , 角 p 和 X 是 同 阶 的 小 量 . 从 (92.11) 求 出 
-1+1y. 
对 于 压强 比 , 根据 (92.9)， 


2 1 
Pa 2 Mg? = 270+ ) ay. 


pp 7+1 
激 波 后 的 Mz 值 为 (根据 (92.12)) 


1 
Ms xV70-D i JJ 


即 Mz 仍然 远大 于 1, 但 并 不 远大 于 1/X. 在 同样 的 近似 下 ， 
PItl wl 
Pp: Jl 人 记 


( 差 值 v1 一 vs ~ V1X2)， 所 以 ,马赫 数 的 降低 其 实 只 与 声速 的 增加 有 关 : Ma2/NMi = ci/cz. 
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被 绕 流 物体 表面 尖锐 突起 附近 的 定常 超声 速 流 是 三 维 的 ， 所 以 比 绕 前 缘 
是 直线 的 横 形 的 流动 复杂 得 多 . 我 们 在 这 里 研究 一 个 能 够 完全 解决 的 问题 , 即 
轴 对 称 尖锐 突起 的 绕 流 问题 . 

在 轴 对 称 尖锐 突起 的 顶点 附近 ， 可 以 
把 该 突起 看 做 一 个 正 圆锥 ， 于 是 问题 归结 
为 研究 沿 轴线 方向 的 均匀 来 流 绕 细 长 圆锥 
的 流动 . 定性 的 流动 图 像 如 下 所 述 . 

与 绕 枫 形 的 平面 流动 相 类 似 ， 在 气流 
中 必定 出 现 一 个 激 波 (A. 布 泽 曼 , 1929). 从 
对 称 性 显然 可 知 ， 这 个 激 波 是 与 被 绕 流 贺 
锥 具有 共同 轴线 和 顶点 的 圆锥 面 (图 114 
表示 由 一 个 通过 圆锥 轴线 的 平面 在 圆锥 上 
截取 的 截面 ). 但 是 , 与 平面 流动 情形 不 同 
的 是 , 这 里 的 激 波 并 没有 使 气体 速度 偏转 图 114 
整个 x 角 , 以 便 让 气体 沿 圆锥 表面 流动 (2x 
是 圆锥 的 项 角 ). 在 通过 间断 面 之 后 , 流 线 变 弯 并 渐 近 地 趋 于 被 绕 流 圆锥 的 母 
线 . 流 线 变 弯 的 过 程 伴随 着 密度 的 进一步 增加 (在 激 波 中 密度 也 会 增加 ) 和 速 
度 的 相应 减 小 . 
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速度 的 方向 和 大 小 在 激 波 中 的 变化 可 由 激 波 极 线 来 确定 ， 并 且 这 里 的 解 
对 应 着 激 波 极 线 的 “ 弱 分 支 "@. 因此 ,对 于 来 流 马赫 数 Mi = wy/el 的 每 一 个 
值 , 都 存在 一 个 确定 的 圆锥 半 顶 角 极限 值 xmax 在 该 极限 值 之 外 不 可 能 存在 这 
样 的 绕 流 , 于 是 激 波 会 从 锥 体 顶 点 “脱离 ”. 因为 气流 在 通过 激 波 后 还 会 进一步 
偏转 方向 , 所 以 圆锥 绕 流 的 xmax 值 大 于 平面 绕 流 ( 槐 形 绕 流 ) 情形 下 的 xmax 
值 ( 当 Mi 相同 时 ). 刚刚 通过 激 波 的 气流 通常 仍 是 超声 速 的 , 但 也 可 能 是 亚 声 
速 的 ( 当 x 接近 xmax 时 )， 激 波 后 面 的 超声 速 流 随 着 接近 圆锥 表面 而 可 能 变 
为 亚 声速 流 , 于 是 速度 在 确定 的 圆锥 面 上 会 跨 过 声速 . 
圆锥 形 激 波 与 来 流 中 的 所 有 流 线 之 间 的 夹 角 相同 , 所 以 激 波 是 等 强度 的 . 
由 此 可 知 ( 见 下 文 8114), 激 波 后 面 的 流动 也 是 等 焙 的 势 流 . 
根据 问题 的 对 称 性 和 自 相 似 性 (在 问题 的 条 件 中 没有 任何 作为 常量 的 特 
征 长 度 ) 显然 可 知 , 在 激 波 后 面 的 气流 中 , 所 有 物理 量 (速度 、 压 强 ) 的 分 布 都 
只 是 角 9 的 函数 , 这 里 的 9 是 从 圆锥 顶点 指向 所 讨论 的 点 的 径 矢 与 圆锥 轴线 
图 114 中 的 > 轴 ) 之 间 的 夹 角 . 所 以 , 运动 方程 化 为 常 微分 方程 , 这 些 方程 
在 激 波 上 0 : 而 在 加 局 表面 上 的 边界 条 件 要 求 





(113.1) 


趋 于 零 (const 是 与 Mi 以 及 气体 类 型 均 无 关 的 煞 ) 

圆锥 绕 流 问题 仅 在 圆锥 顶 角 很 小 的 极限 下 才 可 能 有 解析 解 (T. von 卡门 ， 
N. B. 穆 尔 , 1932). 显然 , 在 这 种 情形 下 , 整个 空间 中 的 气体 速度 与 来 流速 度 vi 
只 有 很 小 的 差别 . 用 字母 v 表示 所 讨论 的 点 的 气体 速度 与 速度 v1 之 间 的 微小 
差 值 , 再 引入 它 的 势 函 数 y, 我 们 就 可 以 对 后 者 应 用 线性 化 方程 (114.4). 如 果 
引入 极 轴 沿 圆锥 轴线 的 柱 面 坐标 z, 7, w (w 是 极 角 ), 则 该 方程 的 形式 化 为 


Ey ( 如 ) LD (113.2) 


Br ) nia dr2 








加 不 过 , 对 于 某 些 形状 “奇特 " 的 被 绕 流 物体 , 情况 并 非 如 此 . 例如 , 对 于 位 于 宽大 钝 体 前 缘 的 锥 
体 的 绕 流 , 存在 一 些 规定 来 选取 “ 强 族 " 激 波 . 

回 见 : Taylor G.I., Maccol J. W. Proc. Roy. Soc. A. 1933, 139: 278; Maccol J. W. Proc. Roy. Soc. 
A. 1937，159: 459， 还 可 以 参考 以 下 教材 中 的 叙述 : Kowma H.E., Ku6ens H. A., Pose H.B. Teope- 
THHeCKAA THRXPOMeXaHEKa- H. 2. Mocksea: 中 usMarra3，1963 (Kochin N.E., Kibel 1.A., Roze N.YV. 
Theoretical Hydrodynamics. Vol. 2. New York: Wiley, 1964), §27. 
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对 于 轴 对 称 流动 , 则 有 


10 1 82 1_ go 
式 中 已 经 引入 记号 
B= (ME -1)V2. (113.4) 


为 了 使 速度 分 布 只 是 角 9 的 函数 , 势 函 数 应 当 具有 形式 
p= 7f(6), §€= = tang. 
代入 方程 后 得 到 函数 f(€) 的 方程 
é(1 —B2é2)1" + f' =0, 
它 的 解 是 初等 函数 , 平凡 解 f= const 对 应 均匀 流 , 另 一 个 解 为 


f = const (vi — p282 — arcosh 话 ) 
圆锥 表面 上 ( 即 当 & = tanx Sx 时 ) 的 边界 条 件 为 
wr sl 
i oo 人 x (113.5) 
即 r= wxXx. 由 此 求 出 const = vix?, 从 而 最 终 得 到 势 函数 的 以 下 表达 式 (在 区 
域 z > Br 中 )@: 





yp = Ux (va — B272 — x arcosh 部) (113.6) 
我 们 注意 到 , p 在 + 一 0 时 具有 对 数 奇 异性 . 
由 此 求 出 速度 分 量 : 
vs = 一 01X2 arcosh 不 ， vr 一 2 22 一 B272. (113.7) 


利用 公式 (114.5) 可 以 计算 圆锥 表面 上 的 压强 . 因为 在 > 一 0 时 具有 对 数 奇 
异性 , 所 以 圆锥 表面 上 ( 当 * 很 小 时 ) 的 速度 w 远大 于 w, 于 是 在 压强 公式 中 
只 须 保 留 v2 项 . 结果 得 到 

Pp—pi = p12x? (去 — z) ; (113.8) 
当 Mi 远大 于 1/x 时 ,所 有 这 些 用 线性 理论 得 到 的 公式 就 不 再 适用 了 ( 见 8127). 


@ 在 所 用 近似 下 , 圆锥 面 = = pr 是 弱 间 斯 面 . 在 下 一 级 近似 下 会 出 现 激 波 , 其 强度 (压强 的 相对 
间断 值 ) 正比 于 x4, 而 半 锥 项 角 超 过 马赫 角 的 部 分 也 正比 于 x4， 
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我 们 在 下 面 将 遇 到 很 多 几乎 处 处 都 可 以 把 可 压缩 气流 看 做 势 流 的 重要 情 
形 . 这 里 将 推导 势 流 的 一 般 方程 , 并 在 一 般 形式 下 讨论 其 适用 性 问题 @. 

激 波 一 般 会 破坏 可 压缩 气流 的 有 势 性 . 在 一 般 情形 下 , 势 流 在 穿 过 激 波 后 
就 变 成 有 旋 流 . 但 是 , 定常 势 流 穿 过 等 强度 激 波 (强度 沿 整个 激 波 面 不 变 ) 就 
是 例外 , 例如 均匀 流 穿 过 一 个 激 波 并 且 该 激 波 与 每 条 流 线 之 间 的 夹 角 都 相同 
的 情形 @. 在 这 些 情形 下 , 激 波 后 面 的 流动 仍然 是 势 流 . 

为 了 证 明 这 个 结论 , 我 们 利用 以 下 形式 的 欧 拉 方程 : 


sv 一 UV XIroty 一 -vp 
(请 对 比 (2.10)), 即 
v2 
v (w+ 入) —V Xrotv = TVYs, 


这 里 已 经 应 用 了 热力 学 关系 式 dw = 人 ds 十 dp/p. 但 是 , 在 激 波 前 面 的 势 流 中 
也 十 V2/2 = const, 而 这 个 量 在 激 波 上 连续 , 所 以 它 在 激 波 后 面 处 处 相同 , 于 是 
90 Xroty = —TVs. (114.1) 


激 波 前 面 的 势 流 是 等 烂 的 . 在 任意 激 波 的 一 般 情形 下 , 炉 的 间断 值 在 整个 
激 波 面 上 是 变化 的 , 在 激 波 后 面 的 区 域内 , 梯度 Vs 关 0, 所 以 rotv 也 不 为 零 . 


@ 本 节 暂 不 作 平 面 流 假设 . 
@ 在 研究 模 形 或 圆锥 的 超声 速 绕 流 时 (8112, 8 113), 我 们 已 经 过 到 过 这 种 情形 . 
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但 是 , 如 果 激 波 是 等 强度 的 , 则 烂 的 间断 值 也 是 常量 , 所 以 激 波 后 面 的 流动 也 
是 等 箭 的 , 即 Vs = 0. 由 此 可 知 , 或 者 rotv = 0, 或 者 矢量 w% 与 rotwv 处 处 彼此 
平行 . 但 后 者 是 不 可 能 的 , 因为 y 在 激 波 上 总 有 非 零 的 法 向 分 量 , 而 rotw 的 
法 向 分 量 为 零 (rotwv 的 法 向 分 量 是 由 速度 切 向 分 量 的 切 向 导数 给 出 的 ， 而 速 
度 的 切 向 分 量 在 间断 面 上 连续 ). 

激 波 不 破坏 流动 有 势 性 的 另 一 个 重要 情形 是 弱 激 波 . 我 们 已 经 看 到 (§ 86)， 
在 弱 激 波 中 , 入 的 间断 值 与 压强 间断 值 或 速度 间断 值 相 比 是 三 阶 小 量 . 所 以 从 
(114.1) 可 见 , 在 激 波 后 面 , rotv 也 是 三 阶 小 量 . 这 样 就 可 以 认为 , 激 波 后 面 的 
流动 在 忽略 高 阶 小 量 的 情况 下 是 势 流 . 

对 于 任意 的 定常 有 势 可 压缩 气流 ,我 们 来 推导 速度 势 的 一 般 方程 ， 为 此 ， 
利用 欧 拉 方程 


Vp C2 
bb.Vio=-- 全 =- 二 V 
(wv.V) Sp 


从 连续 性 方程 div(pv) = pdivv 十 v.:Vp = 0 中 消去 密度 , 得 到 
Cdivo—v.(v.V)v=0. 
按照 v= Vp 引入 速度 势 并 写 出 矢量 表达 式 的 分 量 形式 , 我 们 求 出 所 需 方 程 : 


(c2 PE) pr 十 (© > pL) py 十 (e we pL) pss 2(popvpoy 和 PyPzPyz 十 zepzz) =0 
(114.2) 
(这 里 的 下 标 表 示 偏 导数 ). 特别 地 , 对 于 平面 流动 ， 


(© Es pl)por 十 (cz p2) pyy < 2pcpypoy =0. (114.3) 


在 这 些 方程 中 ， 声 速 本 身 应 当 表 示 为 速度 的 函数 ， 这 在 原则 上 可 以 利用 伯 努 
利 方程 w + v3/2 = const 和 等 米 方 程 s = const 实现 (对 于 多 方 气体 , c 对 v 的 
依赖 关系 由 公式 (83.18) 给 出 ). 

如 果 整 个 空间 中 的 气体 速度 在 大 小 和 方向 上 都 与 无 穷 远 处 来 流速 度 相 差 
不 大 , 则 方程 (114.2) 可 以 大 为 简化 @. 这 还 意味 着 激 波 较 弱 (如 果 激 波 存在 )， 
因而 不 破坏 流动 的 有 势 性 . 

从 v 中 分 离 出 保持 恒定 的 来 流速 度 v1, 从 而 写 出 v=wv1 十 v', 其 中 wv 是 
小 量 . 引入 v' 的 速度 势 ww = Vp!', 从 而 代替 总 速度 的 速度 势 p. 该 速度 势 
的 方程 得 自 (114.2), 为 此 只 要 利用 代 换 p = w + zwvi (选取 指向 矢量 w 方向 
的 z 轴 ). 然后 , 把 w 看 做 小 量 并 忽略 所 有 高 于 一 阶 的 项 , 我 们 得 到 以 下 线性 


加 我 们 在 $113 中 已经 过 到 过 这 样 的 情形 ( 绕 细 长 锥 体 的 流动 )， 在 研究 绕 任意 扁平 物体 的 可 压 
缩 流 时 还 将 过 到 该 情形 . 
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方程 Pp Fp Pp 
Or7 + Oy7 1 Gz3 
式 中 Mi = wy/ei, 并 且 这 里 的 声速 自然 取 它 在 无 穷 远 处 的 给 定 值 . 

在 这 种 近似 下 , 气流 中 任何 一 点 的 压强 都 可 以 通过 速度 表示 出 来 , 获得 相 
应 公式 的 方法 如 下 . 把 p 看 做 ww 的 函数 ( 当 s 给 定时 ), 再 利用 (Buw/6p)。 = 1/p， 
我 们 写 出 








(1 — MI) =0, (114.4) 


Pp—D 完 ( 噬 ) (一 Wi) = p(w 一 Wi)， 
而 根据 伯 努 利 方程 , 我 们 有 
Ww — Wi = -zl(o 十 0)2 一 o] -2 + 2) — vivs, 

所 以 

Pp—pi=—pivivs 一 时 ( 吕 + v2). (114.5) 
一 般 而 言 , 在 这 个 表达 式 中 应 当 保 留 横向 速度 平方 项 ， 因 为 在 x 轴 附 近 的 区 
域内 (特别 是 在 被 绕 流 扁平 物体 的 表面 上 ), 导数 8g//8y，Byp1/8z 可 能 远大 于 
OP/07. 

但 是 , 如 果 马 赫 数 Mi 很 接近 1 ( 跨 声 速 流 ), 使 方程 (114.4) 中 第 一 项 的 系 
数 变 得 很 小 , 则 该 方程 不 再 适用 . 显然 , 在 这 种 情况 下 还 应 当 保留 速度 势 p 对 
坐标 z 的 导数 的 更 高 阶 项 . 为 了 推导 相应 的 方程 , 我 们 再 次 回 到 原 方程 (114.2)， 
它 在 忽略 显然 很 小 的 一 些 项 以 后 化 为 


( 过 全) zz 十 Pyy 十 zz 一 0. (114.6) 


在 所 研究 的 情况 下 , 速度 we ~ v, 声速 c 接近 临界 速度 c。, 因而 可 以 写 出 





c 一 cx 一 (一 ce) 和 


》 


oo-o(1- 5 ) 
根据 (83.4), 当 v=c=c 时 有 dp/du = -py/e, 据 此 写 出 ( 当 w= cs 时 ) 


cea 
dv dpdv 


即 





cdp’ 
所 以 
-adlpa 


人 C dp 





= Qs(cs — v0). (114.7) 
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我 们 在 这 里 已 经 利用 了 导数 d(pc)/dp 的 表达 式 (99.9), 以 及 a 的 表达 式 (102.2) 
在 v=c 时 的 值 w, (对 于 多 方 气体 , a 是 常数 , 所 以 ay = a= (y+1)/2). 在 同 
样 的 精度 下 , 这 个 等 式 的 形式 可 以 改写 为 
VU dO 
i 各 1) | (114.8) 
此 式 给 出 跨 声 速 情 况 下 马赫 数 M 与 M, 之 间 的 一 般 关 系 . 

利用 这 个 公式 , 我 们 有 


最 后 , 按 代 换 
Pp cr(T+ Pp) 
引入 新 的 速度 势 , 于 是 现在 有 
Qe er 1 Os CF 
二 1, = i | (114.9) 


把 这 些 表达 式 全 部 代入 (114.6), 最 后 得 到 跨 声 速 流 的 速度 势 方程 (各 点 速度 大 


致 平行 于 z 轴 ): 
OpOp Gp yp 
Or Br B77 一 Oy? B27 
在 这 里 , 气体 的 性 质 只 通过 常数 a 表现 出 来 . 我 们 将 在 下 面 看 到 , 跨 声 速 流 
的 全 部 性 质 对 气体 具体 类 型 的 依赖 关系 完全 取决 于 这 个 常数 . 
在 Mi 值 非常 大 的 另 一 种 极限 情形 下 , 线性 方程 (114.4) 也 不 适用 , 更 何况 
在 这 样 的 Mi 下 , 由 于 强 激 波 的 出 现 , 根本 不 能 再 认为 实际 流动 是 势 流 了 ( 见 
§127). 


(114.10) 
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设 气体 的 定常 超声 速 平 面 流 在 无 穷 远 处 是 均匀 流 ， 它 绕 过 一 个 弯曲 的 剖 
面 后 发 生 偏转 , 我 们 来 确定 描述 这 种 流动 的 方程 的 解 的 一 般 形式 . 我 们 在 研究 
拐角 附近 的 流动 时 已 经 遇 到 过 一 个 特 解 ， 相 应 流动 在 本 质 上 就 是 沿 拐角 一 边 
的 平面 流 在 拐角 顶部 发 生 偏转 .在 这 个 特 解 中 , 包括 速度 的 两 个 分 量 、 压强 和 
密度 在 内 的 所 有 的 量 , 都 只 是 角 y 这 一 个 变量 的 函数 , 所 以 每 一 个 量 都 可 以 表 
示 为 其 中 一 个 量 的 函数 . 因为 这 个 解 应 当 是 待 求 的 一 般 解 的 特殊 情形 , 所 以 为 
了 寻求 这 个 一 般 解 , 自然 可 以 要 求 p, p, wz, vy ( 取 运 动 平面 为 zy 平面 ) 中 的 
每 一 个 量 都 能 表示 为 其 中 一 个 量 的 函数 . 当然 , 这 个 要 求 对 运动 方程 的 解 有 很 
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大 的 限制 , 这 样 得 到 的 解 根 本 不 是 这 些 方程 的 通 解 . 在 一 般 情形 下 , 量 p, p, we， 
vw 是 两 个 坐标 z, y 的 函数 , 每 一 个 量 都 可 以 表示 为 其 中 两 个 量 的 函数 . 

因为 在 无 穷 远 处 是 均匀 流 , 其 中 包括 粹 s 在 内 的 所 有 的 量 都 是 常量 , 而 在 
理想 流体 定常 流 中 , 箭 沿 流 线 保 持 不 变 , 所 以 显然 可 知 , 只 要 在 气体 中 没有 激 
波 , 在 整个 空间 中 就 有 s = const. 下 面 假设 在 气体 中 没有 激 波 . 





欧 拉 方程 和 连续 性 方程 的 形式 为 
wp Ovr 1 9p 
“Bz Py Oy ~ pez 


总 Co)+ 训 oo)=0 
把 偏 导数 写成 雅 可 比 行列 式 的 形式 , 我 们 把 这 些 方程 改写 为 
vO O(vz, 功 O(vz, 2) _ a Ol(p, y) 
“Br,y) VOY pz,Y)’ 
Bwy, Y) _, Olvy, 7) _ 1 Op, 7). 
“lc 人 “Ox,y) pA(r, y)’ 
O(pvz, y) _ Ol(pvy, 7) 
(zx, Y) O(z, Y) 
现在 取 zx, p 为 自 变量 . 为 了 实现 相应 变换 , 只 要 让 上 述 方程 溢 以 8(z, y)/3(z, p) 
即 可 , 所 得 方程 在 形式 上 完全 不 变 , 只 是 所 有 雅 可 比 行列 式 中 的 分 母 9(z, y) 都 
要 改 为 8(z, p). 我 们 来 展开 这 些 雅 可 比 行列 式 , 这 时 应 当 注 意 , 在 自 变 量 z 和 


2 下 , 所 有 的 量 p, we, vy 都 被 假设 为 只 与 p 有 关 的 函数 , 所 以 它们 对 z 的 偏 导 
数 等 于 零 . 于 是 得 到 


























一 0. 


Oy\ dp dw Oy Ovz\ _ 
(wn) 并 + ( 禾 - 员 窜 )- 
(其 中 8y/6z 表示 (ay/az)p). 在 这 些 方程 中 , 除了 6wy/6x, 其 余 所 有 的 量 按 上 
述 假设 都 只 是 p 的 函数 , 而 不 显 含 z. 根据 这 些 方程 首先 可 以 断定 , 6y/6c 也 


只 是 p 的 函数 : 
(RB) =A 
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从 而 
y= £2f(p) + fal(p), (115.1) 
式 中 fo(p) 是 压强 的 任意 函数 . 

如 果 直 接 利用 我 们 已 经 知道 的 一 个 特 解 , 即 绕 拐角 流动 的 稀疏 波 解 ($ 109， 
$112), 就 可 以 不 再 作 进 一 步 计 算 . 我 们 记得 , 在 这 个 解 中 , 所 有 的 量 (包括 压强 ) 
沿 每 一 条 通过 拐角 顶点 的 直线 (特征 线 ) 都 保持 不 变 . 这 个 特 解 显 然 对 应 于 一 
般 表达 式 (115.1) 中 的 任意 函数 户 (p) 恒 等 于 零 的 情形 . 函数 方 (p) 可 由 8109 
中 的 公式 确定 . 

当 p 取 不 同 常量 值 时 , 方程 (115.1) 在 zy 平面 内 确定 一 族 直线 , 这 些 直线 
在 每 一 点 都 以 马赫 角 与 流 线 相交 , 在 户 =0 的 特 解 中 , 直线 族 y = zfi(z) 具有 
这 种 性 质 , 由 此 显然 可 以 看 出 这 个 结果 . 因此 , 在 一 般 情况 下 , (从 物体 表面 出 
发 的 ) 一 族 特 征 线 是 一 族 直 线 , 并 且 所 有 的 量 沿 该 族 直 线 保持 不 变 . 不 过 , 这 些 
直线 现在 不 再 具有 共同 的 交点 . 

从 数学 上 讲 , 所 研究 流动 的 上 述 性 质 完全 类 似 于 一 维 简单 波 的 性 质 . 在 一 
维 简 单 波 中 , 一 族 特 征 线 是 zt 平面 上 的 直线 ( 见 8101，8$103，8104)， 因 此 ， 
所 讨论 的 这 种 流动 在 定常 (超声 速 ) 平面 流动 理论 中 所 处 的 地 位 , 与 简单 波 在 
非 定 常 一 维 流动 理论 中 所 处 地 位 是 相同 的 . 鉴于 该 类 比 关系 , 这 种 流动 也 称 为 
简单 波 . 例如 , 对 应 于 户 =0 情形 的 稀疏 波 称 为 中 心 简单 波 . 

就 像 非 定常 情形 那样 , 定常 简单 波 最 重要 的 性 质 之 一 是 : 在 zy 平面 上 , 与 
均匀 流 区 域 相 邻 的 任何 区 域内 的 流动 都 是 简单 波 ( 见 8104). 

我 们 现在 说 明 , 对 于 绕 给 定 剖 面 的 流动 , 怎样 才能 求 出 简单 波 . 

图 115 给 出 被 绕 流 的 剖面 , 它 在 点 
O 左边 是 直线 , 在 右边 开始 变 弯 . 在 超 
声速 流 中 , 边界 弯曲 对 流动 的 影响 自然 
只 向 来 自 点 O 的 特征 线 O4 的 下 游 传 
播 . 所 以 , 这 条 特征 线 左边 的 流动 是 均 
匀 流 (用 下 标 1 表示 与 此 相应 的 物理 
量 的 值 ). 在 这 个 区 域 中 , 所 有 特征 线 都 
互相 平行 , 它们 与 z 轴 的 夹 角 为 马赫 角 
al = arcsin(cl /v1). 

在 公式 (109.12) 一 (109.15) 中 , 特征 线 的 倾角 w 从 v=c=c 的 射线 算 起 . 
这 表示 (请 对 比 8112), 特征 线 O4 应 当 对 应 角 y 的 以 下 值 : 


一 o/s arccos 乌 
Pp1 Jy—1 Ca 


而 在 下 面 应 当 认 为 角 p 从 Oh' 算 起 (图 115). 于 是 , 特征 线 与 z 轴 的 夹 角 为 
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gp。 一 9, 其 中 p= al 上 +ol, 根据 公式 (109.12) 一 (109.15), 速度 和 压强 可 以 通过 
角 2 表示 如 下 : 


vz 一 vcos0， vy = vsing, (115.2) 


vy We sin 2 /T= SEE ie (115.3) 

0 = 0, — 9— arctan (VS otf ir), (115.4) 
7 二 27/(Y—1) 

p= p, (ev y+i io) (115.5) 


特征 线 方程 可 以 写 为 以 下 形式 : 
y= ztan(p. ~ #) + F(y). (115.6) 


根据 剖面 的 给 定形 状 , 可 以 用 以 下 方法 确定 任意 函数 F(p). 设 剖面 形状 由 方 
程 Y =Y(X) 给 出 , 式 中 XX 和 YY 为 剖面 上 的 点 的 坐标 . 在 物体 表面 上 , 气体 的 
速度 指向 切线 方向 , 即 


dY 


通过 点 X,Y 并 且 与 z 轴 的 夹 角 为 p。- 9% 的 直线 , 其 方程 为 
=(z—X)tan(p, — 9). 


如 果 取 
F(p)=Y — Xtan(p. — 9), (115.8) 


则 上 述 方程 与 (115.6) 相同 . 从 所 给 的 方程 了 =Y(X) 和 方程 (115.7) 出 发 , 用 
参数 方程 了 = X(0), Y =Y(9) 表示 剖面 形 状 , 其 参数 是 剖面 切线 的 倾角 0. 按 
照 (115.4) 把 9 通过 y 表示 出 来 , 再 把 所 得 表达 式 代 入 参数 方程 , 我 们 得 到 XX 
和 YY 对 y 的 函数 关系 . 最 后 , 把 它们 代入 (115.8), 就 得 到 待 求 的 函数 下 (p). 

在 绕 凸 曲面 的 流动 中 , 速度 矢量 与 x 轴 之 间 的 夹 角 9 沿 下 游 方向 越 来 越 
小 (图 115), 特征 线 与 z 轴 的 夹 角 p, - ” 同时 也 单调 减 小 (这 里 处 处 都 在 讨论 
从 物体 表面 发 出 的 特征 线 ). 所 以 , 特征 线 (在 流动 区 域内 ) 互 不 相交 , 因此 , 既 
然 特 征 线 Oh 是 弱 间 断 线 , 则 在 其 下 游 区 域 中 , 我 们 有 连续 的 (无 激 波 的 ) 越 来 
越 稀疏 的 流动 . 

在 绕 四 曲面 的 流动 中 , 情况 则 有 所 不 同 . 这 时 , 剖面 切线 的 倾角 9 沿 下 游 
方向 越 来 越 大 , 特征 线 的 倾角 也 逐渐 增加 . 于 是 , 特征 线 (在 流动 区 域 中 ) 彼此 
相交 . 但 在 互 不 平行 的 不 同 特征 线 上 , 所 有 的 量 (速度 、 压 强 等 ) 有 不 同 的 值 ， 
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所 有 这 些 函 数 在 特征 线 的 交点 上 就 成 为 多 值 函数 , 而 这 在 物理 上 是 荒 雇 的 , 在 
非 定常 一 维 简单 压缩 波 中 (8 101), 我 们 已 经 遇 到 类 似 的 现象 . 就 像 在 那 种 情况 
下 一 样 , 这 意味 着 实际 上 会 形成 激 波 . 根据 所 讨论 的 解 不 能 完全 确定 该 间断 面 
的 位 置 ,因为 这 个 解 是 在 没有 间断 面 的 假设 下 求 
出 的 . 唯一 能 够 确定 的 结果 , 是 激 波 的 起 始 位 置 
(图 116 中 的 点 0, 实 线 OB 表示 激 波 ). 这 是 特征 
线 的 一 个 交点 ,并且 过 该 交点 的 流 线 最 靠近 物体 
表面 . 在 点 O 下方 ( 即 更 靠近 物体 表面 ) 的 流 线 
上 , 解 处 处 是 单 值 的 ， 其 多 值 性 从 点 O 才 开始 . 
对 于 一 维 非 定常 简单 波 , 用 来 确定 间断 面 形 成 时 
间 和 位 置 的 方程 组 已 经 求 出 ,采用 与 此 相同 的 方 i 

法 即 可 求 出 用 来 确定 点 O 坐标 zo, go 的 方程 组 . 

如 果 把 特征 线 的 倾角 看 做 特征 线 上 的 点 的 坐标 z, y 的 函数 , 则 当 > 和 vy 超 
过 某 些 确定 值 zo, yo 时 , 这 个 函数 就 变 成 多 值 的 . 我 们 在 $101 中 过 到 过 函数 
uc 二 的 类 似 情况 , 因而 不 必 再 重复 那里 的 讨论 就 立即 写 出 方程 


Oy 二 O2y 
Ce ee 


它们 在 这 里 确定 了 激 波形 成 的 位 置 . 从 数学 上 讲 , 这 是 直线 特征 线 族 包 络 线 的 
尖 点 (请 对 比 $103). 

在 绕 上 四 曲面 的 流动 中 , 对 于 点 O 上 方 的 流 线 , 直到 它们 与 激 波 相交 以 前 ， 
沿 流 线 都 存在 简单 波 . 点 O 下 方 的 流 线 根本 不 与 激 波 相 交 , 但 不 能 由 此 下 结 
论说 , 这 里 所 讨论 的 解 在 这 些 流 线 上 处 处 有 效 , 其 实 , 这 里 出 现 的 激 波 对 沿 这 
些 流 线 流动 的 气体 也 有 扰动 , 从 而 破坏 不 存在 激 波 时 的 流动 状态 . 但 是 , 根据 
超声 速 流 的 性 质 , 这 些 扰动 只 能 影响 (第 二 族 ) 特征 线 O4 下 游 的 气体 , 该 特征 
线 来 自 激 波 的 起 始点 , 因此 , 这 里 所 讨论 的 解 适用 于 曲线 408 左边 的 整个 区 
域 . 至 于 曲线 OA 本 身 , 这 是 一 条 弱 间 断 线 , 我 们 看 到 , 在 绕 目 曲面 的 流动 中 ， 
不 可 能 存在 类 似 于 绕 凸 曲面 流动 中 的 简单 稀疏 波 那样 的 处 处 连续 (没有 激 波 ) 
的 简单 压缩 波 . 

在 绕 止 曲面 的 流动 中 形成 的 激 波 ， 是 激 波 从 气流 内 部 远离 固体 壁面 的 某 
一 点 “开始 ” 的 一 个 例子 . 激 波 的 这 种 “起点” 具有 某 些 一 般 性 质 , 我 们 在 此 加 
以 说 明 . 激 波 的 强度 在 该 点 为 零 , 在 其 邻 域内 很 小 . 但 在 弱 激 波 中 , 烂 和 涡 量 的 
间断 值 都 是 三 阶 小 量 ,， 所 以 气流 在 穿 过 激 波 时 的 变化 与 达 续 等 烂 势 流 的 变化 
之 间 的 差别 也 只 是 三 阶 小 量 . 由 此 可 知 , 对 于 从 激 波 起 点 发 出 的 弱 间 汤 线 , 仅 
仅 各 量 的 三 阶 导数 才 应 当 发 生 间 断 . 一 般 而 言 , 这 样 的 间断 线 有 两 条 : 一 条 是 
与 特征 线 重合 的 弱 间 断 线 , 一 条 是 与 流 线 重 合 的 切 向 弱 间 断 线 ( 见 $ 96 最 后 ). 
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8 116 恰 普 雷 金 方 程 (定常 二 维 可 压缩 气流 的 一 般 问题 ) 


在 研究 了 定常 简单 波 之 后 , 现在 考虑 任意 定常 平面 势 流 的 一 般 问 题 . 在 讨 
论 势 流 的 时 候 , 我 们 认为 流动 是 等 精 的 , 而 且 没 有 激 波 . 

结果 表明 , 通过 引入 新 的 自 变 量 , 所 提问 题 能 够 化 为 仅仅 求解 一 个 线性 偏 
微分 方程 的 问题 (0.A. 恰 普 雷 金 , 1902). 速度 分 量 we w 就 是 这 样 的 自 变 量 
(这 个 变换 经 常 称 为 速度 图 变换 , 变量 we, w 的 平面 这 时 称 为 速度 平面 , 而 zy 
平面 称 为 物理 平面 ). 

对 于 势 流 , 可 以 立刻 写 出 欧 拉 方程 的 一 个 首次 积分 , 即 伯 努 利 方程 


2 


十 可 = to， (116.1) 
它 可 以 取代 欧 拉 方 程 . 连续 性 方程 的 形式 为 
品 Coo+ 训 (oo = (116.2) 


对 于 速度 势 p 的 微分 , 有 
dy = vs dz + vy dy. 
利用 勒 让 德 变换 从 自 变量 z, y 变换 到 自 变量 w, wy, 从 而 写 出 
dp = d(xvVz) 一 Zdvz + d(yvy) — Yy dvy. 
引入 函数 
$= p+ Tvs 十 guo (116.3) 


得 到 
d$ = zx dvs 十 yduy， 
这 里 把 下 看 做 wz 和 wy 的 函数 . 所 以 有 
og DG 


一 一 一 一 7 三 二 一 ， 
Duz” Ow, 


但 是 , 更 为 方便 的 做 法 是 不 使 用 速度 的 箔 卡 儿 分 量 , 而 使 用 速度 的 大 小 v 和 它 
与 xz 轴 的 夹 角 0: 


(116.4) 


vz = Vcos0, vy = vsing. (116.5) 
对 导数 作 相应 交换 , 容易 得 到 用 来 取代 (116.4) 的 以 下 关系 式 : 


z=c0s0 es sm005 a 08 cos0 08 
一 By 80’ 2 三 8 Bvt ; 30 





(116.6) 
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势 函数 p 与 函数 5 的 关系 由 一 个 简单 的 公式 给 出 : 


p=—$+ vo. (116.7) 


最 后 , 为 了 得 到 用 来 确定 函数 8(v, 0) 的 方程 , 应 当 用 新 的 自 变 量 表 示 连 
续 性 方程 (116.2). 把 导数 写 为 雅 可 比 行列 式 的 形式 : 
Opvz, Yy) _ Bpvy, 7) _ | 
aoc) ac 
再 乘 以 8(z, y)/8(v, 0), 并 把 (116.5) 中 ve, vy 的 表达 式 代 入 , 我 们 有 
Olpcos0, Y) _ edusinb 7) _0 
oO(v, 0) 8(v, 0) 


在 展开 这 些 雅 可 比 行列 式 的 时 候 , 应 当 把 z, y 的 表达 式 (116.6) 代入 . 此 外 ， 
因为 粹 。 是 给 定 的 常量 , 所 以 只 要 把 密度 表示 为 s 和 w 的 函数 , 并 把 w 的 表 
达 式 w = wo 一 0232 代入 , 我 们 就 求 出 , 密度 可 以 写 为 速度 " 这 一 个 量 的 函数 : 
p= p(v). 因此 , 经 过 所 有 这 些 简单 变换 之 后 , 我 们 得 到 以 下 方程 : 


ue | 826 








一 0. 





do (Wtvoo) tr 
根据 (83.5), 有 





于 是 最 后 得 到 函数 8(v, 9) 的 恰 普 雷 金 方程 : 


Os 多 Ps 05 
5 到“ Tv) dvi "By 


这 里 的 声速 是 速度 的 给 定 函 数 , c = c(v), 它 由 气体 的 状态 方程 和 伯 努 利 方程 
确定 . 

方程 (116.8) 与 关系 式 (116.6) 代替 了 运动 方程 . 于 是 , 求解 非 线性 运动 方 
程 的 问题 化 为 求解 函数 $(v，9) 的 线性 方程 的 问题 . 当然 , 这 个 方程 的 边界 条 
件 变 成 非 线 性 的 , 这 些 条 件 如 下 : 在 被 绕 流 物体 表面 上 , 气体 的 速度 是 切 向 的 . 
我 们 用 参数 方程 X= XX(9), Y =Y(9) 表示 物体 表面 (就 像 前 一 节 那 样 ), 并 用 
义 ,Y 替换 (116.6) 中 的 x, y, 从 而 得 到 两 个 方程 , 它们 对 于 全 部 9 值 都 是 成 立 
的 , 但 这 并 非 对 任何 函数 5(v,，9) 都 是 可 能 的 . 边界 条 件 恰恰 要 求 这 两 个 方程 
对 于 所 有 的 9 都 是 相 容 的 , 即 其 中 一 个 方程 应 当 能 够 从 另 一 个 方程 直接 推导 
出 来 . 


=0. (116.8) 
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不 过 , 满足 边界 条 件 还 不 足以 保证 所 得 到 的 恰 普 雷 金 方程 的 解 适用 于 物 
理 平面 上 整个 流动 区 域内 的 实际 流动 . 还 必须 满足 以 下 要 求 : 雅 可 比 行列 式 

_ 9(z, W 

0(0, v) 
在 通过 零点 时 必须 不 改变 符号 (组 成 雅 可 比 行列 式 的 所 有 四 个 导数 都 为 零 的 
平凡 情形 是 例外 ). 容易 看 出 , 如 果 这 个 条 件 遭 到 破坏 , 则 当 通过 zy 平面 上 由 
方程 A = 0 确定 的 曲线 ( 称 为 极限 曲线 ) 时 , 这 个 解 一 般 成 为 复数 解 ©. 其 实 ， 
设 曲 线 v=wo(9) 上 有 A=0, 并 且 (6y/80), 关 0, 则 有 
ab _ Olz, WO 0) _ aaa ra 
-4(%). = Bo, 0) atv, Y= Do, wy) ~ (¥) . 


由 此 可 见 , 在 极限 曲线 附近 , v 对 z 的 函数 关系 ( 当 y 给 定时 ) 由 以 下 形式 的 方 


程 给 出 : 1 
Z 一 20 王 py (F323) 6 三 V0)2， 


而 在 极限 曲线 的 一 侧 , v 变 为 复数 @. 
容易 看 出 , 极限 曲线 只 能 出 现在 超声 速 流动 区 域 中 .利用 关系 式 (116.6) 
和 方程 (116.8) 直接 计算 , 得 到 


1[/86 16806Y v2 206Y 
4- (总 - 页) + ) | (116.9) 
显然 , 当 v < c 时 总 有 4 >0, 仅 当 v>c 时 入 才 可 能 在 通过 零点 时 改变 符号 . 

在 恰 普 雷 金 方程 的 解 中 出 现 极 限 曲 线 的 事实 表明 , 在 所 给 的 具体 条 件 下 ， 
在 整个 区 域内 不 可 能 出 现 处 处 连续 的 流动 , 从 而 必然 出 现 激 波 . 但 必须 强调 ， 
这 些 激 波 的 位 置 与 极限 曲线 的 位 置 根本 不 同 . 

我 们 在 前 一 节 中 讨论 了 定常 二 维 超声 速 流 的 一 种 特殊 情形 (简单 波 ), 其 
特征 在 于 ,速度 的 大 小 只 是 速度 方向 的 函数 : v = v(9)， 从 恰 普 雷 金 方程 无 法 
得 到 这 个 解 , 因为 1/A = 0, 而 在 向 速度 平面 变换 时 需要 用 雅 可 比 行列 式 4 乘 
运动 方程 (连续 性 方程 ), 于 是 这 个 解 就 丢失 了 . 这 类 似 于 非 定 常 一 维 流动 理论 
中 的 情况 . 在 $105 中 关于 简单 波 与 方程 (105.2) 的 通 解 之 间 关 系 的 说 明 , 也 完 
全 适用 于 定常 简单 波 与 恰 普 雷 金 方程 的 通 解 之 间 的 关系 . 














@ 以 4 趋 于 无 穷 大 的 方式 通过 零点 是 允许 的 . 如 果 在 某 条 曲线 上 1/A = 0, 则 这 仅仅 导致 zy 平 
面 和 v6 平面 之 间 的 关系 不 再 是 一 一 对 应 的 , 即 在 zy 平面 上 环绕 一 周 , 在 vb 平面 上 就 要 环绕 两 周 或 
三 周 . 

@ 即使 (8?x/8v?)y 与 4 同时 变 为 零 , 但 只 要 导数 (8z/Bv)y 在 v= vo 处 仍然 改变 符号 , 即 差 值 
z 一 zo 正比 于 w 一 vo 的 更 高 偶 次 宕 , 则 这 个 结果 显然 还 是 正确 的 . 


§117 定常 平面 流 的 特征 线 - 499 - 


对 于 亚 声速 流 ， 雅 可 比 行列 式 A 为 正 , 据 此 可 以 建立 速度 沿 流动 方向 发 
生 偏 转 的 特定 规律 (A. A. 尼 科 利 斯 基 , 工 .区 , 塔 加 诺 夫 , 1946). 我 们 有 恒等式 
1 602) _ 8(6, ua0 v) 


A x,y Oz, v) (x, Y)’ 


多 的， on 


在 亚 声速 流 中 A > 0, 由 此 看 出 导数 (8b/az)。 和 (8v/8y)s 的 符号 相同 . 这 个 
结论 具有 简单 的 儿 何 意义 : 如 果 沿 曲线 v = const = vo 移动 , 使 区 域 v< wo 位 
于 右 侧 , 则 角 9 单调 递增 , 即 速度 矢量 总 是 沿 逆 时 针 方向 偏转 . 特别 地 , 这 个 
结果 也 适用 于 从 亚 声 速 流向 超声 速 流 的 过 渡 线 , 沿 过 渡 线 有 v = c= cv， 

最 后 , 对 于 多 方 气 体 , 只 要 给 出 c 对 v 的 显 式 表达 式 , 即 可 写 出 相应 的 恰 
普 雷 金 方程 : 











即 


了 y 一 122 


yA 
26 ,yiGos 65 
= 


这 个 方程 具有 一 类 可 以 通过 超 几 何 消 数 表 示 的 特 解 @. 


8117 定常 平面 流 的 特征 线 


在 8$82 中 已 经 研究 过 定常 (超声 速 ) 平面 流 特征 线 的 某 些 一 般 性 质 . 现在 ， 
我 们 来 推导 根据 运动 方程 的 给 定 解 来 确定 特征 线 的 方程 . 

在 定常 超声 速 平 面 流 中 一 般 有 三 族 特征 线 . 除了 燃 和 涡 量 的 小 扰动 , 所 有 
其 余 小 扰动 都 沿 其 中 的 两 族 特征 线 ( 称 为 特征 线 C+ 和 C-_) 传播 . 粹 和 涡 量 的 
小 扰动 沿 第 三 族 特 征 线 Co 传播 , 该 族 特 征 线 与 流 线 重合 . 对 于 给 定 的 流动 , 流 
线 是 已 知 的 , 所 以 问题 在 于 确定 前 两 族 特 征 线 . 

通过 平面 上 每 一 点 的 特征 线 C+ 和 C- 指向 通过 该 点 的 流 线 的 两 侧 , 它们 
与 流 线 的 夹 角 等 于 当地 马赫 角 a ( 见 图 51). 用 mo 表示 流 线 在 给 定点 处 的 斜 
率 , 用 m+, m- 表示 特征 线 C+, C- 的 斜率 , 则 根据 正切 求 和 公式 , 我 们 写 出 : 








@ 例如 , 可 以 参考 以 下 文献 Cenos JI.H. Iinockne 3axaqm rapPOLMHaMHKH H a3pOAHHAMHKK. 
2-e H3 有 ，MocxBa: Hayxa, 1966 {第 一 版 英 详 本 : Sedov L.I. Two-dimensional Problems of Hydrody- 
namics and Aerodynamics. New York: Wiley, 1965), 第 十 章 ; von Mises R, Mathematical Theory of 
Compressible Fluid Flow, New York: Academic Press, 1958. 8 20. 
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由 此 得 到 
ypno 土 tana 
T+ = 1 干 mo tana 
(上 面 的 符号 对 应 C4, 下 面 的 符号 对 应 C_). 把 
ee 
代入 此 式 并 化 简 , 我 们 得 到 特征 线 斜 率 的 以 下 表达 式 : 
_ /dN _ vv tecVv -oe 
en 
如 果 流 动 中 的 速度 分 布 是 已 知 的 , 这 就 是 确定 特征 线 C+ 和 C- 的 微分 方程 @， 
除了 zy 平面 上 的 特征 线 , 还 可 以 研究 速度 平面 上 的 特征 线 , 这 对 研究 等 
境 势 流 特别 有 用 . 我 们 在 下 面 就 要 讨论 这 种 情形 ， 从 数学 观点 看 , 这 是 怡 普 雷 
金 方 程 (116.8) 的 特征 线 (该 方程 在 v >c 时 属于 双 曲 型 ). 按照 数理 物理 学 中 
众所周知 的 一 般 方法 ( 见 $103), 利用 这 个 方程 的 系数 写 出 特征 线 方程 : 


Cc 


(117.1) 


2 v 2 
dv“ 十 1 ve dg” =0, 
即 
do 1 /2 
(¥). 加 < c2 人 


由 这 个 方程 确定 的 特征 线 与 恰 普 雷 金 方程 的 具体 的 解 无 关 ， 因 为 该 方程 的 系 
数 与 $ 无关. 速度 平面 上 的 特征 线 是 物理 平面 上 的 特征 线 CH 和 C_ 的 映射 ， 
我 们 把 前 者 分 别称 为 特征 线 和 I (这 与 (117.2) 中 的 符号 一 致 ). 

方程 (117.2) 的 解 给 出 形 如 于 (vw，0) = const, J_(v, 0) = const 的 关系 式 . 
函数 寻 和 J 分别 是 沿 特征 线 C4 和 C- 保持 不 变 的 量 ( 黎 曼 不 变量 ), 对 于 多 
方 气体 , 可 以 精确 求解 方程 (117.2), 但 是 不 必 再 作 计算 , 因为 利用 公式 (115.3)， 
(115.4) 就 可 以 直接 写 出 结果 . 其 实 , 根据 简单 波 的 一 般 性 质 ( 见 $104), 简单 波 
中 vv 对 96 的 依赖 关系 正好 由 黎 最 不 变量 之 一 在 整个 空间 中 保持 不 变 的 条 件 给 
出 . p, 是 公式 (115.3) 和 (115.4) 中 的 任意 常数 . 从 这 些 公 式 中 消去 参数 po, 我 


们 得 到 
下 (号 ) 一 2 arcsin 全 (有 -9 ，(117.3) 











J+ 二 90 土 oes 


加 还 可 以 用 方程 (117.1) 来 确定 定常 轴 对 称 流动 的 特征 线 , 只 要 把 其 中 的 v, 和 y 改 为 wr 和 
其 中 是 一 个 柱 面 坐 标 (到 对 称 轴 即 = 轴 的 距离 )， 显 然 , 如 果 用 通过 对 称 轴 的 zr 平面 代替 xy 平面 ， 
则 整个 推导 过 程 并 无 变化 . 


§117 定常 平面 流 的 特征 线 ， 501 ， 


速度 平面 上 的 特征 线 是 一 族 外 皖 线 , 它们 充满 
半径 为 * 
4 一 ck 和 v= 了 
7—1 

的 两 个 圆 之 间 的 区 域 (图 117). 

对 于 等 精 势 流 , 特征 线 攻 , TT 具有 以 下 
重要 性 质 : 特征 线 族 也, 也 分 别 与 特征 线 族 
C_, C+ 正 交 (假设 图 中 的 坐标 轴 x, y 分 别 平 
行 于 坐标 办 ve, wy)@. 

为 了 证 明 这 个 结论 , 我 们 从 平面 势 流 方 程 图 117 
(114.3) 出 发 , 其 形式 为 

Op 2p 


7 本 2 Oy 


(其 中 没有 自由 项 , 这 很 重要 ). 
特征 线 Ci 的 斜率 rm+ 是 二 次 方程 


Am?—2Bm+C=0 





2 
+C5=0 (117.4) 


的 两 个 根 . 
考虑 表达 式 dot dz- + dot dy 其 中 速度 微分 是 沿 特征 线 I 取 的 , 而 坐 
标 微 分 是 沿 C_ 取 的 . 我 们 有 以 下 恒等式 : 


2 2 
dvut dz- +dvut dy- = det dz 一 十 2 


该 式 除 以 dz+ dz-, 我 们 分 别 得 到 62p/8z By 和 82p/5y2 的 系数 





dzt dy- + do dyt) + OPayt dy- 
(dz dy + y+ ady y. 


2B C 
m+ 二 m= A m4+m- 一 志 : 
根据 方程 (117.4), 以 上 表达 式 显 然 为 零 , 所 以 
dvt dz + dv dg = dvt .dr =0. 


类 似 地 得 到 


dv- .dr+ =0. 


这 些 等 式 就 是 上 述 结论 . 


@ 这 个 结论 不 适用 于 zr 平面 上 轴 对 称 流动 的 特征 线 ! 
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8118 欧 拉 -- 特 里 科 米 方程 . 跨 声速 流 


研究 从 亚 声速 流向 超声 速 流 或 从 超声 速 流 向 亚 声速 流 的 过 渡 过 程 中 的 流 
动 特性 , 具有 极为 本 质 性 的 意义 . 这 种 过 渡 所 伴随 的 定常 流 称 为 混合 型 流动 或 
跨 声速 流 , 而 发 生 这 种 过 渡 的 边界 面 本 身 称 为 过 渡 面 或 声速 面 . 

利用 恰 普 雷 金 方 程 来 研究 过 渡 面 附近 的 流动 是 特别 方便 的 ， 因 为 该 方程 
在 这 里 大 为 简化 . 

在 过 渡 面 上 v = c= c, 而 在 过 渡 面 附近 (在 跨 声 速 区 中 )， 差 值 v-c 和 
v 一 cx 很 小 , 它们 之 间 的 关系 为 (114.8): 


-1=o (三 -1). 

c C* 

我 们 来 适当 简化 恰 普 雷 金 方程 . 方程 (116.8) 的 第 三 项 远 小 于 第 二 项 , 因为 第 
二 项 的 分 母 中 含有 1 一 v2/e2. 在 第 二 项 中 近似 取 


2 





EE 
l1—vac? 2(1—v/e) 20.(l —v/er) 


最 后 , 引入 新 的 变量 


7 = 20) 3 (118.1) 


中 


代替 速度 v, 我 们 得 到 需要 的 方程 : 
826 O26 
Bm 607 
这 种 形式 的 方程 在 数理 物理 学 中 称 为 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 @, 它 在 7 > 0 的 半 
平面 中 是 双 曲 型 的 ,而 在 mn < 0 的 半 平 面 中 是 椭 
圆 型 的 , 我们 在 这 里 要 讨论 这 个 方程 的 一 系列 纯 
数学 性 质 , 这 些 性 质 对 于 研究 具体 物理 问题 是 非 

常 重要 的 . 
方程 (118.2) 的 特征 线 由 方程 md 一 d9?==0 
7 给 出 , 其 通 解 为 


=0. (118.2) 


0 土 FP/? =0, (118.3) 
式 中 C 为 任意 常数 . 这 个 方程 代表 m6 平面 上 的 
两 族 特征 线 , 它们 是 位 于 右 半 平 面 的 半 三 次 抛物 
图 118 线 的 两 支 , 其 尖 点 在 9 轴 上 (图 118). 
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在 研究 空间 中 一 个 小 范围 内 的 流动 时 吕 ,， 如 果 这 里 的 气体 速度 方向 只 有 
很 小 的 变化 , 则 总 是 可 以 这 样 选取 z 轴 的 方向 , 使 得 从 zx 轴 算 起 的 9 角 在 所 讨 
论 的 整个 区 域内 都 是 小 量 . 这 样 一 来 , 方程 (116.6) 也 大 为 简化 , 据 此 可 以 用 函 
数 B(m, 9) 来 确定 坐标 zx, y@: 

og 
) 2 三 30° 


为 避免 在 公式 中 出 现 多 余 的 因子 (2a,)1/3, 我 们 在 §118 一 $121 中 用 z(2a)-1/3 
代替 坐标 z, 并 仍 把 它 记 为 z, 于 是 
5 35 


值得 注意 的 是 , 因为 y 与 更 的 关系 如 此 简单 , 所 以 函数 y(7，6) (而 不 是 
z(n，9)) 也 满足 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 . 因此 ,从 物理 平面 到 速度 平面 的 变换 的 
雅 可 比 行列 式 可 以 写 为 以 下 形式 : 


2 2 
A= SW _ g2, _ gongoo 一 (如 ) a ( 坟 ) (118.5) 


DG 


z (118.4) 


8(0, m9) On 00 


如 前 所 述 , 为 了 研究 m6 平面 上 坐标 原点 附近 的 解 的 性 质 , 通常 需要 应 用 
欧 拉 - 特 里 科 米 方程 . 在 有 物理 意义 的 情况 下 ， 这 个 点 是 解 的 奇 点 ， 所 以 具有 
某 种 齐 次 性 的 一 族 特 解 具有 特别 重要 的 意义 . 其 实 , 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 这 
些 解 对 变量 2 和 7 而 言 是 齐 次 的 . 这 样 的 解 一 定 存在 , 因为 变换 02 一 ab2， 
73 一 ao713 使 方程 (118.2) 保持 不 变 . 我 们 将 寻求 以 下 形式 的 解 : 
到 -1_ 4 

$ = 0%f(8), =1- gg 

其 中 是 常数 (函数 B 在 上 述 变 换 下 是 次 齐 次 函数 ). 我 们 曾经 这 样 选取 变 
量 &, 使 它 在 通过 点 m = 0 = 0 的 特征 线 上 等 于 零 . 把 上 述 表 达 式 代入 方程 , 我 
们 得 到 函数 f(é) 的 方程 : 


é(1— EF" + 四 一 2 到 (3 -2 ) fk (2- 3) = 
这 是 超 几 何方 程 的 一 个 特殊 情形 ， 利用 超 几 何方 程 的 两 个 独立 解 的 已 知 


@ 当然 , 不 应 当 只 从 字面 上 理解 “小 范围 " 这 几 个 字 , 因为 还 可 以 研究 无 穷 远 点 附近 的 流动 , 即 距 
离 被 绕 流 物体 足够 远 处 的 流动 . 

@ 我 们 省 略 了 等 式 右边 的 因子 1/c, 这 仅仅 意味 着 用 cs 代替 @, 该 变换 对 方程 (118.2) 没有 影 
响 , 从 而 总 是 允许 的 . 
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表达 式 , 我 们 求 出 需要 的 解 ( 当 2k 十 1/6 不 是 整数 时 ): 


1 5 4m3 
—02k kh 一 Crt es Se 
@ =0 [ar( ,一 k 十 地， -2 十 二 1 0 ) 


3 ee 7 473 
+8(1- 售 ) (+ 局 ， k+ 忆 ， 2k+ ;1 - 候 )| (118.6) 


利用 自 变量 为 z, 1/z, 1 一 z,，1/(1 一 z), z/(1 一 z) 的 超 几 何 函 数 之 间 的 已 知 关 
系 式 , 还 可 以 把 这 个 解 写 为 其 他 五 种 形式 . 在 研究 不 同 的 具体 问题 时 , 这 几 种 
形式 都 会 用 到 @. 我 们 在 这 里 只 给 出 以 下 两 种 形式 : 


3 
o.=0%|ar(- a 自 )+B 2 z(- = + 3; 香 )| 


2 3 902 02/3 3 902 
(118.7) 

1 1 902 0 1 5 3 902 
$1 = 3 中 4z(- k, 一 8 十 本， 了 人 +BAP( -t+ 可 = pl 生 ) 
(118.8) 


(公式 (118.6) 一 (118.8) 中 的 常数 4,，B 当然 各 不 相同 ). 从 这 些 表达 式 立刻 可 
以 得 到 函数 Bk 的 一 个 重要 性 质 : 曲线 9 =0 和 28 = 0 不 是 它们 的 奇异 线 (从 
(118.7) 可 见 , Bk 在 m=0 附近 可 按 ? 的 整数 次 突 展 开 , 而 从 (118.8) 可 见 , Bk 
在 9 =0 附近 可 按 9 的 整数 次 短 展 开 ). 这 个 性 质 无 法 从 (118.6) 直接 看 出 . 相 
反 , 从 表达 式 (118.6) 可 见 , 特征 线 是 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 齐 次 通 解 Bi (含有 
h 和 B 两 个 常数 ) 的 奇异 线 : 当 2k + 1/6 不 是 整数 时 , 因子 (99? 一 473)2k+1/8 
有 分 支点 , 而 当 2k 十 1/6 是 整数 时 , (118.6) 中 的 一 项 根本 没有 意义 @ (或 者 , 它 
在 25 二 1/6 = 0 时 等 于 另 一 项 ), 从 而 必须 用 超 几 何方 程 的 第 二 个 独立 的 解 来 
代替 . 我 们 知道 , 后 者 具有 对 数 奇异 性 . 
带 有 不 同 大 值 的 积分 Bi 满足 以 下 关系 式 : 


Bk 一 更 _k_1/6(902 一 4018)2k+1/6， (118.9) 
oF 
Bh_1/2 = ns (118.10) 


第 一 个 关系 式 直接 得 自 (118.6), 而 第 二 个 关系 式 之 所 以 成 立 , 是 因为 96k/86 
满足 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 并 且 与 B46-_1y2 具有 同样 的 齐 次 性 . 当然 , 这 些 公式 中 
的 Bk 都 是 指 带 有 两 个 任意 常数 的 一 般 表 达 式 . 


@ 例如 , 可 以 在 第 三 卷 的 数学 附录 5e 中 找到 相应 公式 . 
@ 我 们 记得 , 当 7 = 0, 一 1, 一 2, .… 时 , 级 数 F(a，B， 7; z) 没有 意义 . 


§118 欧 拉 -- 特 里 科 米 方程 . 跨 声速 流 。 505 . 


在 研究 点 7 =0 = 0 附近 的 解 时 , 必须 关注 这 个 
解 在 环绕 该 点 时 的 变化 . 例如 , 设 函 数 5B. (118.6) 是 
特征 线 6 = 2m3/3/3 附近 的 点 4 处 的 解 (图 119), 需 
要 求 出 特征 线 9 = -272/3/3 附近 (点 B 处 ) 的 解 的 
形式 . 从 4 到 B 的 路 径 穿 过 横 坐 标 轴 , 并 且 0 = 0 是 
表达 式 (118.6) 中 的 超 几 何 函 数 的 奇 点 , 因为 其 自 变 
量 等 于 无 穷 大 . 所 以 , 为 了 从 4 移动 到 B, 必须 先 把 
超 几 何 函数 变换 为 自 变 量 的 倒数 992/(992 - 473) 的 
函数 , 使 0 = 0 不 再 是 奇 点 , 然后 改变 9 的 符号 , 再 
重复 同样 的 变换 就 回 到 原来 的 自 变 量 . 对 于 表达 式 (118.6) 中 的 函数 , 我 们 用 
这 种 方法 得 到 以 下 变换 公式 : 
lal 





图 119 


.046-1/3T(—2k — 1/6)T(—2k+ 5/6) 


RD gmOFTIO7 + TC-2R)TC2R 2/3) ?i811) 
Ey_ BE | .24k+1/3T(2k+1/6T(2k+ ?7/6) 
” 2sin(2k+1/6)r T(2k+ 1)T(2k+1/3) ， 
并 且 和 已 是 表达 式 
1 5 4 
2 2k Cc AoE 人 
=|9 人 k, —k+ 5 2k+ ;1 扣 )， 
本 dm 2k+1/6 4 5 an (118.12) 








超 几何 函数 系数 中 的 9 和 1 一 4m3/99? 均 取 绝对 值 . 
用 类 似 的 方法 可 以 求 出 按 相 反方 向 绕 原点 从 & 到 B' (图 119) 的 变换 公 
式 . 这 时 计算 更 为 繁琐 ， 因 为 必须 通过 超 几何 函数 的 三 个 奇 点 : 6 =0 的 一 个 
点 和 ?7=0 的 两 个 点 (我 们 记得 , 自 变量 为 z 的 超 几 何 函 数 的 奇 点 为 z= 1 和 
“= 00). 最 后 的 公式 为 
_ sin(4k — 1/6)”n 
sin(2k 十 1/6)r 
1 


十 Fz: 2—4k+2/3 cos (2 十 §) A 


an ~ Fi 


T(—2k— 1/6)T(—2k+ 5/6) 
IT(—2k)T(—2k—2/3) ee 
sin(4k 一 1/6)T 3 


”an(2 十 176)7 


+ Fi .24k+4/3 cos (2 十 


F(2 十 1/6)T(2 十 7/6) 
6 ) ° 


TZk + T(E + 1/3) ， 
当然 , 除了 这 族 齐 次 解 , 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 还 有 其 他 一 些 特 解 族 . 这 里 再 
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指出 一 族 特 解 , 它 与 按 9 的 傅 里 叶 展 开 式 有 关 . 如 果 寻 求 以 下 形式 的 多 


= gu(n) es ， (118.14) 
式 中 v 是 任意 常数 , 则 对 于 函数 g, 得 到 方程 
多 十 zengv = 0. 
这 是 艾 里 函数 的 方程 , 其 通 解 为 
9u(7) = Vi Za (学 (118.15) 


式 中 21ys 为 1/3 阶 贝 塞 尔 函 数 的 任意 线性 组 合 . 
最 后 , 注意 到 以 下 结果 不 无 神 益 : 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 通 解 也 可 以 写 为 


至 / f(CO)dz, ¢= #3—3nz+30, (118.16) 
C 


式 中 f(¢) 是 任意 函数 , 而 积分 路 线 可 取 复 平面 z 上 使 导数 户 (6) 的 值 在 其 两 
ee C. 其 实 , 把 表达 式 (118.16) 直接 代入 方程 , 这 给 出 


2 
3 10 ==0, 


即 方程 得 到 满足 . 
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我 们 现在 来 阐明 , 什么 样 的 解 Bk 对 应 于 过 渡 面 附近 气流 没有 任何 物理 
奇异 性 (没有 弱 间 断 或 激 波 ) 的 情形 . 不 过 , 比较 方便 的 做 法 不 是 直接 从 趴 拉 一 
特 里 科 米 方程 出 发 ， 而 是 从 物理 平面 上 的 速度 势 方程 出 发 ， 其 推导 过 程 已 经 
在 §114 中 给 出 . 对 于 平面 流 ， 如 果 按 照 z 一 rz(2a.)V3 引入 新 坐标 ， 则 方程 
(114.10) 的 形式 化 为 

op02p 062p 
二 (119.1) 
我 们 记得 , 根据 速度 势 p 的 定义 , 它 对 坐标 的 导数 给 出 速度 : 
Op Op 
Dr 三 7， Oy 
我 们 还 指出 , 通过 勒 让 德 变换 6 = -pg 二 xn 十 y0 即 


os 05 
p=-S+n + 


一 0. (119.2) 


(119.3) 
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把 自 变 量变 为 p, w, 可 以 从 方程 (119.1) 直接 得 到 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 . 

我 们 来 研究 声速 面 上 某 一 点 附近 的 流动 , 并 取 该 点 为 z,y 坐标 的 原点 . 如 
果 按 z 和 y 的 宪 展 开 wo, 则 在 一 般 情况 下 , 在 满足 方程 (119.1) 的 展开 式 中 , 第 
一 项 为 

v= 也， (119.4) 
并 且 0=z/a, n=y/a, 所 以 
$= abn. (119.5) 


根据 这 个 函数 的 齐 次 次 数 显 然 可 知 , 它 对 应 于 Bsye 中 的 一 个 函数 , 即 表达 式 
(118.7) 中 的 第 二 项 , 其 中 k= 5/6 的 超 几 何 函 数 简 化 为 1: 


1 4 4m 
nF (去 0, 3; 得 ) = 0. 
如 果 我 们 希望 得 到 物理 平面 上 的 声速 线 方程 则 仅 有 展开 式 的 第 一 项 是 


不 够 的 . 下 一 项 的 齐 次 次 数 为 1, 它 对 应 于 51 中 的 一 个 函数 , 即 表 达 式 (118.7) 
中 的 第 一 项 , 它 在 k= 1 时 化 为 多 项 式 


1 2 4nN\ 7 
PF (~ 2， 3， 鼻 ) 一 巡 二 二. 

于 是 , 在 $ 的 展开 式 中 , 前 两 项 为 
$=an0t+b (e 十 号 ) (119.6) 


所 以 
T=a0+b, y=a7+2b0. (119.7) 


声速 线 (7 = 0) 就 是 直线 y = 2bx/a. 

但 为 了 求 出 物理 平面 上 的 特征 线 方程 ,只 需要 展开 
式 的 第 一 项 . 把 9 = z/a, "n= y/a 代入 速度 平面 上 的 特征 
线 方程 9 = 土 273/3/3, 得 到 





2 一 + 
这 又 是 两 支 半 三 次 抛物 线 , 其 尖 点 位 于 声速 线 (图 120 中 
的 粗 线 ) 上 . 图 120 


从 下 面 的 简单 讨论 也 可 以 预先 就 明显 看 出 特征 线 的 
这 个 性 质 . 在 过 渡 线 的 各 点 上 , 马赫 角 等 于 r/2. 这 表示 两 族 特征 线 的 切线 重 
合 , 所 以 这 里 有 尖 点 (图 120). 流 线 在 与 特征 线 垂直 的 情况 下 与 声速 线 相交 , 这 
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里 没有 奇异 性 . 

流 线 与 声速 线 正 交 的 点 属于 特殊 情形 , 解 (119.6) 在 这 里 并 不 适用 @. 在 
这 样 的 点 附近 , 流动 显然 相对 于 z 轴 对 称 . 这 种 情形 需要 专门 的 研究 (@.H. 弗 
兰 克 尔 和 C.B. 法 利 科 维 奇 , 1945). 

流动 对 称 意味 着 , 当 y 的 符号 改变 时 , 速度 w% 的 符号 改变 , 而 vs 保持 不 
变 . 换言之 , 速度 势 p 应 当 是 y 的 偶 函 数 (而 6 是 9 的 偶 函 数 )， 因 此, 在 这 种 
情况 下 , yp 展开 式 的 前 几 项 具有 以 下 形式 : 


2 3 4 


QZ a2zzy2 a3y 
p= a 十 3 234 (119.8) 


(预先 并 不 知道 小 量 x 和 y 的 相对 量 级 , 所 以 这 三 项 可 能 都 是 同一 量 级 的 ), 由 
此 求 出 从 物理 平面 到 速度 平面 的 以 下 变换 公式 : 
oy 2 a3y3 

7 一 QZ 十 人 0=a zy+ es (119.9) 
不 必 显 式 解 出 这 两 个 方程 中 的 > 和 y 就 容易 看 出 , 函数 y(9, n) 的 齐 次 次 数 是 
1/6. 所 以 , 对 于 相应 的 函数 &, 我 们 有 = 1/6 十 1/2 = 2/3, 即 该 函数 包含 在 通 
解 862/s 中. 

从 方程 (119.9) 中 消去 z, 我 们 得 到 函数 y(6,7) 的 三 次 方程 


(ag)3 — 3nay 十 30 = 0. (119.10) 


当 99? 一 402 > 0 时 , 即 在 速度 图 上 通过 点 = 9 =0 的 特征 线 左 边 的 整个 区 域 
(包括 7 < 0 的 整个 亚 声速 区 域 , 见 图 121) 中 , 这 个 方程 只 有 一 个 实 根 , 所 以 应 
当 把 它 取 为 函数 y(9, 四 . 在 特征 线 右边 的 区 域 中 , 所 有 三 个 根 都 是 实 根 , 我 们 
应 当选 取 其 中 的 一 个 根 , 使 它 是 左边 区 域 中 的 实 根 的 延 拓 . 

把 表达 式 (119.9) 代入 方程 4m3 = 992, 就 得 到 物理 平面 上 的 特征 线 ( 它 通 
过 坐标 原点 ). 这 给 出 两 支 抛物 线 : 


特征 线 23 和 56 : “= 一世 








119.11 
特征 线 34 和 4: z= 只 


(数字 表示 所 指 特征 线 在 物理 平面 上 划分 出 哪 两 个 区 域 ). 在 物理 平面 上 , 声速 
线 (速度 平面 上 的 曲线 9 = 0) 是 抛物 线 z = -ay2/2 (图 121 中 的 粗 线 ). 我 们 指 
出 声速 线 与 对 称 轴 的 交点 的 以 下 特性 : 从 这 个 点 发 出 四 支 特征 线 , 而 从 声速 线 
上 任何 其 他 的 点 只 发 出 两 支 特征 线 . 


名 这 对 应 于 (119.6) 中 的 常数 a 等 于 零 的 情形 , 而 当 a = 0 时 , 因为 雅 可 比 行列 式 A 在 曲线 nn = 0 
上 等 于 零 , 所 以 这 个 解 没 有 意义 . 
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图 121 


在 图 121 中 , 速度 平面 和 物理 平面 上 彼此 对 应 的 区 域 由 同样 的 数字 标 出 ， 
但 这 个 对 应 关系 不 是 一 一 对 应 的 @. 如 果 在 物理 平面 上 绕 坐 标 原点 移动 一 周 ， 
在 速度 平面 上 就 会 三 次 通过 两 条 特征 线 之 间 的 区 域 , 如 图 121 中 的 虚线 所 示 ， 
该 虚线 被 特征 线 反 射 了 两 次 . 

函数 y(9，7) 本 身 满 足 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 , 它 应 当 包 含 在 通 解 B1ye 中 ， 
在 物理 平面 上 的 特征 线 23 附近 , 这 个 函数 是 


1 /30\3 1 1 1 dm 
1 (而 训 声 二 六 ) i 
(表达 式 (118.6) 的 第 一 项 , 它 在 特征 线 23 上 没有 奇异 性 )， 把 它 解析 延 拓 到 特 


征 线 56 附近 (所 取 路 径 通过 亚 声速 区 1, 即 利用 公式 (118.13)), 我 们 在 那里 得 
到 同样 的 函数 . 但 在 特征 线 34 和 45 附近 , y(6, 9) 可 以 表示 为 该 函数 与 函数 


4713 1 5 3 4773 
1/3,/ 一 一 ee 
03 /5 1F (3, p+ ;1 咎 ) (119.13) 


(表达 式 (118.6) 的 第 二 项 ) 的 线性 组 合 . 利用 公式 (118.11) 进行 解析 延 拓 , 即 
可 得 到 这 些 线性 组 合 (同时 应 当 注 意 ,被 速度 平面 上 特征 线 的 每 次 反射 都 使 
(119.13) 中 的 平方 根 改 变 符号 ). 

从 数学 观点 看 , 所 得 结果 表明 , 函数 B16 是 三 次 方程 


f3—3nf+30=0 (119.14) 


@ 这 与 以 下 事实 相符 : 在 物理 平面 上 的 特征 线 x = ay”/2 上 有 A = oo ( 见 498 页 的 脚注 ). 
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各 根 的 线性 组 合 , 即 它们 化 为 代数 函数 @. 对 于 
= 亏 土 并， n=0, 1 2,.….,， (119.15) 
所 有 相应 的 Bk 也 与 B16 一 起 化 为 代数 函数 , 这 些 Bi 是 按照 公式 (118.9) 和 
(118.10) 通过 逐次 微分 从 Biye 求 出 的 (@.H. 弗兰克 尔 , 1947). 
对 于 
k= 土 字 ， k= 十 (119.16) 
消 数 B。 也 化 为 代数 函数 ,这 时 $B 中 的 超 几何 函数 化 为 多 项 式 @ (例如 , 当 
有 一 mW/2 时 , 这 是 表达 式 (118.6) 的 第 一 项 , 而 当 上 大 = 一 n/2 时 , 这 是 该 式 第 二 项 ). 
特别 地 , 这 三 族 代数 函数 Bi 包括 了 所 有 可 能 与 物理 平面 上 无 奇异 性 流动 
相对 应 的 函数 (作为 势 函 数 B). 确实 , 对 于 这 样 的 流动 , 5 在 过 渡 线 上 非 对 称 
点 附近 的 展开 式 中 所 有 的 项 (前 两 项 由 公式 (119.6) 给 出 ) 只 能 对 应 于 
k= 二 十 工 ， 或 有 = 1 二， 
但 在 对 称 点 附近 的 展开 式 ( 始 自 & = 2/3 的 一 项 ) 还 可 能 包括 大 = 2/3 十 n/2 
的 函数 . 
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欧 拉 - 特 里 科 米 方程 是 怡 普 雷 金 方程 的 简化 形式 , 原则 上 可 以 用 来 定性 地 
研究 绕 物体 定常 平面 流 中 存在 跨 声速 区 时 的 基本 流动 特征 ， 与 激 波形 成 有 关 
的 问题 首先 归 入 此 列 , 我们 强调 , 正 是 因为 激 波 强度 在 跨 声 速 区 中 很 小 , 在 这 
些 条 件 下 应 用 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 才 是 合理 的 . 我 们 还 记得 ( 见 886, 8 114), 焙 
和 涡 量 在 弱 激 波 中 的 变化 值 是 高 阶 小 量 ， 所 以 在 一 级 近似 下 可 以 认为 间断 面 
后 面 的 流动 也 是 等 燃 势 流 . 

在 这 一 节 中 , 我 们 讨论 一 个 重要 的 理论 问题 一 一 关于 绕 物 体 的 定常 平面 
流 在 来 流速 度 正 好 等 于 声速 时 的 性 质 的 问题 . 

我 们 将 看 到 , 在 这 样 的 绕 流 中 一 定 会 出 现 从 物体 延伸 到 无 穷 远 处 的 激 波 . 
由 此 得 到 一 个 重要 结论 : 当 激 波 开始 出 现时 ,， 马赫 数 Mo 无 论 如 何 都 应 当 小 
于 1. 

于 是 , 我 们 考虑 绕 任 意 截面 (不 必 对 称 ) 的 无 限 翼 展 物体 (“ 机 杜 ") 的 平面 
流动 . 我 们 在 这 里 感 兴趣 的 是 (与 截面 尺寸 相 比 ) 足够 远离 物体 处 的 流动 图 像 . 


@ 利用 卡 丹 公式 可 以 从 (119.14) 得 到 这 些 函 数 的 显 式 表 达 式 , 但 它们 并 不 便于 实际 使 用 . 
回 这 里 应 当 注 意 , 如 果 a (或 8) 满足 a= -nm 或 7 一 “= -mw 则 F(a，B, YY; z) 化 为 多 项 式 . 
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为 了 叙述 方便 , 我 们 先 描述 定性 结果 , 然后 介绍 定量 计算 . 在 图 122 中 , 4 和 
4/'B' 是 声速 线 , 所 以 亚 声 速 区 完全 位 于 它们 的 左边 (上 游 ); 箭头 表示 来 流 方 向 
(我 们 取 这 个 方向 为 > 四, 且 坐 标 原 点 位 于 物体 所 占 区 域 中 的 某 处 ). 在 离 过 渡 
线 某 距离 处 产生 激 波 (图 122 中 的 EF 和 E'F'), 它们 
“来 自 ” 物体 表面 . 结果 表明 , (过 渡 线 和 激 波 之 间 的 区 
域内 ) 来 自 物体 表面 的 全 部 特征 线 可 以 分 为 两 组 , 第 
一 组 特征 线 达到 声速 线 的 位 置 并 在 这 里 终止 (换言之 ， 
如 图 122 所 示 , 在 声速 线 上 发 生 反射 并 以 特征 线 的 形 
式 到 达 物 体 表 面 ), 而 第 二 组 特征 线 终止 于 激 波 . 这 两 “ 
组 特征 线 由 极限 特征 线 隔 开 , 而 极限 特征 线 延 伸 到 无 
穷 远 处 , 与 声速 线 和 激 波 都 不 相交 (图 122 中 的 CD 
和 C'D'). 因为 从 物体 表面 发 出 的 (例如 由 被 绕 流 物 
体形 状 变化 引起 的 ) 扰动 将 沿 第 一 组 特征 线 传播 并 到 
达 亚 声速 区 的 边界 , 所 以 显然 可 知 , 位 于 过 渡 线 与 极 
限 特 征 线 之 间 的 那 一 部 分 超声 速 流 会 影响 亚 声 速 区 ， 122 
但 极限 特征 线 右边 的 流动 对 左边 的 流动 没有 任何 影 
响 , 即 当 右 边 的 流动 受到 扰动 时 (例如 当 点 C，C"' 右边 的 物体 形状 发 生变 化 
时 ), 左边 的 流动 不 会 发 生 任何 变化 . 我 们 知道 , 激 波 后 面 的 流动 绝 不 会 影响 激 
波 前 面 的 流动 . 因此 , 整个 流动 可 以 划分 为 三 部 分 (DCC'D' 左边 , DCC'D' 与 
FEE'F' 之 间 , FEE'F' 右边 ), 并 且 第 二 部 分 流动 不 影响 第 一 部 分 流动 , 第 三 
部 分 流动 也 不 影响 第 二 部 分 流动 . 
现在 , 我 们 对 上 述 流动 图 像 进行 定量 计算 (这 同时 也 是 验证 ). 
速度 平面 上 的 坐标 原点 (0 = ”= 0) 对 应 于 物 
理 平面 上 无 穷 远 处 的 区 域 , 而 速度 平面 上 始 自 坐 
标 原点 的 特征 线 对 应 于 极限 特征 线 CD 和 CD/. 
在 图 123 中 画 出 了 坐标 原点 的 邻 域 , 并 且 所 用 字 
母 与 图 122 中 的 记号 一 致 . 在 速度 平面 上 , 表示 激 
波 的 不 是 一 条 线 , 而 是 两 条 线 (这 两 条 线 对 应 于 间 
斯 面 两 边 的 气流 )， 并 且 它 们 之 闻 的 区 域 (图 123 
中 的 阴影 区 ) 并 不 对 应 于 物理 平面 上 的 任何 区 域 
首先 必须 解释 清楚 ， 哪 一 个 通 解 $。 对 应 于 
这 种 情形 . 如 果 5(9, 7) 是 有 次 齐 次 的 , 则 函数 
7 二 68/6n 和 y= 0968/69 分 别 是 一 1/3 次 和 上 一 1/2 次 齐 次 的 . 一 般 而 言 , 当 
9 和 7 趋 于 零 时 , 在 物理 平面 上 就 达到 无 穷 远 处 , 即 x 和 y 应 当 趋 于 无 穷 大 . 显 
然 , 为 此 应 有 < 1/3. 另 一 方面 , 物理 平面 上 的 极限 特征 线 不 应 完全 位 于 无 穷 
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图 123 
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远 处 , 即 在 曲线 992 = 473 上 不 应 处 处 都 有 y = 二 co. 于 是 ( 当 28 + 1/6 < 5/6 
时 ), 表达 式 (118.6) 中 方 括号 内 的 第 二 项 必定 为 零 . 因此, 函数 65(0, nm) 应当 由 
表达 式 (118.6) 的 第 一 项 给 出 : 

$= 46x( 一 kk 十 3 一 2k 十 了 工 一 和 化) (120.1) 
函数 yb，7) ( 它 也 满足 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 ) 也 具有 这 样 的 形式 , 只 是 应 把 
改 为 k 一 1/2. 

但 是 , 例如 , 如 果 表 达 式 (120.1) 在 上 支 特 征 线 (9 = +273/2/3) 附近 成 立 , 则 
对 于 任意 的 & < 1/3, 该 表达 式 在 下 支 特征 线 (9 = 一 2m3/33) 附近 不 成 立 . 所 以 ， 
我 们 还 应 当 要 求 : 当 在 速度 平面 上 绕 坐 标 原 点 从 一 条 特征 线 通 过 半 平 面 7>0 
向 另 一 条 特征 线 移动 时 ( 沿 图 119 中 的 路 径 4'B'), 函数 $B(9, n) 应 当 一 直 保 
持 (120.1) 的 形式 . 该 路 径 对 应 于 物理 平面 上 从 一 条 极限 特征 线 上 的 远 距离 点 
通过 亚 声速 区 向 另 一 条 极限 特征 线 上 的 远 距 离 点 移动 ,并且 处 处 都 不 会 与 破 
坏 流动 连续 性 的 激 波 相交 . 在 沿 这 样 的 路 线 移动 时 , (118.13) 中 的 第 一 个 公式 
给 出 (120.1) 中 的 超 几 何 函数 的 变换 , 所 以 我 们 应 当 要 求 这 个 公式 中 五 的 系 
数 为 零 . 当 k < 1/3 时 , 这 个 条 件 对 于 以 下 大 值 成 立 : 

1 


n 
RS = a 
6 2， n 0， 1，2， 


在 全 部 这 些 值 中 , 最 终 只 能 选取 一 个 : 
1 


上 二 一 写 ， (120.2) 


可 以 证 明 , 当 mn > 1 时 , 所 有 值 都 会 导致 速度 平面 与 物理 平面 不 是 一 一 对 应 
的 ( 绕 速 度 平面 移动 一 周 相当 于 绕 物理 平面 移动 若干 周 ),， 即 物理 上 的 流动 是 
多 值 的 , 而 这 当然 是 荒 廖 的. 对 于 上 = 1/6 所 给 出 的 解 , 当 0 和 趋 于 零 时 , 在 
物理 平面 上 并 非 沿 每 个 方向 都 能 到 达 无 穷 远 处 . 显然 , 这 样 的 解 在 物理 上 也 是 
不 适用 的 . 

当 大 = -1/3 时 , 公式 (118.13) 右边 丽 的 系数 为 +1, 即 当 从 一 条 特征 线 
移动 到 另 一 条 特征 线 时 , 函数 $ 完全 不 变 . 这 意味 着 6 是 9 的 偶 函数 , 而 坐标 
y = 68/69 是 奇 函 数 . 这 在 物理 上 表明 , 在 我 们 所 考虑 的 一 级 近似 下 , 远离 物 
体 处 的 流动 图 像 相 对 于 平面 y = 0 对 称 , 并 且 这 种 对 称 性 与 物体 的 形状 无 关 ， 
特别 是 与 升力 存在 与 否 无 关 . 

于 是 , 我 们 阐明 了 6(m, 9) 在 点 7 = = 0 的 奇异 性 特征 , 由 此 已 经 可 以 直 
接 对 远离 物体 处 的 声速 线 、 极 限 特征 线 和 激 波 的 形状 作出 结论 . 每 一 条 上 述 曲 
线 应 当 对 应 于 确定 的 比值 62r38， 又 因为 多 的 形式 为 B= 0-2/3f(73/62)， 所 以 
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利用 公式 (118.4) 求 出 z x 9-4/3, y x 0-5/3. 于 是 , 上 述 曲线 的 形状 可 由 形 如 
z = const .44/5 (120.3) 


的 方程 确定 , 每 一 条 曲线 都 有 自己 的 const 值 . 6 和 y 按照 以 下 规律 沿 这 些 曲 
线 下 降 : 


Orxy /5 n=oy2/5 (120.4) 


(@.H. 弗兰克 尔 , 1947; K.G. 古 德 莱 , 1948)@， 

为 明确 起 见 , 下 面 公 式 中 的 符号 将 对 应 于 上 半 平 面 (y > 0). 

我 们 来 说 明 如 何 计算 这 些 公式 中 的 系数 . = --1/3 是 使 B 化 为 代数 函 
数 的 & 值 之 一 ( 见 前 一 节 ). 在 目前 情况 下 , 能 够 用 来 确定 $ 的 特 解 可 以 写 为 





a Ql of 
~ 280 
的 形式 , 其 中 ai 是 任意 的 正常 数 , 而 f 是 三 次 方程 
f3—3nf+30=0 (120.5) 
的 一 个 根 , 并 且 当 992 -4wm3 > 0 时 是 其 唯一 的 实 根 . 于 是 ， 
_ a10f = Q1 
$= 2 (120.6) 
而 对 于 坐标 ， 
j= (+ 
On 2(f2—7)3 (120.7) 
5 af 
YT (Ps 
如 果 引 入 参数 
f2 
Rm 


@ 我 们 指出 , 对 于 轴 对 称 绕 流 (Me = 1) 也 能 得 到 类 似 的 结果 . 
在 柱 面 坐标 xz, + 下 , 声速 面 、 极限 特征 面 和 激 波 的 形状 以 及 速度 在 这 些 曲 面 上 的 变化 规律 (在 远 
离 物 体 处 ) 由 以 下 公式 给 出 : 
2 一 Const .4/Y7， 二 -9/7, 


vr or vr OCP 


见 ; Guderley K. G. Theorie schallnaher Stramungen. Berlin: Springer, 1957 (Guderley K.G. The Theory 
of Transonic Flow. Oxford: Pergamon, 1962); Papkrosus ©O.B., Hepros HI.A. IIpuxin. MareMm. Mex. 
1964, 28: 280 (Fal’kovich S.V., Chernov 1. A. J. Appl. Math. Mech. 1964, 28: 342). 
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就 可 以 把 这 些 公式 写 为 方便 的 参数 形式 , 即 
2 al/5(2s —1) 
ci 
ny/ = a2/5s15(s — 1), (120.8) 


3/5 
0y3/5 — (8 — 2s), 


这 些 公式 给 出 了 n 和 6 对 坐标 的 函数 关系 . 参数 s 取 非 负 值 (s = 0 对 应 于 
7 二 一 00, 即 对 应 于 无 穷 远 处 的 来 流 ). 例如 , 值 s = 1/2 对 应 于 x = 0, 它 给 出 了 
弱 流 区 域 中 秋 直 于 z 轴 的 平面 内 y 值 较 大 处 的 速度 分 布 . 值 = 1 对 应 于 声 
速 线 (7 = 0), 并 且 容 易 看 出 , s = 4/3 对 应 于 极限 特征 线 . 常数 ul 的 值 依赖 于 
被 绕 流 物体 的 实际 形状 ， 并 且 只 能 通过 在 整个 空间 中 精确 求解 问题 的 方法 来 
确定 . 
公式 (120.8) 只 适用 于 激 波 前 面 的 整个 区 域 , 而 下 面 的 论述 表明 一 定 会 出 
现 激 波 . 按照 公式 (118.5) 的 简单 计算 给 出 雅 可 比 行列 式 A 的 表达 式 
_ 4 
47 
容易 看 出 , 在 特征 线 上 和 特征 线 左边 的 整个 区 域 中 (这 对 应 于 物理 平面 上 极限 
特征 线 的 上 游 区 域 ), 处 处 都 有 A > 0, 而 不 是 等 于 零 . 但 在 特征 线 右 边 的 区 域 
中 , A 通过 零点 , 所 以 在 这 里 出 现 激 波 是 不 可 避免 的 . 
网 拉 - 特 里 科 米 方程 的 解 必 须 满足 激 波 上 的 以 下 边界 条 件 . 设 0 人 和 bo， 
72 是 9 和 在 间断 面 两 边 的 值 , 则 它们 首先 必须 对 应 于 物理 平面 上 的 同一 条 
曲线 , 即 


z(01， 911 ) 到 2Z(02， 72), y(01, 1) 一 y(02, 712)， (120.9) 


其 次 , 间断 面 切 向 速度 分 量 连 续 ( 即 速度 势 p 沿 间断 面 的 导数 连续 ) 的 条 件 等 
价 于 速度 势 本 身 连 续 的 条 件 : 


p(01, m) = p(b2, 12) (120.10) 


(速度 势 p 可 由 函数 $ 按照 (119.3) 确定 ). 最 后 , 既然 激 波 极 线 方程 (92.6) 给 
出 间断 面 两 侧 速度 分 量 之 间 的 关系 , 从 其 极限 形式 就 可 以 得 到 另外 一 个 条 件 ， 
在 (92.6) 中 , 如 果 用 % -6 代替 角 x, 并 引入 ,mo 代替 v1, vo, 就 得 到 以 下 
关系 式 : 


2(02 — 01)? = (7 — (nz +). (120.11) 
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在 目前 的 情况 下 , 在 激 波 后 面 (速度 平面 上 OF 与 OP 之 间 的 区 域 , 见 
图 123)， 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 解 具 有 与 (120.5), (120.6) 相同 的 形式 , 但 其 中 
的 常 系数 ( 记 为 -aa) 当然 不 是 a1. 四 个 方程 (120.9) 一 (120.11) 决定 比值 cz/ai 
并 给 出 量 mh, 91, 7, 92 之 间 的 关系 . 经 过 相当 复杂 的 求解 过 程 , 从 这 些 联 立方 
程 可 以 得 到 以 下 结果 . 激 波 与 公式 (120.8) 中 的 
以 下 参数 值 相对 应 : 


让 (5V3+ 8) = 2.78, 


这 
分 布 . 在 激 波 后 面 (下 游 ) 的 区 域内 ,系数 一 a2 
是 负 的 , 而 参数 f3/(f2 一) 取 负 值 . 引入 正 的 量 


z _ a/s(2s+1) 
yA/5 Wa 252/5 3 


my 一 a2/5sV5(e + 1), (120.12) 
3/5 
Oy3/5 — -s/s(2s 十 3)， 


并 且 








而 s 的 取 值 范围 是 从 (5V3 一 8)/6 = 0.11 (在 激 图 124 
波 上 ) 到 0 (在 下 游 无 穷 远 处 ). 

124 画 出 my2/5 和 0y3/5 对 wy-4/5 的 依赖 关系 图 像 , 它们 是 按照 公式 
(120.8) 和 (120.12) 计算 的 (规定 常数 ai 为 1). 
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我 们 仍然 利用 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 来 研究 弱 间 断 线 在 声速 线 上 的 反射 , 

我 们 将 认为 入 射 到 声速 线 上 (“到 达 ” 交 点 ) 的 弱 间 断 线 是 普通 类 型 的 , 例 
如 是 在 绕 尖 角 的 流动 中 形成 的 , 即 它 是 速度 对 空间 坐标 的 一 阶 导数 的 间断 线 . 
它 经 过 声速 线 的 反射 而 成 为 另 一 条 弱 间 断 线 , 但 后 者 的 性 质 预 先是 不 知道 的 ， 
应 当 通 过 研究 交点 附 点 的 流动 来 确定 . 下 面 取 该 交点 为 坐标 z, y 的 原点 , 并 
让 z 轴 指 向 该 点 的 气体 速度 方向 , 所 以 该 点 也 对 应 于 速度 平面 上 的 原点 . 
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我 们 知道 , 弱 间 断 线 位 于 特征 线 上 . 设 速 度 平面 上 的 特征 线 Oa 对 应 于 入 
射 间断 线 (图 125 (a)). 坐标 z, y 在 闻 断 线 上 的 连续 性 意味 着 一 阶 导 数 5,, Bp 
也 必定 是 连续 的 . 相反 ,下 的 二 阶 导数 可 以 表示 为 速度 对 空间 坐标 的 一 阶 导数 ， 
所 以 应 当 有 间断 . 用 方 括号 表示 间断 值 , 于 是 在 Oa 上 有 : 


区 ,] = [0] = 0; [S00], [Ser], [Bnn] #0. (121.1) 


至 于 特征 线 Oa 两 侧 区 域 1 和 2 中 的 函数 @ 本 身 , 它 在 特征 线 上 必定 没有 任何 
奇异 性 . 为 了 构造 这 样 的 解 , 可 以 利用 (118.6) 中 的 第 二 项 并 取 = 11/12, 这 
一 项 正比 于 两 项 之 差 1 -4m3/99? 的 平方 (第 二 个 独立 的 解 $11112 在 特征 线 上 











(9 
125 


有 奇异 性 , 见 下 文 ). 这 个 函数 的 一 阶 导数 在 特征 线 上 等 于 零 , 而 二 阶 导数 是 有 
限 值 . 此 外 , 更 还 可 以 包括 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 那些 使 物理 平面 上 的 流动 没 
有 任何 奇异 性 的 特 解 . m0 就 是 这 样 的 解 , 并 且 它 对 6 和 ? 的 齐 次 次 数 是 最 低 
的 (§119). 因此 , 在 特征 线 Oa 附近 , 我 们 寻求 以 下 形式 的 更 

Sol = 一 470 一 B01/6€2F (总 3 3; ¢) ， 
(121.2) 

12’ 12’ 

式 中 的 下 标 al 和 a2 指示 特征 线 在 两 侧 (区 域 1 和 2 中 ) 的 邻 域 , 4, B, C 是 
常数 , 并 且 再 次 引入 记号 


5 = -410 — CGO/6e2F ( 志 2 和 6] 


4 3 
6=1- 着 
(在 特征 线 上 上 = 0). 
我 们 在 下 面 将 看 到 , 弱 间 断 线 的 反射 可 以 有 两 种 情形 : 反射 为 另 一 种 (对 
数 型 ) 弱 间 断 线 , 或 者 反射 为 弱 激 波 , 这 依 救 于 乘积 4B 的 符号 . 
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反射 为 弱 间 断 线 . 我 们 首先 研究 第 一 种 情形 (JI. 工 . 朗 道 , E.M. 栗 弗 席 兹 ， 
1954). 在 速度 平面 上 , 第 二 条 特征 线 (图 125 (a) 中 的 0b) 对 应 于 被 声速 线 反 
射 过 来 的 弱 间 断 线 . 为 了 确定 函数 多 在 这 条 特征 线 附近 的 形式 , 可 以 利用 公式 
(118.11) 一 (118.13) 对 该 函数 进行 解析 延 拓 9. 但 是 , 函数 及 在 k= 11/12 时 没 
有 意义 , 所 以 不 能 直接 利用 这 些 公式 . 应 当先 取 有 = 11/12+e, 然后 让 s 趋 于 
等 . 根据 超 几 何 函 数 的 一 般 理 论 , 这 时 会 出 现 对 数 项 . 

经 过 计算 (利用 (118.13)), 对 于 特征 线 0b 附近 区 域 3 中 的 函数 6 可 以 得 
到 以 下 表达 式 (精确 到 & 的 二 阶 项 ): 


BB 
Bsa = —Abn+ (60) énlé| + co + cré + c2é), (21) 


式 中 co, c1, ca 是 常数 了?. 对 于 特征 线 Oa 附近 区 域 中 的 函数 56o, 类 似 的 变换 
(利用 (118.11)) 给 出 特征 线 Ob 附近 区 域 中 的 函数 B6o, 它 与 (121.3) 的 区 别 仅 
仅 在 于 B 被 替换 为 C/2. 物理 平面 上 特征 线 上 的 点 的 坐标 z, y 可 由 (118.4) 
来 计算 , 它们 是 在 上 = 0 条 件 下 的 导数 . 于 是 , 根据 (121.3), 我 们 求 出 


1/3 
z=_A0- (oy, 
(121.4) 
36\23 8B/11 ; 
A et fies —0)5/6 
,4 (2 (Bt) (om 


而 对 函数 B62 求 导 给 出 同样 的 表达 式 , 但 其 中 的 B 被 替换 为 C/2. 于 是 , 坐标 
z,y 在 特征 线 Ob 上 连续 的 条 件 给 出 关系 式 


C=28B. (121.5) 


其 次 , 为 了 实现 所 研究 的 反射 方式 , 在 速度 平面 上 应 当 没有 极限 曲线 (所 
以 在 这 个 平面 上 还 应 当 没 有 非 物理 区 域 ), 即 雅 可 比 行列 式 A 在 任何 地 方 都 不 
应 当 穿 过 零点 . 在 特征 线 Oa 附近 可 以 利用 函数 (121.2) 来 计算 雅 可 比 行列 式 ， 
结果 表明 它 是 正 的 (其 主 项 为 A = 42). 而 在 特征 线 0b 附近 可 以 利用 (121.3) 
进行 计算 , 结果 给 出 


2 Se 1/4 
A~ A -16(3) ABm/inll. (121.6) 


该 对 数 在 接近 特征 线 时 趋 于 -co, 所 以 第 二 项 是 主 项 . 因此 , 根据 条 件 A>0 
有 4B>0, 即 4 和 B 应 当 具 有 同样 的 符号 . 


@ 这 些 常数 的 值 为 : co = -29 .34/385 = 一 108, cr = 288/7 = 41.1，ca = 4.86. 
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最 后 , 为 了 确定 声速 线 的 形状 , 我 们 需要 在 坐标 轴 m= 0 附近 的 表达 式 . 
适用 于 上 半 轴 附近 的 表达 式 得 自 一 个 简单 的 变换 , 即 只 要 把 (121.2) 中 的 超 几 
何 函数 变换 为 自 变 量 1 一 = 4m3/99? 的 超 几 何 函数 即 可 , 该 自 变量 在 7 = 0 时 
等 于 零 @. 只 保留 7 的 最 低 军 次 项 , 我 们 得 到 


二 2TUV3) owe 40 
Bz = 一 470 一 FS7IEC7 3 6 — An0 — 6.25Bb11/6， (121.7) 
向 下 半 轴 附近 区 域 的 解析 延 拓 给 出 
$= —An0 一 6.25V3 Bb1118 (121.8) 


(计算 类 似 于 变换 公式 (118.13) 的 推导 ). 

现在 可 以 确定 我 们 所 关心 的 所 有 曲线 的 形状 . 忽略 高 阶 项 , 在 特征 线 上 有 
x 二 一 40, y = 一 An. 我 们 已 经 约定 , 上 半 支 特征 线 (9 > 0) 对 应 于 到 达 交 点 的 
弱 间断 线 . 因为 气体 速度 指向 z 轴 的 正方 向 , 所 以 为 了 让 这 条 弱 间 断 线 是 到 达 
交点 的 弱 间 断 线 , 它 应 当 位 于 半 平 面 z < 0. 由 此 可 知 , 常数 4 应 当 是 正 的 , 常 
数 B 因而 也 是 正 的 . 在 物理 平面 上 , 该 弱 间 断 线 的 方程 为 


2/3 
y= (3) 413( 一 z)2/3 = 1.31413( 一 z)2/3. (121.9) 


对 应 于 下 半 支 特征 线 的 反射 弱 间 断 线 由 方程 @ 
—y 一 1.3141az2/3 (121.10) 


给 出 ( 见 图 125 (b), 其 中 曲线 和 区 域 的 记号 对 应 于 图 125 (a) 中 的 记号 ). 
声速 线 方程 得 自 函 数 (121.7), (121.8). 对 7 和 0 求 导 , 然后 取 1 = 0, 从 
(121.7) 就 得 到 9 > 0 部 分 的 声速 线 方程 : 


Ey =-_l. 5/6 
2 一 一 40， y= 16 6.25 忆 0 
从 而 
y= -11.4B4-5/6( 一 z)5/6， (121.11) 


这 是 图 125 (b) 中 的 声速 线 的 下 半 部 分 . 类 似 地 , 我 们 从 (121.8) 求 出 上 半 部 分 
声速 线 的 方程 : 
y= 11.AV3 BA-5/6z5/6. (121.12) 


@ 例如 , 在 第 三 卷 的 数学 附录 ge 中 列 出 了 这 个 变换 , 见 那里 的 公式 (e.7). 
@ 考虑 下 一 级 修正 项 (公式 (121.4) 中 的 第 二 项 ) 的 反射 弱 间 断 线 方程 为 


—y = 1.314173z2/3 ~ 10.5 巨 4-5/6z5/8. (121.10a) 
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因此 , 两 条 弱 间 世 线 和 两 支 声 速 线 在 交点 O 有 公共 切线 (y 轴 ), 并 且 这 两 
支 声 速 线 位 于 y 轴 的 两 边 . 

在 到 达 交 点 的 弱 间 断 线 上 , 速度 对 坐标 的 导数 有 间断 ， 作 为 一 个 特征 量 ， 
我 们 考虑 导数 (8n/8z)y 的 间断 值 . 注意 到 


(器 ) _ OW _ ONY /Um _ _ 195 
Br), 6(z,y) O(n, 0)/ O(n,0) A802 











并 利用 公式 (121.2), (121.5), 我 们 得 到 所 求 的 间断 值 : 
2 1/6 
=8 (3) ER 8.56BA— /4(—y)-—™M4, (121.13) 


On 
(2 1 2 Az2" 


当 接 近 交 后 时 , 它 按照 (-y)-14 的 规律 增加 . 

在 反射 的 弱 间 断 线 上 , 速度 的 导数 根本 没有 间断 , 但 速度 分 布 具有 一 个 独 
特 的 对 数 奇 点 . 根据 函数 (121.3) (只 保留 方 括号 中 的 第 一 项 ) 计算 坐标 > 和 
对 n,9 的 函数 关系 , 在 反射 弱 间 断 线 附 近 就 可 以 把 7 在 y 给 定时 对 z 的 函数 
关系 表示 为 以 下 参数 形式 : 


ly 


Wr A -地 wl 


zs—g0 = -lee 67 Doi 
人 了 AT 人 








(121.14) 





式 中 《 起 参数 的 作用 , 而 zo = zo(y) 是 物理 平面 上 的 弱 间 断 线 方程 ， 

反射 为 弱 激 波 . 考虑 另 一 种 情形 一 一 弱 间 断 线 在 声速 线 上 反射 为 弱 激 波 
(JI.II. 戈 里 科 夫 , I.II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 , 1962)@. 

如 果 乘 积 AB < 0, 就 会 出 现 这 种 情形 . 从 (121.6) 可 见 , 这 时 有 两 条 极限 
曲线 , 它们 以 指数 形式 接近 特征 线 O05, 因为 雅 可 比 行列 式 A 在 
4r(2/3)1/8 

16|BIni/4 


时 等 于 零 . 预先 显然 可 知 , 速度 平面 上 非 物理 区 域 的 边界 (图 126 (a) 中 的 Oba 
和 O86s) 也 以 指数 形式 接近 特征 线 O05, 所 以 激 波 强度 也 是 指数 形式 的 小 量 . 

如 果 忽 略 曲线 Ob。 和 Ob 上 指数 形式 的 小 量 &, 则 对 于 这 些 曲 线 上 的 坐 
标 z, y, 我 们 得 到 的 表达 式 与 前 一 种 情形 下 特征 线 05 两 侧 的 表达 式 相同 . 所 
以 , 坐标 在 激 波 上 连续 的 条 件 在 任何 情形 下 都 化 为 前 面 的 关系 式 (121.5). 相应 


3 厅 下 + 人 ee，@6= (121.15) 





@ 古 德 菜 在 更 早 的 时 候 就 指出 了 这 种 反射 在 原则 上 是 可 能 的 〈K.G. 古 德 菜 , 1948). 
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地 , 速度 的 导数 在 入 射 弱 间断 线 上 的 间断 值 表 达 式 (121.13) 也 保持 原样 . 如 果 
还 是 认为 速度 平面 上 的 上 支 特征 线 Oa 对 应 于 这 条 弱 间 断 线 , 则 仍然 有 4 > 0， 
所 以 现在 有 B < 0. 于 是 , 从 (121.13) 可 见 , 速度 的 导数 在 入 射 弱 间 断 线 上 的 
间断 值 符号 是 弱 间 断 线 反射 的 两 种 情形 的 物理 判 据 . 

入 射 ( 弱 ) 间断 线 和 反射 间断 线 (现在 是 弱 激 波 ) 的 方程 (121.9), {121.10) 
仍然 成 立 (忽略 指数 形式 的 小 修正 项 ). 但 因为 常数 B 具有 另外 的 符号 , 物理 
平面 上 的 这 些 曲 线 改 变 了 位 置 , 如 图 126 (b) 所 示 . 

为 了 确定 激 波 强度 ( 即 激 波 上 的 间断 值 8 和 5m), 应 当 考 虑 欧 拉 -- 特 里 科 
米 方程 的 解 在 激 波 上 所 应 满足 的 全 部 边界 条 件 ， 其 表述 已 经 在 8120 中 给 出 ， 
见 (120.9) 一 (12.11). 最 后 一 个 条 件 是 激 波 极 线 方程 , 其 形式 为 (39)2 = n(8m)?， 
式 中 80 = bo 一 053，5m = oa 一 mos 是 激 波 上 的 指数 形式 的 小 间断 值 (下 标 如 
和 b3 表示 速度 平面 上 的 曲线 Ob。 和 Obs, 分 别 对 应 物理 平面 上 的 激 波 的 前 面 
和 后 面 ). 由 此 求 出 

80 = V7 7, (121.16) 


并 且 平 方 根 的 符号 之 所 以 这 样 选取 ， 是 因为 在 气体 通过 激 波 时 ， 其 速度 下 降 ， 
而 流 线 应 当 逐 渐 接 近 间 断面 . 
根据 (121.15), 我 们 在 速度 平面 上 寻求 曲线 Obz 和 Obs 的 方程 如 下 : 


2 > 2 二 
6 十 人 一 abolgle-8， 0 十 本 = 一 ais|b|e-2， 
式 中 ws 和 ass 是 正 数 . 按照 (121.16)， 


8 (e+ 3 ) = 80+ Vi = 280. 


8121 能 间断 线 在 声速 线 上 的 反射 . 521 、 


所 以 , 待 求 的 间 斯 值 89 和 6m 由 以 下 表达 式 给 出 : 


1/3 2/3 
nT .0 _, (2 Zz -© 
80=afe ， oa(3) (4) a 


_ Ar(2/3)1/3 ( 2 ) 47/6 


16lIB| \A) ~ 国 6r8， 


(121.17) 
© 


式 中 a= (apo + 053)/2, 变量 四 9 按照 z 久 一 4A0, ys -47 通过 物理 平面 上 的 
坐标 表示 . 为 了 确定 系数 a, 还 需要 考虑 所 有 其 余 边 界 条 件 , 并 且 在 这 些 条 件 
中 应 当 保 留 指 数 形式 小 量 e-e 的 线性 项 和 平方 项 . 我们 不 再 给 出 这 些 相当 繁 
琐 的 计算 , 仅仅 指出 其 结果 : ase = ass = a = 5.2. 


第 十 三 章 
绕 有 限 物体 的 流 a 


§ 122 绕 物体 的 超声 速 流 中 激 波 的 形成 


简单 的 论证 表明 , 在 绕 任意 物体 的 超声 速 流 中 ， 在 物体 前 面 会 形成 激 波 . 
其 实 , 在 超声 速 流 中 , 由 被 绕 流 物 体 引起 的 扰动 只 能 向 下 游 传播 , 所 以 流向 物 
体 的 均匀 超声 速 来 流 在 到 达 物 体 最 前 端 之 前 应 当 没 有 受到 扰动 . 但 这 样 一 来 ， 
在 最 前 端的 物体 表面 上 , 气体 速度 的 法 向 分 量 不 等 于 零 , 而 这 与 必须 满足 的 边 
界 条 件 矛 盾 . 只 有 形成 激 波 , 才 不 至 于 出 现 这 个 困境 , 所 以 激 波 与 物体 最 前 端 

之 间 的 气流 是 亚 声 速 的 . 
于 是 , 在 绕 物 体 的 超声 速 流 中 , 在 物体 前 面 会 
形成 激 波 , 我 们 称 之 为 头 激 波 . 在 被 绕 流 物体 前 端 
4 较 钝 时 , 该 激 波 不 会 附着 于 物体 本 身 . 激 波 前 面 是 
均匀 流 , 而 激 波 后 面 的 流动 绕 物 体 流 过 , 不 再 是 均 
匀 的 (图 127(a)). 激 波 面 延伸 到 无 穷 远 处 , 并 且 在 
远离 物体 处 激 波 变 弱 , 与 来 流 方向 的 夹 角 接近 马 雷 
四 角 . 钝 体 绕 流 的 特征 是 , 在 激 波 后 面 存 在 一 个 亚 声 
速 区 , 位 于 激 波 面 最 向 前 凸 出 部 分 之 后 . 这 个 区 域 
延伸 到 被 绕 流 物体 表面 , 所 以 其 边界 由 间断 面 、 物 

体 表 面 和 “ 侧 向 ”的 声速 面 组 成 (图 127 (a) 中 的 虚线 ). 

只 有 在 物体 具有 尖锐 前 端的 情形 下 , 才 会 出 现 附 体 激 波 . 这 时 , 间断 面 也 
有 一 个 尖锐 的 顶点 , 它 与 物体 的 尖锐 前 端 重合 (图 127 (b)). 在 非 对称 绕 流 中 ， 
该 曲面 的 一 部 分 可 能 是 弱 间 断面 . 但 是 , 对 于 给 定形 状 的 物体 , 只 有 当 速 度 超 
过 某 个 确定 的 界限 时 , 才 可 能 出 现 这 种 流动 图 像 . 当 速 度 低 于 该 值 时 , 即使 物 


图 127 
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体 具有 尖锐 前 端 , 激 波 也 是 脱 体 的 ( 见 $113). 

我 们 来 研究 绕 旋转 体 的 轴 对 称 超 声速 流 并 确定 物体 圆 钝 前 端 (图 127 (a) 
中 的 驻 点 O) 的 压强 . 根据 对 称 性 显然 可 知 , 终止 于 点 O 的 流 线 与 激 波 正 交 ， 
所 以 速度 在 点 4 处 只 有 垂直 于 间断 面 的 法 向 分 量 , 并 与 和 速度 相同 . 各 量 在 来 
流 中 的 值 照例 用 下 标 1 表示 , 而 在 点 4 处 激 波 后 面 的 值 用 下 标 2 表示 . 后 者 
由 公式 (89.6) 和 (89.7) 给 出 : 


pz = i —(7—1)), 
2+ (7y ~ 1)M? 
(y+ 1)Mi 
_ G+LDM? 
ps =p1 3+ 1 
现在 , 利用 各 量 沿 流 线 变化 的 公式 可 以 得 到 点 O 处 的 压强 po (这 里 的 气体 速 
度 v= 0). 我 们 有 ( 见 8$83 的 习题 ) 


v2 三 C1 


/(7-1) 
yY—-12V 
Po = po (+ 和) ， 








简单 的 计算 给 出 以 下 结果 : 
(y+1)/{(Y—1) —1/(Y-—1) 
+1 _1 
这 :三世 @ 3 ) M? @ 本 (122.1) 


这 就 是 超声 速 来 流 (Mi > 1) 绕 物 体 流动 中 物体 前 端的 压强 . 
为 便于 比较 ， 我 们 列 出 在 没有 激 波 的 情况 下 气体 连续 绝热 减速 过 程 中 的 
驻 点 压强 公式 (也 适用 于 亚 声速 绕 流 ): 
二 ?VC 一 DT 
po = Pp1 ( 十 i (122.2) 
当 Mi = 1 时 , 这 两 个 公式 给 出 同样 的 值 po, 但 当 Mi > 1 时 , 压强 (122.2) 总 
是 大 于 由 公式 (122.1) 给 出 的 真正 压强 @. 


Q 这 个 结论 具有 普遍 性 , 与 (122.1), (122.2) 成 立 所 需 的 多 方 气体 假设 无 关 (甚至 与 热力 学 意义 上 
的 理想 气体 假设 无 关 ). 其 实 , 当 激 波 存 在 时 , 点 O 处 气体 的 米 s 大 于 s1, 而 当 没 有 激 波 时 则 等 于 a1. 
但 在 这 两 种 情况 下 , 答 都 等 于 wo = wi 二 好/2, 因为 当 流 线 与 激 波 正 交 时 , 量 w+ 邮 /2 保持 不 变 . 但 
由 热力 学 公式 dw = Tds + dp/p 可 知 , 导数 


Op a 
( 衬 ) eR pT < 0， 


即 当 w 保持 不 变 时 , 粹 增加 导致 压强 降低 , 从 而 证 明了 所 作 结 论 . 
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在 速度 非常 大 (Mi > 1) 的 极限 下 , 公式 (122.1) 给 出 





po 一 了 (2 “yo-DM?, (122.3) 
即 压强 po 与 来 流速 度 的 平方 成 正比 . 根据 这 个 结果 可 以 得 出 结论 : 当 速 度 远 
大 于 声速 时 , 物体 所 受 的 总 阻力 与 速度 的 平方 成 正比 . 我 们 注意 到 , 当 速 度 远 
小 于 声速 但 仍 使 雷诺 数 足 够 大 时 , 阻力 的 变化 规律 与 上 述 规律 相同 ( 见 845). 

在 线 有 限 物体 的 超声 速 流 中 ， 除 了 必然 形成 激 波 的 事实 本 身 ， 还 可 以 断 
定 , 在 远离 物体 处 无 论 如 何 都 应 当 相继 出 现 两 个 激 波 (JI.AI. 朗 道 , 1945). 其 实 ， 
在 远离 物体 处 , 物体 所 引起 的 扰动 很 小 ， 所 以 可 以 把 扰动 看 做 从 某 zx 轴 发 出 
的 柱 面 声波 , 该 轴 通 过 物体 且 平 行 于 绕 流 方向 . 像 通常 一 样 , 我 们 在 一 个 使 物 
体 静 止 的 坐标 系 中 研究 流动 ， 从 而 得 到 一 个 波 , 其 中 z/vt 起 时 间 的 作用 , 而 
m/Vi22 一 1 起 传播 速度 的 作用 ( 见 下 文 8123)， 所 以 , 我 们 可 直接 利用 8102 
中 远离 声 源 处 的 柱 面 波 的 结果 , 于 是 得 到 远离 物体 处 的 激 波 的 下 述 图 像 . 在 第 
一 个 激 波 中 , 压强 突 跃 式 增加 , 所 以 在 它 后 面 有 一 个 稠密 区 . 压强 接 下 来 逐渐 
降低 , 稠密 区 过 渡 到 稀疏 区 , 然后 压强 又 在 第 二 个 激 波 中 突 跃 式 增 加 . 前 一 个 
激 波 的 强度 随 着 到 z 轴 的 距离 > 的 增加 按 -3/4 的 规律 降低 , 而 两 个 激 波 之 
间 的 距离 则 按 m14 的 规律 增加 @. 

我 们 来 观察 当 马赫 数 Mi 逐渐 增 大 时 激 波 的 产生 和 发 展 . 当 Mi 为 小 于 1 
的 某 个 值 时 , 气流 中 的 超声 速 区 首先 出 现在 被 绕 流 物体 表面 附近 , 其 中 至 少 出 
现 一 个 激 波 , 该 激 波 通常 是 超声 速 区 的 边界 . 该 区 域 随 着 Mi 的 增加 而 扩大 ， 
激 波长 度 也 同时 增 大 . 在 8120 中 已 经 证 明 (对 于 平面 流 情形 ), 当 Mi = 1 时 存 
在 激 波 . 这 也 就 证 明 , 激 波 必然 是 从 Mi < 1 时 开始 出 现 的 . 只 要 Mi 开始 大 
于 1, 就 出 现 另 一 种 激 波 一 一 头 激 波 , 它 与 无 限 宽 的 整个 来 流 相交 . 当 Mi 恰 
好 等 于 1 时 , 物体 前 面 的 整个 流动 都 是 亚 声速 的 . 所 以 , 当 Mi 大 于 1 但 任意 
接近 1 时 , 来 流 的 超声 速 部 分 以 及 头 激 波 都 位 于 物体 前 方 任意 远 处 . 随 着 Mi 
的 进一步 增加 , 头 激 波 逐 渐 接近 物体 . 

局 部 超声 速 区 中 的 激 波 应 当 以 某 种 方式 与 声速 线 相交 (我 们 讨论 平面 流 
情形 ), 其 特性 尚未 研究 清楚 . 如 果 激 波 终止 于 交点 , 则 其 强度 在 该 交点 本 身 为 
零 , 而 交点 附近 整个 平面 区 域 中 的 流动 是 跨 声 速 的 . 在 这 种 情形 下 , 流动 图 像 
应 当 由 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 相应 的 解 来 描述 . 除了 物理 平面 上 的 解 的 单 值 性 
条 件 和 激 波 上 的 边界 条 件 , 还 应 当成 立 以 下 条 件 : (1) 如 果 激 波 两 侧 的 流动 都 
是 超声 速 的 ( 当 激 波 “ 遇 到 " 声速 线 后 即 终止 于 交点 时 , 就 会 出 现 这 种 情形 ), 则 


@ 对 于 尖 头 细 长 体 轴 对 称 绕 流 中 的 激 波 , 还 可 以 确定 这 些 规律 中 的 数值 系数 , 见 526 页 的 脚注 . 
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激 波 必定 是 “到达 ”交点 的 间断 线 ; (2) 在 超声 速 区 中 , “到 达 ” 交 点 的 特征 线 不 
应 当 有 任何 奇异 性 (奇异 性 只 能 因为 曲线 相交 本 身 而 出 现 , 所 以 在 交点 应 当 去 
掉 这 种 奇异 性 ). 看 来 , 满足 所 有 这 些 要 求 
的 欧 拉 -- 特 里 科 米 方程 的 解 ， 其 存在 性 还 
没有 得 到 证 明 @. 

在 局 部 超声 速 区 中 , 激 波 和 声速 线 还 
有 一 种 可 能 的 结构 : 只 有 声速 线 终止 于 交 
点 (图 128 (b)). 激 波 强度 在 这 个 点 根本 不 
为 零 , 所 以 该 点 附近 的 流动 只 在 激 波 的 一 
边 才 是 跨 声 速 的 . 这 时 , 激 波 的 一 端 可 以 
与 固 壁 “相遇”, 而 另 一 端 (或 者 两 端 ) 可 
以 直接 从 超声 速 流 中 开始 (请 对 比 8115 
的 最 后 ). 图 128 


风 洲 七 五 
风 沪 于 同 





Cb) 
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为 使 超声 速 流 中 的 物体 是 良 绕 体 , 即 为 使 它 受 到 尽量 小 的 阻力 , 其 形状 与 
亚 声 速 流 中 的 相应 形状 有 很 大 区 别 . 我 们 还 记得 , 亚 声速 情况 下 的 良 绕 体 是 细 
长 的 , 具有 前 钝 后 尖 的 形状 . 但 是 , 在 绕 这 种 物体 的 超声 速 流 中 , 在 物体 前 面 会 
出 现 强 激 波 , 这 导致 阻力 显著 增加 . 所 以 , 在 超声 速 情 况 下 , 细 长 良 绕 体 的 前 后 
两 端 都 应 当 是 尖 的 , 并 且 相 应 顶 角 应 当 很 小 . 如 果 物 体 的 轴线 相对 于 气流 方向 
是 倾斜 的 , 则 相应 夹 角 ( 攻 角 ) 也 必须 很 小 . 

在 绕 这 种 形状 物体 的 定常 超声 速 流 中 ,气体 速度 的 大 小 和 方向 甚至 在 物 
体 附近 也 处 处 与 来 流 相差 很 小 , 而 形成 的 激 波 只 有 很 小 的 强度 ( 头 激 波 的 强 
度 随 尖 头顶 角 的 减 小 而 减 小 )， 远离 物体 处 的 气流 是 发 散 的 声波 . 可 以 认为 气 
流 阻力 的 主要 部 分 是 由 于 运动 物体 的 动能 转换 为 物体 所 发 声波 的 能 量 而 造成 
的 . 超声 速 流 所 特有 的 这 种 阻力 称 为 波 阻 @. 可 以 在 一 般 形 式 下 计算 任意 形状 
截面 物体 的 波 阻 (T. von 卡门 , N.B. 穆 尔 , 1932). 


@ P. 热 尔 曼 求 出 了 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 几 种 类 型 的 解 ， 它 们 能 够 避免 激 波 与 声速 线 相 交 的 情 
况 , 但 对 这 些 解 的 研究 在 本 质 上 并 未 完成 . 在 这 些 类 型 的 解 中 , 某 些 解 不 满足 上 述 条 件 (1)， 图 128 (a) 
画 出 了 激 波 在 局 部 超声 速 区 边界 上 终止 的 一 种 情形 , 这 时 激 波 和 声速 线 都 终止 于 交点 , 它们 在 该 点 有 
公共 切线 并 且 分 别 位 于 切线 两 边 (气体 从 左 向 右 运 动 ). 不 过 , 还 没有 检验 条 件 (2) 是 否 成 立 ， 对 于 解 
中 的 值 , 仅仅 指出 了 可 能 的 范围 (3/4 < k < 11/12), 但 没有 检验 这 时 能 否 满足 物理 平面 上 的 坐标 
在 激 波 上 连续 的 条 件 , 见 :; Germain P. Ecoulements transsoniqes homogenes. Progress in Aeronautical 
Sciences. New York: Pergamon, 1964. V. 5. 


@ 波 阻 加 上 与 摩擦 以 及 物体 尾部 分 离 有 关 的 阻力 即 可 得 到 总 阻力 . 
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流动 的 上 述 特性 使 我 们 可 以 应 用 线性 化 的 速度 势 方程 (114.4): 


2 
下 十 5 一 pr =0, (123.1) 
其 中 为 简洁 起 见 引 入 了 正 的 常数 
Bp? = i (123.2) 


a 
(z 轴 指 向 流动 方向 , 下 标 1 表示 与 来 流 相 应 的 量 ), 1/6 就 是 马赫 角 的 正切 . 

方程 (123.1) 在 形式 上 与 二 维 波动 方程 相同 , 并 且 /ul 起 时 间 的 作用 , 而 
v1/6 起 波 的 传播 速度 的 作用 , 这 并 非 偶然 , 并 且 具 有 深刻 的 物理 意义 , 因为 前 
面 已 经 指出 , 远离 物体 处 的 气体 运动 恰恰 就 是 由 物体 发 出 的 发 散 声 波 . 如 果 认 
为 气体 在 无 穷 远 处 是 静止 的 ， 而 物体 是 运动 的 ， 则 从 空间 中 的 给 定位 置 来 看 ， 
物体 的 横 截面 面积 将 随时 间 而 变化 , 并且 扰 动 在 时 刻 t 之 前 所 能 传播 的 距离 
( 即 到 马赫 锥 的 距离 ) 将 按 v1t/B 的 规律 增加 . 于 是 , 我 们 需要 研究 振动 截面 
的 “二 维 * 声 辐射 (传播 速度 为 w/6). 

在 这 种 “声学 比拟 ”的 指导 下 , 利用 由 振动 声 源 发 出 的 柱 面 声波 的 速度 势 
表达 式 (74.15) (在 远大 于 声 源 尺寸 的 距离 上 ), 并 把 其 中 的 ct 改 为 z/B, 立即 
可 以 写 出 待 求 的 气体 速度 势 表 达 式 . 设 S(z) 是 物体 被 垂直 于 来 流 方向 (z 轴 ) 
的 平面 所 截 的 横 截 面积 , ! 是 物体 在 该 方向 上 的 长 度 , 并 取 物 体 前 端 为 坐标 原 
点 , 则 有 

olz, 7) = -也 ”HS(O)d _ 

l 2r Jo V(r -0 Br 

积分 下 限 为 零 , 因为 当 z <0 (以 及 zx >1) 时 应 取 5S(x) = 0. 

因此 , 我 们 完全 确定 了 到 轴线 的 距离 x 远大 于 物体 厚度 的 位 置 的 气流 @. 

在 超声 速 流 中 ,由 物体 发 出 的 扰动 当然 只 能 向 圆锥 面 z 一 pr = 0 后 面 的 区 域 

传播 , 其 顶点 位 于 物体 前 端 . 在 这 个 圆锥 面 的 前 面 , 我 们 有 yp = 0 (均匀 流 ). 在 

圆锥 面 z 一 Br =0 和 zx- pr=! 之 间 , 速度 势 由 公式 (123.3) 确定 , 而 在 圆锥 面 

Zz 一 Br =1 (其 顶点 位 于 物体 后 端 ) 的 后 面 , 应 把 这 个 公式 中 的 积分 上 限 改 为 常 
量 /. 上 述 两 个 圆锥 面 在 所 用 近似 下 是 弱 间 断面 , 它们 实际 上 是 弱 激 波 . 


(123.3) 


@ 对 于 绕 旋转 体 的 轴 对 称 流 动 , 公式 (123.3) 对 于 所 有 的 7 (直到 物体 表面 ) 都 是 正确 的 , 特别 地 ， 
由 此 可 以 再 次 得 到 细 长 锥 体 的 绕 流 公式 (113.6). 

另 一 方面 , 虽然 适用 于 远离 被 绕 流 物体 处 的 这 个 解 是 在 线性 近似 下 得 到 的 , 仍然 可 以 仿照 8 102 
中 研究 柱 面 声波 的 方法 来 考虑 波形 的 非 线性 变化 . 用 这 种 方法 可 以 确定 远离 细 长 尖 头 旋转 体 的 位 置 上 
的 激 波 强度 (包括 它 对 Ma 的 依赖 关系 ), 即 前 一 节 中 已 经 讨论 过 的 衰减 规律 中 的 系数 (cc r3/4). 见 : 


Whitham G.B. Linear and Nonlinear Waves, New York: Wiley, 1974 (G. B. 惠 瑟 姆 . 线性 与 非 线性 波 . - 


庄 峰 青 , 岳 曾 元 译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1986), 8 9.3， 
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作用 在 物体 上 的 阻力 , 就 是 单位 时 间 内 由 声波 带 出 的 动量 的 z 分 量 . 取 一 
个 半径 + 足够 大 且 以 xz 轴 为 轴线 的 圆柱 面 作 为 控制 面 , 则 通过 该 表面 的 动量 
流 密度 的 x 分 量 为 
Tzr = pvr (ua 十 V1) ~ p22 (a 十 洒 ) 


在 整个 控制 面 上 积分 , 则 第 一 项 消失 , 因为 pwr 的 积分 是 通过 控制 面 的 总 质量 
流 , 而 它 为 零 . 所 以 


Fs 一 一 277 a Tyr dz = 一 277p1 三 Br dz， (123.4) 


在 (波动 区 内 ) 远 距 离 处 , 可 以 按照 874 的 做 法 计算 速度 势 的 导数 ( 见 公 
式 (74.17))， 


7 一 BT Ss!’ d 
-人 
a (123.4)， a 为 简洁 起 
见 再 令 z 一 Br = XX, 就 得 到 
= 2 * S"(€1)S"(é) dé dka dX 

: [1 V(X—E)(X—é) 
我 们 来 计算 对 X 的 积分 . i 应 当 计算 从 & 和 &。 中 较 大 
者 到 +oo 的 积分 . 先 取 某 个 大 而 有 限 的 量 工 作为 积分 上 限 , 然后 让 它 趋 于 无 
穷 大 , 于 是 得 到 


Fh -A 下 人 8"(é1)S"(é2) lin(é, — &1) — In4L] dé dé,. 
带 有 常数 因子 n4L 这 一 项 的 积分 恒 为 零 , 因为 在 物体 的 两 个 尖 头 端 , 不 仅 面 
积 S(z) 为 零 , 其 导数 5'(z) 也 为 零 . 于 是 最 终 得 到 
Fz 三 一 ff S” (£1)S"(é2) In(é, 一 6&1) dé dé,, 
即 
FA 4 [ S"(€1)5"(€2) nl 一生 de de (123.5) 


as 该 积分 的 量 级 是 (S/12)2P2, 式 中 
3 是 物体 的 某 种 平均 横 截面 面积 , 所 以 
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@ 至 于 升力 , 它 在 这 里 所 用 的 近似 下 是 完全 不 存在 的 (对 于 非 轴 对 称 物体 或 攻 角 不 为 零 的 情况 )-. 
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我 们 通过 引入 物体 长 度 的 平方 来 定义 细 长 体 的 阻力 因子 : 
也 


Cu = py (123.6) 
在 当前 情况 下 ， 
S2 
Cr ~ (123.7) 
它 与 物体 横 截面 面积 的 平方 成 正比 . 


我 们 注意 到 , 公式 (123.5) 与 薄 辟 诱导 阻力 公式 (47.4) 在 形式 上 是 类 似 的 ， 
这 里 用 函数 v.15'(z) 代替 (47.4) 中 的 函数 I(z). 根据 这 种 比拟 , 在 计算 积分 
(123.5) 时 可 以 利用 在 847 最 后 介绍 的 方法 . 

还 应 指出 , 如 果 把 流动 方向 改 为 相反 方向 , 则 由 公式 (123.5) 算出 的 波 阻 保 
持 不 变 , 因为 该 公式 中 的 积分 与 物体 轴线 方向 无 关 . 波 阻 的 这 个 性 质 正好 是 线 
性 化 理论 的 特征 @， 

最 后 , 我 们 简要 讨论 一 下 所 得 公式 的 应 用 范围 . 可 以 用 以 下 方式 处 理 这 个 
问题 . 在 由 物体 发 出 的 声波 中 , 气体 微 元 的 振幅 具有 物体 厚度 的 量 级 , 我 们 用 
字母 5 表示 该 振幅 . 相应 地 , 振动 速度 的 量 级 是 波 的 振幅 5 与 周期 /ww 之 比 
(5ox/1). 但 是 , 声波 传播 的 线性 近似 ( 即 线性 化 的 速度 势 方程 ) 总 是 要 求 声波 中 
的 气体 速度 远 小 于 声速 , 即 应 有 wyB > v1614, 即 


Mi < 3 (123.8) 


它们 实际 上 相同 . 因此 , 上 述 理论 在 Mi 的 值 与 物体 的 长 细 比 相近 时 不 再 适用 . 
在 相反 的 极限 情况 下 , 即 当 Mi 非常 接近 1 时 , 对 方程 不 能 进行 线性 化 处 
理 , 上 述 理论 当然 也 不 适用 ， 


习 题 


为 使 体积 V 和 长 度 1 均 取 给 定 值 的 细 长 旋转 体 受 到 最 小 的 阻力 , 求 其 形状 . 
解 : 根据 正文 所 述 的 声学 比拟 , 我 们 按照 z 二 1(1 一 cos0)/2 引入 变量 9 (0 和 gb Sr， 
2 的 起 点 位 于 物体 前 端 ), 并 把 函数 f(z) 二 Bf(z) 写 为 以 下 形式 : 


f= A 


用 一 2 
(容易 确认 , 当 工 = 二 0,1 时 5=0 的 条 件 只 允许 n 之 2 的 项 出 现在 求 和 表达 式 中 ). 对 于 阻 
力 因子 , 这 时 有 
TT 
Cu = 2 nd. 


位 一 2 


@ 在 8125 所 介绍 的 薄 姻 波 阻 理论 中 , 这 个 性 质 也 是 成 立 的 . 
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物体 的 面积 8S(z) 和 总 体积 VV 可 由 函数 f(z) 计算 : 
人 7 
9 =/ flz)drz, V = 上 5S(z)dz. 
简单 的 计算 给 出 


即 体积 仅 由 系数 A2 确定 ， 所 以 ,如果 当 nn 之 3 时 4n = 0，Fs 就 达到 最 小 值 . 结果 得 到 


Coma = L(Y /Sexy 
NI 2\2). 


对 于 物体 的 横 截面 面积 , 这 时 有 





1 
S= A2sin 0, 
所 以 半径 与 坐标 z 的 函数 关系 可 以 表示 为 


R(z) = <( 素 可 ) 名 [z( 一 下)]2/4 (下 


物体 相对 于 平面 z = 1/2 对 称 @， 


8$124 绕 薄 翼 的 亚 声速 流 


我 们 来 研究 亚 声 速 可 压缩 气流 绕 流线型 薄 姻 的 流动 . 与 不 可 压缩 气流 的 
情形 一 样 , 亚 声速 流 中 的 流线型 机 囊 必 须 很 薄 ,， 后 缘 尖 锐 而 前 缘 圆 印 , 攻 角 必 
须 很 小 . 我 们 取 流 动 方向 为 z 轴 , 翼 展 方向 为 z 轴 . 

因为 整个 空间 中 的 气体 速度 都 与 来 流速 度 w 相差 不 大 @, 所 以 可 以 应 用 
线性 化 的 速度 势 方程 (114.4): 

3 Op 2p 
So + gz7 pz 一 

在 机 姻 表 面 ( 称 为 曲面 C) 上 , 速度 必须 是 切 向 的 . 引入 机 辟 表 面 上 的 单 

位 法 向 矢量 ”%, 我 们 把 这 个 条 件 写 为 以 下 形式 : 


(1 — Mi) ss (124.1) 


(a + 汇 ) nw 十 型 mw 十 Sen, 一 0. 
因为 机 责 具 有 扁平 形状 并 且 攻 角 很 小 , 所 以 法 向 矢量 n 几乎 平行 于 y 轴 , 于 是 
Iny| 接近 1, 而 nz, nz 都 很 小 . 因此 , 在 上 述 条 件 下 可 以 忽略 二 阶 小 量 nz Bep/pr 


@ 虽然 R(z) 在 物体 两 端 为 零 , 但 导数 R'(z) 为 无 穷 大 , 即 物体 不 是 尖 头 体 . 所 以 , 严格 地 说 , 所 
用 近似 作为 上 述 方法 的 基础 不 适用 于 物体 两 端 附近 . 
@ 只 有 机 权 前 缘 驻 线 附近 不 大 的 区 域 是 例外 . 
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和 nmz8o/8z, 并 可 以 把 ny 改 为 上 1 (在 机 器 的 上 表面 为 +1, 在 下 表面 为 一 1). 
于 是 , 方程 (124.1) 的 边界 条 件 具 有 以 下 形式 : 


9 
vins 土 3 =0. (124.2) 


根据 机 翼 很 薄 的 假设 , 在 计算 6p/6y 在 机 辟 表 面 的 值 时 , 可 以 简单 地 把 它 取 为 
一 0 时 的 极限 值 . 
在 条 件 (124.2) 下 求解 方程 (124.1) 的 问题 容易 化 为 不 可 压缩 气流 的 绕 流 
问题 . 为 此 , 我 们 引入 下 列 变量 来 代替 坐标 z, y, z: 
z=7x, y=yvV1— M3, z=zV1— ME. (124.3) 
在 这 些 变量 下 , 方程 (124.1) 的 形式 变 为 








=0 (124.4) 


即 化 为 拉 普 拉 斯 方程 , 至 于 被 绕 流 物体 表面 的 形状 , 则 需要 引入 另 一 个 曲面 C' 
来 代替 C. 为 此 , 让 平行 于 zy 平面 的 机 辟 痢 面 保持 不 变 , 但 沿 咽 展 方向 (z 轴 ) 
的 所 有 尺度 均 按 比例 V1 一 M3 缩小 . 

于 是 , 边界 条 件 (124.2) 的 形式 变 为 


i 1— Mi =0, 


Oy’ 
而 为 了 把 它 化 为 通常 的 形式 , 我 们 引入 新 的 速度 势 yg/' 来 代替 vy: 
yp = pVI— M3. (124.5) 
对 于 1, 我们 有 同样 的 拉 普 拉 斯 方程 , 它 应 在 y = 0 处 满足 边界 条 件 
Vin 十 = 0. (124.6) 


但 是 , 带 有 边界 条 件 (124.6) 的 方程 (124.4) 是 绕 表 面 为 C0' 的 物体 的 不 可 
压缩 气流 的 速度 势 所 应 满足 的 方程 . 因此 , 确定 绕 表 面 为 C 的 机 翼 的 可 压缩 
气流 中 的 速度 分 布 的 问题 , 就 化 为 确定 绕 表 面 为 C' 的 机 田 的 不 可 压缩 气流 中 
的 速度 分 布 的 问题 . 

我 们 来 进一步 研究 作用 在 机 曙 上 的 升力 为 . 我 们 首先 指出 , 在 $38 中 推 
导 茹 科 夫 斯 基 公 式 (38.4) 的 过 程 完全 适用 于 可 压缩 气流 的 情形 ， 因 为 在 所 用 
近似 下 , 可 变 的 流体 密度 p 反正 也 应 替换 为 常量 p;, 于 是 ， 


FF, = —p1v1 f re, (124.7) 
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积分 是 沿 整 个 翼 展 1 进行 的 , 根据 关系 式 (124.5) 以 及 机 器 C 和 C' 的 横 剖 面 
相同 , 可 知 绕 机 翼 C 的 可 压缩 气流 的 速度 环 量 本 与 绕 机 票 C' 的 不 可 压缩 气 
流 的 速度 环 量 T"' 之 间 的 关系 为 

r= TVI- ME. (124.8) 
把 它 代入 (124.7), 并 把 对 z 积分 变换 为 对 2 积分 , 我 们 得 到 


—p1v1 / IT’' dz’ 





m= 
分 子 中 的 量 是 不 可 压缩 气流 中 作用 于 机 下 C0' 的 升力 . 用 到 表示 该 升力 , 则 有 
FF’ 
P= 人 124.9 
引入 升力 因子 
F ; F’ 


和 
(1z, lz 和 12, 4 = Is V1 一 M3 分 别 是 机 可 C 和 C" 沿 > 轴 和 > 轴 的 长 度 ), 我 们 
把 这 个 等 式 改写 为 
0, 
1— ME 
对 于 翼 展 足够 大 (剖面 沿 辟 展 方向 不 变 ) 的 机 翼 , 不 可 压缩 气流 中 的 升力 
因子 与 攻 角 成 正比 , 而 与 机 囊 的 长 度 和 宽度 无 关 : 





(124.10) 





Cy = const .oa (124.11) 
式 中 const 只 依赖 于 痢 面 的 形状 ( 见 $46). 所 以 , 在 这 种 情况 下 可 以 写 出 
(0) 
v= 2 i (124.12) 
二 汉代 


来 代替 (124.10), 这 里 Cy 和 C0 是 同一 个 机 杜 分 别 在 可 压缩 气流 和 不 可 压 
缩 气流 中 的 升力 系数 . 于 是 , 我 们 得 到 一 条 法 则 : 可 压缩 气流 中 作用 于 大 翼 展 
机 喜 的 升力 是 不 可 压缩 气流 中 作用 于 同样 机 辟 ( 攻 角 等 参数 均 相同 ) 的 升力 的 
1/V1 一 M3 倍 (L. 普 朗 特 , 1922; H. 格 劳 特 , 1928). 

对 于 阻力 , 也 可 以 得 到 类 似 的 关系 式 . 和 升力 的 茹 科 夫 斯 基 公 式 一 样 , 作 
用 于 机 喷 的 诱导 阻力 公式 (47.4) 也 完全 可 以 照搬 到 可 压缩 气流 理论 . 作 同 样 
的 变换 (124.3) 和 (124.8), 我 们 得 到 


(124.13) 
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式 中 FF 是 不 可 压缩 气流 中 作用 于 C' 的 阻力 . 当 翼 展 增加 时 , 诱导 阻力 趋 于 一 
个 不 变 的 极限 值 ($47). 所 以 , 对 于 足够 长 的 机 标 , 可 以 把 F 替换 为 FAO (后 
者 是 同样 的 机 翼 C 在 不 可 压缩 气流 中 的 阻力 ), 对 阻力 因子 则 有 


Ch 
通过 与 (124.12) 的 比较 , 我 们 看 出 , 如 果 把 不 可 压缩 气流 改 为 可 压缩 气流 , 则 


比值 C2/C 保持 不 变 . 
当然 , 如 果 Mi 的 值 非常 接近 1, 则 线性 化 理论 不 再 成 立 , 所 有 上 述 结果 也 
就 不 再 适用 . 
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为 使 超声 速 气流 中 的 机 票 是 良 绕 体 ， 其 前 后 缘 应 当 都 是 尖 的 ， 就 像 8123 
中 所 讨论 的 尖 头 细 长 体 那 样 . 

我 们 在 这 里 只 研究 绕 大 姻 展 等 截面 薄 姻 的 流动 . 如 果 考 虑 无 穷 大 辟 展 的 
情形 , 这 就 对 应 于 平面 气流 > ry We 势 函数 方程 现在 不 是 (123.1), 而 是 


9 B72 = = 0, (125.1) 
边界 条 件 为 

Op 

= = 干 Uimiv， 125.2 

Oy 4 一 士 0 ( ) 


(等 式 右边 的 符号 干 分 别 对 应 于 机 田 的 上 下 表面 ). 方程 (125.1) 是 一 维 波动 方 
程 , 其 通 解 的 形式 为 

p=fi(z— By + f(r + By). 
影响 流动 的 扰动 来 自 被 绕 流 物体 , 这 表明 , 在 机 职 上 方 (y > 0) 应 有 =0, 所 
以 y= f(z 一 By), 而 在 机 翼 下 方 (y < 0) 则 有 o = 户 (z+ By). 为 明确 起 见 , 考 
让 机 器 上 方 的 空间 , 其 中 

v= f(x— By). 

我 们 利用 条 件 (125.2) 来 确定 函数 f, 为 此 写 出 ns ~ 一 必 (zx), 其 中 y= (zx) 是 
机 辟 痢 面 上 边界 的 方程 (图 129 (a)). 我 们 有 


Ee / / 
3 ne =—Bf'(z) = vc(z)， f= -有 Ge 7). 
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因此 , 速度 分 布 ( 当 y > 0 时 ) 由 速度 势 
etz, Y) = -了 Ge 一 加 (125.3) 
确定 . 类 似 地 , 当 y < 0 时 得 到 
p= 如 6 (z 十 By), 


其 中 y= 4(z) 是 机 事 剖 面 下 边界 的 方程 . 我 们 指出 , 速度 势 以 及 其 余 各 量 沿 
直线 z 土 By = const (特征 线 ) 都 保持 不 变 , 这 与 $115 的 结果 是 一 致 的 , 这 里 得 
到 的 解 只 是 这 些 结果 的 特殊 情形 . 


/__ B= 
CA pL 一 


站 
GB 


MX 





图 129 


定性 的 流动 图 像 如 下 所 示 ， 从 前 后 缘 尖 头发 出 弱 间 断 线 (图 129 (b) 中 的 
a4a' 和 5By)@. 在 间断 线 a4a' 的 前 面 和 5Bb' 的 后 面 是 均匀 流 , 而 两 者 之 间 
的 流动 发 生 偏转 并 绕 过 机 豆 表 面 . 这 是 简单 波 , 并 且 在 所 用 的 线性 近似 下 , 其 
中 所 有 特征 线 都 有 同样 的 倾角 , 它 等 于 来 流 的 马赫 角 ， 

按照 公子 

Op 
2 一 2D1 三 一 Apr 
可 以 得 到 压强 分 布 (一 般 公式 (114.5) 中 含 好 的 项 在 当前 情况 下 可 以 忽略 , 因 
为 ww 和 ww 是 同样 量 级 的 量 ). 把 (125.3) 代入 此 式 并 引入 压强 因子 Co, 则 对 
于 上 半 平 面 , 我 们 得 到 


3 2 
Co= p= Bee By)- 


@ 仅 在 这 里 所 用 的 近似 下 才 可 以 这 样 说 ， 其 实 , 这 不 是 弱 问 断 , 而 是 弱 激 波 或 狭长 的 中 心 稀疏 波 ， 
视 其 中 的 速度 向 哪个 方向 偏转 而 定 ， 例 如 , 对 于 图 129 (b) 中 的 剖面 , ha 和 Bb' 是 稀疏 波 , 而 4a' 和 
Bb 是 激 波 . 

从 后 缘 (图 129 (b) 中 的 点 B) 发 出 的 流 线 , 其 实 是 速度 的 切 向 间断 线 ( 它 实 际 上 变 成 狭长 的 测 流 
尾 迹 )， 
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特别 地 , 机 可 上 表面 的 压强 因子 为 


Om = Fe). (125.4) 
类 似 地 求 出 机 村 下 表面 的 压强 因子 
Cn = -36 (125.5) 


我 们 指出 , 机 可 剖 面 边 界 上 任何 一 点 的 压强 只 依赖 于 剖面 边界 在 该 点 的 侧 率 . 
因为 机 要 剖面 边界 对 z 轴 的 倾角 处 处 都 很 小 , 所 以 压力 的 垂直 分 量 在 足 
够 高 的 精度 下 等 于 压力 本 身 ， 作 用 在 机 辟 上 的 总 升力 等 于 机 票 上 下 表面 的 压 
力 差 , 所 以 升力 因子 为 
ls 
0 = 去 人 Con-cojdz= 用 
(长 度 1., 7 的 定义 见 图 129 (a)). 我 们 定义 攻 角 a 为 通过 部 面 端点 的 弦 4B 对 
z 轴 的 倾角 (图 129 (a)): a ~ 1,/ls, 于 是 最 终 得 到 一 个 简单 的 公式 : 
4C 


Ci 三 125.6 





(J. 阿 克 雷 , 1925). 我 们 看 到 , 升力 只 取决 于 攻 角 , 而 与 机 杜 剖 面 形 状 无 关 , 这 不 
同 于 亚 声速 绕 流 的 情况 ( 见 848, 公式 (48.7)). 

接 下 来 确定 作用 于 机 辟 的 阻力 ( 即 波 阻 , 其 性 质 与 作用 于 细 长 体 的 波 阻 相 
同 , 见 8123). 为 此 , 应 取 压 力 沿 zx 轴 方 向 的 投影 并 沿 整 个 剖面 边界 积分 , 从 而 
求 出 阻力 因子 


2 I / 1 
C= 元 [ (2 + 02) dz. (125.7) 
引入 机 杠 剖 面 上 边界 和 下 边界 对 弦 AB 的 倾角 bi(z) 和 bz(z), 于 是 
(= -a GG=0 a. 


倾角 91 和 gb 的 积分 显然 为 零 , 所 以 最 终 得 到 以 下 公式 : 
0 +2(+) 
Mi—1 
( 模 线 表示 对 z 的 平均 ). 当 攻 角 给 定时 , 平板 机 村 (9 = 92 = 0) 的 阻力 因子 显 
然 最 小 , 这 时 Cs = aCy. 如果 对 粗糙 表面 应 用 公式 (125.8), 就 会 发 现 , 粗糙 导 


(125.8) 
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致 阻力 显著 增加 , 即使 单独 的 突起 只 有 很 小 的 高 度 @. 其 实 , 如 果 这 些 突起 的 平 
均 斜 率 保持 不 变 , 即 如 果 突 起 的 高 度 与 它们 之 间距 离 之 比 的 平均 值 保持 不 变 ， 
则 阻力 与 单独 突起 的 高 度 无 关 . 

最 后 , 我 们 再 作 以 下 说 明 . 这 里 所 说 的 机 翼 , 就 像 其 他 地 方 一 样 , 其 前 后 缘 
总 是 垂直 于 流动 方向 , 设 7 是 流动 方向 与 机 加 前 后 缘 之 间 的 夹 角 ( 侧 滑 角 ), 则 
以 上 结果 向 任意 ?7 角 的 推广 完全 是 显而易见 的 . 显然 , 作用 于 无 穷 大 翼 展 等 
截面 机 器 的 力 只 依赖 于 来 流速 度 在 垂直 于 机 机 前 后 缘 方 向 上 的 分 量 ， 在 理想 
流体 中 , 平行 于 前 后 缘 的 速度 分 量 不 引起 任何 力 . 所 以 , 马赫 数 为 Mi 的 气流 
中 作用 于 发 生 侧 滑 的 机 器 的 力 , 等 于 马赫 数 为 Mi siny 的 气流 中 作用 于 不 发 
生 侧 滑 的 相同 机 器 的 力 . 特别 地 , 如 果 Mi > 1 但 Misin7 < 1, 则 超声 速 绕 流 
所 特有 的 波 阻 就 消失 了 ， 
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在 $123 一 8125 中 建立 起 来 的 绕 细 长 体 的 超声 速 流 理论 和 亚 声 速 流 理论 
并 不 适用 于 跨 声 速 流 , 因为 在 跨 声 速 流 中 , 线性 化 的 速度 势 方程 不 再 成 立 . 在 
这 种 情况 下 , 整个 空间 中 的 流动 图 像 是 由 非 线 性 方程 (114.10) 
OpOp 0p Op 
org on Ba Br 
确定 的 (或 者 , 对 于 平面 流 , 这 是 由 与 此 等 价 的 欧 拉 -- 特 里 科 米 方程 确定 的 ). 但 
是 , 在 具体 情况 中 求解 这 些 方程 是 相当 困难 的 . 所 以 , 对 于 这 样 的 流动 , 在 不 用 
具体 求解 的 情况 下 即 可 建立 起 来 的 一 些 相似 律 , 具有 重要 意义 . 
首先 考虑 平面 流 , 设 


(126.1) 


Y=6f (7) (126.2) 


是 确定 被 绕 流 薄 姻 剖面 形状 的 方程 , 并 且 ! 是 薄 费 ( 沿 来 流 方向 ) 的 长 度 , 而 6 
表征 其 厚度 (5 << 1). 通过 改变 ! 和 6 这 两 个 参量 , 我 们 得 到 一 族 相似 的 剖面 . 
运动 方程 具有 以 下 形式 : 
opp 62p 
2 Bs 5 一 Oy’ 
其 边界 条 件 如 下 . 在 无 穷 远 处 , 速度 等 于 未 受 扰动 气流 的 速度 v1, 即 
Op Op Mi1—1 


2 
Ovy . Or st Qtx 


(126.3) 


(126.4) 


@ 但 仍然 大 于 边界 层 的 厚度 . 
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(速度 势 p 的 定义 见 (114.9)). 在 剖面 上 , 速度 应 当 是 切 向 的 : 


Vo 
0 C28) 


而 因为 剖面 很 薄 , 可 以 要 求 这 个 条 件 在 y = 0 处 成 立 . 


1 102/3 
z=lz, y= CT p= 3 一 7 了 瑟瑟 D) (126.6) 


引入 新 的 无 量 纲 变量 (我 们 已 经 引入 角 9 = 5/! 来 表示 机 醋 的 “ 张 角 ” 或 攻 角 ). 
于 是 , 我 们 得 到 方程 


和 边界 条 件 : 
在 无 穷 远 处 ， 


其 中 






这 些 条 件 只 包含 一 个 参数 天 . 于 
明 , 具有 相同 K 值 的 跨 声速 平面 
我 们 注意 到 , 表达 式 (126.7) + 
质 . 所 以 , 所 得 相似 律 还 确定 了 气体 和 
在 所 用 近似 下 , 压强 由 公式 
p— pi 一 pioa 2 I 
给 出 . 利用 表达 式 (126.6) 的 计算 表明 ， 剖面 上 的 压强 因子 是 以 下 形式 的 函数 
p—p 02/3 人 
0 = psP (K, 7): 
沿 齐 面 边界 的 积分 给 出 阻力 因子 和 升力 因子 : 


1 dY 1 


所 以 , 它们 是 以 下 形式 的 函数 人 : 


_ 05/3 02/3 





@ 这 些 公式 的 适用 范围 由 不 等 式 |Ma 一 1| < 1 确定 , 但 线性 理论 对 应 于 大 的 K 值 ， 即 对 应 于 
IMi 一 1 六 92/3， 因 此 , 在 1 交 Mi -工交 92/3 的 范围 内 , 公式 (126.8) 应 当 化 为 线性 理论 中 的 公式 
(125.6) 一 (126.8)， 这 表示 , 函数 刀 和 广 在 大 值 很 大 时 应 当 与 K-12 成 正比 . 
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用 完全 类 似 的 方法 可 以 得 到 绕 注 物 体 的 三 维 流动 的 相似 律 ， 物体 形状 由 

以 下 形式 的 方程 给 出 : 
Y=6f (F) ， 2Z=6f (F) ， (126.9) 
其 中 含有 两 个 参量 5 和 1 (6 < 1). 三 维 情形 与 平面 情形 的 重要 差别 在 于 , 三 维 
情形 下 的 速度 势 在 y 一 0, z 一 0 时 具有 对 数 奇异 性 (例如 , 参看 $ 113 中 绕 细 长 


圆锥 流动 的 公式 )， 所 以 , 在 > 轴 上 应 当 确 定 的 边界 条 件 并 不 涉及 导数 8p/16y， 
8wp/8z 本 身 , 而 是 涉及 有 限 大 小 的 乘积 


容易 证 明 , 这 种 情形 下 的 相似 变换 为 (再 次 引入 角 9 = 5/1) 
1 


ee Ee 
区 二 [元 ， 2 一 060752 ZZ 二 Ga p= 10 的 ， (126.10) 
并 且 相似 参数 是 
Mi—1 
5 (126.11) 


(T, von 卡门 , 1947). 对 于 物体 表面 上 的 压强 因子 , 我们 得 到 以 下 形式 的 表达 式 : 
z 
GC» =0P (K, 7) . 
相应 地 , 阻力 因子 的 形式 为 @ 
Cs = 91(K). (126.12) 


所 有 这 些 公式 当然 只 适用 于 Mi - 1 很 小 的 情况 , 无 论 其 值 为 正 还 是 为 负 . 
如 果 恰 好 Mi = 1, 则 相似 参数 天 = 0, 而 公式 (126.8) 和 (126.12) 中 的 函数 化 为 
常数 , 所 以 这 些 公式 完全 确定 了 Cs 和 Cyv 对 角 9 和 气体 性 质 a。 的 依赖 关系 . 
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在 8114 最 后 已 经 指出 , 对 于 绕 细 长 尖 头 体 的 流动 , 线性 理论 并 不 适用 于 
高 超声 速 (Mi 很 大 ) 的 情况 . 所 以 , 对 这 样 的 流动 建立 简单 的 相似 律 具有 特别 
的 意义 . 


@ 在 1> Mi 一 1 交 9 的 范围 内 应 当 得 到 线性 理论 的 公式 (123.7), 据 此 可 知 Ce ~ 94， 这 表明 ， 
当 K 增 大 时 , 函数 f(K) 应 趋 于 常 值 . 
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在 这 样 的 流动 中 形成 的 激 波 与 流动 方向 之 间 的 夹 角 很 小 ， 其 量 级 为 物体 
厚度 与 长 度 之 比 (9 = 6/1)， 这 些 激 波 一 般 是 弯曲 的 ， 同 时 也 具有 较 大 的 强度 
一 一 虽然 速度 间断 值 比较 小 , 但 压强 间断 值 很 大 ( 箭 闻 疡 值 因 而 也 很 大 ), 所 以 ， 
气流 在 一 般 情 况 下 根本 不 是 势 流 . 

我 们 将 认为 马赫 数 Mi 的 量 级 为 1/9 或 更 大 , 激 波 会 使 局 部 马赫 数 M 的 
值 减 小 , 但 其 量 级 总 是 保持 在 1/9 的 水 平 (请 对 比 8 112 习题 2), 所 以 马赫 数 
MM 在 整个 空间 中 是 很 大 的 . 

我 们 利用 在 8123 中 指出 的 “声学 比拟 ": 绕 具 有 变 截面 5(z) 的 薄 物 体 流 
动 的 定常 三 维 问题 , 等 价 于 按 规律 5S(vit) 随时 间 变 化 的 剖面 发 出 声波 的 非 定 
常 二 维 问题 ,并 且 量 vi/VM5 一 1 起 声速 的 作用 ,而 当 Mi 很 大 时 , 声速 就 是 oa， 
我 们 强调 , 保证 这 两 个 问题 彼此 等 价 的 唯一 条 件 是 比值 61 很 小 , 使 我 们 能 够 
把 物体 表面 上 沿 物体 长 度 方向 不 大 的 环形 区 域 看 做 圆柱 面 . 但 是 , 当 Mi 很 大 
时 , 所 发 声波 的 传播 速度 与 声波 中 气体 微 元 的 速度 值 相 近 (请 对 比 $123 最 后 )， 
所 以 应 当 在 精确 的 非 线 性 方程 的 基础 上 解决 问题 . 

在 绕 细 长 尖 头 体 的 任何 超声 速 流 中 , 速度 扰动 (与 来 流速 度 wl 相 比 ) 都 
很 小 , 而 在 高 超声 速 绕 流 中 , 纵向 速度 的 扰动 还 远 小 于 新 出 现 的 横向 速度 : 


Vy ~ Ve U0 vs — ~ 0. (127.1) 
但 压强 变化 和 密度 变化 根本 不 是 小 量 : 
PP M2?02, AP 一 AL 1, (127.2) 
D1 pi 


压强 变化 甚至 ( 当 M16 > 1 时 ) 可 以 是 任意 大 的 量 (请 对 比 $112 习题 2). 
声学 比拟 显然 只 适用 于 与 来 流 方 向 垂直 的 yz 平面 上 的 二 维 流动 . 在 这 个 

二 维 问题 中 , 声 源 的 线 速度 具有 v10 的 量 级 . 此 外 , 只 有 声速 ck 和 声 源 尺 寸 6 

(以 及 密度 p) 是 问题 中 的 独立 参量 @. 由 它们 只 能 组 成 一 个 无 量 纲 组 合 


K = M10, (127.3) 


这 就 是 相似 参数 @. 这 时 应 当 从 同样 这 些 参量 组 成 一 些 具 有 相应 量 纲 的 量 作 
为 坐标 y, z 的 长 度 尺度 和 时 间 的 尺度 , 例如 5 和 6/v10 = 1/vi. 对 于 坐标 z， 


@@ 当然 , 我 们 不 仪 考虑 气体 的 运动 方程 , 而且 考虑 物体 表面 上 的 相应 边界 条 件 ， 以 及 激 波 上 所 必 
须 满足 的 条 件 . 假设 气体 是 多 方 气体 , 所 以 其 气体 动力 学 性 质 只 依赖 于 无 量 纲 参数 ?， 但 是 , 下 面 得 到 
的 相似 律 无 法 确定 流动 对 这 个 参数 的 依赖 关系 的 性 质 . 

应 当 指 出 , 当 Ma 交 1 时 , 气体 被 剧烈 加 热 , 其 热力 学 性 质 可 能 发 生 显著 变化 ， 所 以 , 对 于 多 方 气 
体 (假设 其 热 容 是 常量 ), 相应 公式 在 高 超声 速 情况 下 的 定量 意义 其 实 很 有 限 . 

@ 如 果 不 假设 Mi 很 大 , 即 可 得 到 带 有 参数 K = 9V M2 -- 1 的 相似 律 , 但 它 没有 多 少 意义 , 因为 
当 Mi 不 大 时 , 线性 理论 其 实 完全 确定 了 所 有 的 量 对 这 个 参数 的 依赖 关系 . 
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物体 的 长 度 ! 是 一 个 自然 的 参量 . 于 是 可 以 得 到 结论 : 
vy 二 v10v,, Vz 一 v10v,, p= p1v202p/, p= pip' (127.4) 


式 中 ,以 , p,p' 是 无 量 纲 变 量 xc/1, y/5, z/6 和 参数 K 的 函数 , 并 且 根 据 
(127.1) 和 (127.2) 可 以 证 明 , 这 些 前 数 的 量 级 均 为 1@. 
阻力 BE 可 由 整个 物体 表面 上 的 积分 来 计算 : 


F, = fpovas 


(根据 边界 条 件 , wun = 0, 动量 流 密度 中 的 vev .mn 项 在 物体 表面 上 等 于 零 , 其 中 
n 是 该 物体 表面 上 的 法 向 矢量 ). 按照 (127.4) 变换 到 无 量 纲 变量 , 我 们 得 到 以 
下 形式 的 阻力 因子 Co。 (定义 为 (123.6)): 


0, = 204 ¢ p dy dz 
剩 下 的 积分 是 无 量 纲 参数 天 的 函数 , 所 以 
Cu = ff(K). (127.5) 


对 于 绕 无 穷 大 滤 展 注 咽 的 平面 流 情形 , 显然 也 可 以 得 到 同样 的 相似 律 . 这 
时 , 阻力 因子 公式 和 升力 因子 公式 具有 以 下 形式 : 


Co =0f(K), Oy =0f(K). (127.6) 


在 应 用 (127.5), (127.6) 时 应 当 记 住 , 流动 相似 的 假设 要 求 , 仅仅 通过 改变 
沿 y, z 轴 的 尺度 5 和 沿 z 轴 的 尺度 4, 就 可 以 从 一 种 情况 下 被 绕 流 物体 的 形 
状 、 尺寸 和 相对 于 来 流 的 方位 获得 另 一 种 情况 下 的 这 些 结果 . 特别 地 , 这 意味 
着 , 如 果 攻 角 a 不 等 于 零 , 则 为 了 保证 流动 的 相似 性 , 比值 /6 必须 相同 . 

在 (127.5), (127.6) 中 , 当 KK 一 oo 时 , 这 个 参数 的 相应 函数 趋 于 常数 极限 . 
这 是 因为 ( 当 Mi 一 co 时 ) 存在 极限 绕 流 方式 , 其 性 质 在 一 个 重要 的 流动 区 域 
内 与 Mi 无 关 (C.B. 瓦 兰 德 , 1947; KK. 奥 斯 瓦 还 奇 ，1951), 这 里 的 “重要 区 域 ” 
是 指头 激 波 上 强度 最 高 的 突出 部 分 与 被 绕 流 物体 表面 上 距离 物体 前 端 不 太 远 
的 部 分 之 间 的 流动 区 域 (我 们 强调 , 恰恰 是 具有 最 大 压强 的 这 个 区 域 决定 了 作 
用 于 物体 的 力 ). 如 果 用 来 描述 流动 的 无 量 纲 的 速度 v/v, 压强 p/pv2 和 密度 
p/P1 是 无 量 纲 坐 标的 函数 , 则 研究 表明 , 给 定形 状 的 物体 在 上 述 区 域 中 的 绕 流 


@ 高 超声 速 绕 流 的 相似 律 是 由 钱学森 (1946) 提出 的 ，W.D. 海 斯 (1947) 指出 了 它 与 推广 到 非 线 
性 问题 的 声学 比拟 之 间 的 关系 , 这 种 比拟 在 专业 文献 中 称 为 活 骞 比拟 *. 
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图 像 在 极限 下 与 Mi 无 关 , 其 实 , 在 这 些 变量 下 , 不 仅 流体 动力 学 方程 和 被 绕 
流 物体 表面 上 的 边界 条 件 与 Mi 无 关 , 激 波 面 上 的 所 有 条 件 也 与 Mi 无 关 . 在 
流动 区 域 中 之 所 以 可 以 划分 出 “重要 部 分 "， 是 因为 在 最 后 的 条 件 中 被 忽略 的 
量具 有 相对 的 量 级 1/M? sin? y, 其 中 yp 是 v1 与 间断 面 之 间 的 夹 角 , 并 且 在 激 
波 强度 很 小 的 远 距 离 处 , 这 个 角 趋 于 马 医 角 arcsin(1/M1) s 1/Mi, 使 得 展开 参 
数 不 再 是 小 量 : 1/M? sin? yp ~ 1@， 


习 题 


设 无 穷 大 要 展 平板 翼 对 来 流 的 攻 育 wm 很 小 且 jMia > 1, 求 访 机 可 所 受 的 升力 (R.D. 林 
内 尔 , 1949). 

解 : 绕 流 图 像 如 图 130 所 示 : 在 平板 前 后 两 端 中 的 每 一 端 同 时 都 发 出 激 波 和 稀 足 波 ， 
并 县 气流 在 通过 这 两 种 波 时 , 先 向 一 个 方向 偏转 a 角 , 然后 向 相反 方向 偏转 同样 的 角度 . 

按照 声学 比拟 ， 绕 这 种 平板 的 定常 流动 问题 等 
价 于 以 速度 aul 匀速 运动 的 活塞 前 方 和 后 方 的 非 定 
常 一 维 气流 问题 . 在 活塞 前 方形 成 一 个 激 波 , 而 在 活 
塞 后 方形 成 稀疏 波 ( 见 $99 习题 1, 2). 利用 那里 的 
结果 求 出 待 求 的 升力 , 即 平板 两 面 的 压强 差 . 升力 因 
子 为 
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( 式 中 外 二 aMi). 当 开 > 2/(7 一 1) 时 , 在 平板 下 方形 成 真空 , 所 以 应 当 息 略 第 二 项 . 在 
1 << Mi < 1/a 的 范围 内 , 这 个 公式 变 为 公式 O, = 4a/Mi, 这 与 线性 理论 所 给 结果 一 样 
因为 两 种 理论 在 这 里 都 是 适用 的 . 


@ 可 以 在 以 下 书 中 找到 证 明 的 细节 ; epmmi ,TT. Teuenun rasa c 60mbptnoi cBepx3ByK0BO 著 cko- 
pocTbio. MocrkBa: 中 3MarrR3，1959 (Chernyi G.G. Introduction to Hypersonic Flow. New York: Aca- 
demic Press, 1961). 第 一 章 §4. 


第 十 四 章 
燃烧 流体 动力 学 


8128 缓慢 燃烧 


化 学 反应 的 速率 (例如 以 单位 时 间 内 发 生 反 应 的 分 子 数 来 度量 ) 依赖 于 发 
生 反 应 的 混合 气体 的 温度 , 并 且 随 温度 的 升 高 而 增 大 . 在 许多 情况 下 , 这 种 依 
赖 性 是 非常 强 的 9， 尽管 与 热力 学 (化 学 ) 平衡 态 相对 应 的 混合 气体 应 当 是 已 
经 彼此 发 生 过 反应 的 , 但 在 常温 下 , 反应 速率 可 能 很 小 , 以 致 于 化 学 反应 实际 
上 几乎 完全 没有 发 生 . 而 当 温 度 上 升 到 足够 高 时 , 反应 就 会 进行 得 很 快 . 对 于 
吸 热 反 应 , 必须 从 外 部 不 断 输 入 热量 才能 维持 其 发 生 , 而 如 果 仅 在 最 初 提高 混 
合 气体 的 温度 , 则 只 有 少量 物质 发 生 反应 , 从 而 导致 气体 温度 降低 , 直到 反应 
停止 . 强 放 热 反 应 的 情况 则 完全 不 同 , 因为 会 有 大 量 热量 伴随 反应 而 释放 出 来 . 
这 时 , 只 要 在 混合 气体 中 的 某 一 点 提高 温度 即 可 , 由 此 开始 的 反应 将 释放 热量 ， 
从 而 提高 周围 气体 的 温度 . 于 是 , 反应 一 旦 发 生 , 就 将 自动 沿 气体 传播 . 这 种 现 
象 称 为 混合 气体 的 缓慢 燃烧 , 或 者 就 称 为 燃烧 @. 

混合 气体 的 燃烧 必然 还 伴随 着 气体 的 运动 . 换言之 , 燃烧 过 程 不 仅 是 化 学 
过 程 , 而 且 是 气体 动力 学 过 程 . 在 一 般 情 况 下 , 为 了 确定 燃烧 方式 , 必须 联 立 求 
解 一 组 方程 , 其 中 既 包括 相关 反应 的 化 学 动 理学 方程 , 也 包括 气体 混合 物 的 运 
动 方程 . 


@ 反应 速率 对 温度 的 依赖 关系 通常 是 指数 型 的 , 基本 上 正比 于 形 如 e-v/RT 的 因子 , 其 中 UU 是 
表征 每 一 个 给 定 反应 的 常量 (活化 能 ). U 越 大 , 反应 速率 对 温度 的 依赖 性 越 强 . 

@ 应 当 注 意 , 在 可 燃 的 混合 气体 中 , 燃烧 在 某 些 条 件 下 可 能 无 法 自行 传播 ， 这 与 诸如 通过 管 壁 放 
热 (管内 燃烧 )、 热 幅 射 损失 等 一 些 导致 热量 散失 的 因素 有 关 ， 所 以 , 例如 , 燃烧 在 半径 过 小 的 管道 内 
是 不 能 进行 的 
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但 是 在 一 种 非常 重要 的 情形 下 (这 种 情形 很 常见 ), 决定 相关 具体 问题 的 
条 件 具 有 足够 大 的 特征 尺度 ! (下 面 将 说 明 其 含义 ), 于 是 问题 将 大 为 简化 . 我 
们 将 看 到 , 在 这 种 情形 中 , 气体 动力 学 问题 在 已 知 的 意义 上 可 以 与 化 学 动 理学 
问题 分 开 处 理 . 

已 燃气 体 区 域 ( 即 反 应 已 经 结束 的 区 域 , 其 中 充满 燃烧 生成 物 的 混合 气 
体 ) 和 未 燃气 体 被 一 个 过 渡 层 分 隔 开 , 反应 本 身 正好 就 发 生 于 过 渡 层 (燃烧 带 
或 火焰 ). 燃烧 带 随时 间 以 某 个 速度 向 前 移动 , 可 以 把 这 个 速度 称 为 气体 燃烧 
的 传播 速度 , 其 大 小 依赖 于 从 燃烧 带 向 未 被 加 热 的 原始 混合 气体 的 传 热 强度 ， 
并 且 主 要 的 传 热 机 理 是 通常 的 热传导 (B.A. 米 赫 尔 松 , 1890). 

相关 反应 中 释放 出 的 热量 在 该 反应 (在 气体 中 的 给 定位 置 ) 的 持续 时 间 7 
内 所 传播 的 平均 距离 确定 了 燃烧 带宽 度 的 量 级 5. 时 间 7 是 该 反应 的 特征 量 ， 
只 依赖 于 燃烧 气体 的 热力 学 状态 (而 与 问题 的 特征 参量 ! 无 关 ). 如 果 x 是 气 
体 的 温 导 率 , 则 有 ( 见 (51.6))@: 


6 ~ VXT. (128.1) 


现在 , 我 们 来 更 精确 地 表述 以 上 假设 . 我 们 将 认为 , 问题 的 特征 尺度 远大 
于 燃烧 带 的 宽度 (1 > 5). 如 果 这 个 条 件 成 立 , 就 可 以 单独 处 理气 体 动力 学 问 
题 . 在 确定 气体 的 流动 时 , 可 以 忽略 燃烧 带 的 宽度 , 从 而 把 它 简单 地 看 做 燃烧 
生成 物 和 未 燃气 体 之 间 的 分 界面 ,在 这 个 分 界面 (火焰 阵 面 ) 上 , 气体 的 状态 
发 生 间断 , 即 它 是 一 个 特殊 的 间断 面 . 

这 个 间断 面相 对 于 气体 本 身 (在 垂直 于 火焰 阵 面 的 方向 上 ) 的 移动 速度 内 
称 为 火焰 的 法 向 速度 . 燃烧 在 时 间 r 内 能 够 传播 量 级 为 6 的 距离 , 所 以 火焰 的 
法 向 速度 满足 @ 

硬汉 四 让 (区 (128.2) 

气体 温 导 率 的 量 级 通常 为 分 子 的 平均 自由 程 与 其 热 运 动 速度 的 乘积 ， 或 者 平 
均 自 由 时 间 76 与 热 运动 速度 平方 的 乘积 , 它们 是 一 回 事 , 注意 到 分 子 的 热 运 
动 速度 与 声速 具有 同样 的 量 级 , 我 们 求 出 


ce (3 


名 为 了 避免 误解 ,我 们 指出 , 当 r 显著 依赖 于 温度 时 , 在 公式 (128.1) 中 还 应 当 有 一 个 相当 大 的 
系数 (如 果 r 取 燃 烧 生 成 物 温度 下 的 值 ). 对 我 们 而 言 , 这 里 最 重要 的 是 5 与 ! 无 关 的 事实 . 

@ 例如 ,在 6% CH4 和 94% 空气 的 混合 物 中 , 火焰 的 传播 速度 仅 为 5 cmys, 而 在 爆炸 性 混合 气体 
(2H2 + 02) 中 , 它 是 1000 cm/s， 燃烧 带 的 宽度 在 这 两 种 情况 下 分 别 约 为 5 x 10-2 cm 和 5 x 10-4 cm. 
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并 不 是 分 子 的 每 一 次 碰撞 都 能 引起 它们 之 间 的 化 学 反应 , 相反 , 在 发 生 磁 撞 的 
分 子 中 , 只 有 很 小 比例 的 分 子 才 发 生 反 应 . 这 表明 元 之 7, 所 以 vj < c. 于 是 ， 
在 所 考虑 的 燃烧 方式 下 , 火焰 的 传播 速度 远 小 于 声速 @. 

和 任何 间断 面 一 样 ， 在 代替 燃烧 带 的 间断 面 上 应 当成 立 质量 流 、 动 量 流 
和 能 流 的 连续 性 条 件 . 第 一 个 条 件 通常 确定 了 气体 在 间断 面 上 的 法 向 速度 分 
量 之 比 : pjw1 = pzv2, 即 
式 中 Wi, Ww 是 未 燃气 体 与 燃烧 生成 物 的 质量 体积 . 按照 884 中 对 任意 间 汤 面 
得 出 的 一 般 结 果 , 如 果 法 向 速度 分 量 是 间断 的 , 则 切 向 速度 分 量 必定 是 连续 的 . 
所 以 , 流 线 在 间断 面 上 发 生 偏 折 . 

因为 火焰 的 法 向 传播 速度 远 小 于 声速 ， 所 以 动量 流连 续 的 条 件 化 为 压强 
连续 , 而 能 流连 续 的 条 件 化 为 答 连续 : 


Pi =p2, wi = wo. (128.4) 


在 应 用 这 些 条 件 时 必须 记 住 , 所 研究 间断 面 两 侧 的 气体 在 化 学 上 是 不 同 的 , 其 
热力 学 量 不 是 同样 的 函数 . 
如 果 认 为 气体 是 多 方 气体 , 则 有 


= wotcpTl, wz = woz 十 cp272， 


并 且 这 里 的 可 加 常量 不 能 像 单一 气体 那样 (通过 适当 选取 能 量 零点 的 方式 ) 取 
为 零 ， 因为 wol 和 wos 在 这 里 是 不 同 的 . 引入 记号 9 = Wo1l 一 Wo2. 如 果 这 个 反 
应 发 生 在 温度 为 绝对 零度 的 条 件 下 , 则 这 就 是 反应 中 (单位 质量 物质 ) 放出 的 
热量 . 于 是 , 我 们 得 到 原始 气体 (气体 1) 和 已 燃气 体 (气体 2) 的 各 热力 学 量 之 
间 的 以 下 关系 式 : 
pi =p T= 和 + ED, 态 = 太 入 (: 入 1) . (128.5) 
火焰 具有 确定 的 法 向 传播 速度 , 它 与 气体 的 运动 速度 无 关 , 所 以 对 于 运动 
气体 中 的 定常 燃烧 , 例如 从 管道 一 端 ( 喷 灯 嘴 ) 流出 的 气体 的 燃烧 , 火焰 阵 面具 
有 确定 的 形状 . 如 果 v 是 气体 (在 管道 截面 上 ) 的 平均 速度 , 则 显然 v1S1 = v5， 
其 中 5 是 管道 的 横 截 面 面 积 , 而 5S1 是 火焰 阵 面 的 总 面积 . 


@ 在 发 生 燃 烧 的 混合 物 中 , 各 组 元 的 相互 扩散 对 燃烧 的 传播 过 程 也 起 一 定 作 用 , 这 不 会 改变 火焰 
的 速度 量 级 和 宽度 量 级 . 但 是 , 我 们 强调 , 这 里 处 处 都 只 讨论 预先 充分 混合 的 可 燃气 体 混合 物 的 燃烧 ， 
而 不 讨论 各 反应 物 分别 位 于 空间 中 不 同 区 域 且 只 有 相互 扩散 才 引 起 燃烧 的 情形 . 
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这 样 就 出 现 了 关于 上 述 燃烧 方式 对 小 扰动 的 稳定 性 范围 的 问题 ， 即 关于 
上 述 燃烧 方式 的 实际 存在 条 件 的 问题 . 因为 气体 的 运动 速度 远 小 于 声速 , 所 以 
在 研究 火焰 阵 面 稳定 性 时 , 可 以 把 气体 看 做 不 可 压缩 理想 (无 黏 性 ) 流体 , 并 
且 可 以 假设 火焰 的 法 向 传播 速度 是 一 个 给 定 的 常量 ， 这 样 的 研究 给 出 火焰 阵 
面 不 稳定 的 结论 (JI. 工 . 朗 道 , 1944; 见 本 节 习 题 1), 而 这 仅 适 用 于 雷诺 数 jwiy/z 
和 wz/z 足够 大 的 情形 . 然而 , 如 果 考 虑 气体 的 黏 性 , 在 该 条 件 下 就 无 法 得 到 
临界 雷诺 数 非常 大 的 结论 . 

这 样 的 不 稳定 性 似乎 应 当 导 致 火焰 自发 进入 潮流 状态 , 但 实验 资料 表明 ， 
至 少 直到 雷诺 数 非常 大 时 , 火焰 其 实 也 不 会 自发 进入 消 流 状态 . 这 是 因为 , 在 
实际 条 件 下 存在 一 系列 使 火焰 稳定 的 因素 ( 既 有 流体 动力 学 因素 , 也 有 扩散 和 
传 热 因 素 ). 对 这 些 复杂 问题 的 介绍 超出 了 本 书 范围 ,我 们 在 这 里 只 对 某 些 可 
能 的 稳定 性 因素 作出 一 些 简单 说 明 . 

火焰 阵 面 变形 对 燃烧 速度 的 影响 可 能 起 重要 作用 ， 而 这 是 一 个 稳定 性 因 
素 . 如 果 只 考虑 热传导 , 则 在 火焰 阵 面 的 凹陷 部 分 (对 原始 的 可 燃 混合 气体 而 
言 ), 速度 三 会 增 大 (因为 向 止 陷 处 未 燃 混合 气体 传 热 的 条 件 有 所 改善 ), 而 在 
火焰 阵 面 的 凸 出 部 分 , v1 会 减 小 . 这 个 效应 使 火焰 阵 面 趋 于 平缓 , 起 稳定 作用 ， 
而 用 类 似 讨论 可 知 , 扩散 方式 的 变化 起 不 稳定 作用 . 因此 , 相关 效应 的 总 效果 
取决 于 温 导 率 与 扩散 系数 之 比 (ZH.II. 德 罗 效 多 夫 , 4. 6. 泽 尔 道 维 奇 , 1943). 为 
了 给 出 火焰 阵 面 变形 对 燃烧 速度 vi 影响 的 唯 象 描述 , 可 以 在 该 速度 中 引入 正 
比 于 火焰 阵 面 曲率 的 一 项 (G.H. 马克 施 泰 因 , 1951). 适当 选取 这 一 项 的 符号 
并 把 它 补充 到 燃烧 阵 面 上 的 边界 条 件 中 ， 就 可 以 消除 微弱 长 波 扰动 的 不 稳定 
性 @., 由 于 非 线性 效应 的 影响 , 在 线性 近似 下 原本 不 稳定 的 扰动 现在 能 够 在 一 
定 的 定常 (对 其 振幅 而 言 ) 的 极限 情况 下 变 得 稳定 (R.BE. 彼 得 森 , N. W. 埃 蒙 斯 ， 
1956; 珊 .B. 泽 尔 道 维 奇 , 1966). 这 个 机 理 可 以 导致 火焰 的 “蜂窝 状 ” 结构 @. 

在 可 燃气 体 混 合 物 中 传播 的 火焰 , 会 引起 周围 相当 大 范围 内 的 气体 发 生 
运动 . 因为 速度 vi 与 wu 有 差别 , 所 以 燃烧 生成 物 应 当 以 速度 ww 一 vo 相对 于 
未 燃气 体 运动 . 由 此 已 经 可 以 看 出 , 燃烧 必然 伴随 着 气体 的 运动 . 在 许多 情况 
下 , 这 种 运动 还 会 导致 激 波 的 形成 . 这 些 激 波 与 燃烧 过 程 没 有 直接 关系 , 它们 
之 所 以 产生 , 是 因为 通过 其 他 方式 不 可 能 满足 必须 成 立 的 边界 条 件 . 例如 , 考 
虑 从 管道 封闭 端 传播 来 的 燃烧 . 在 图 131 中 , ab 是 燃烧 带 , 1 区 和 3 区 中 的 气 


@ 利用 这 个 效应 和 在 习题 1 中 引入 的 记号 , 应 当 把 w 的 表达 式 写 为 = v0)(1 -jp.82¢/8y?) 
的 形式 , 其 中 v49) 是 平面 阵 面 情况 下 的 燃烧 速度 , 而 px 是 经 验 常量 (具有 长 度 的 量 纲 ), 它 在 燃烧 阵 面 
稳定 的 条 件 下 是 正 的 . 

@ 以 下 专著 详细 阐述 了 这 些 问 题 : 3enpnopnu .BB., Bapea6narr T'. ,, JIxn6posus B,B.,， Maxsm- 
JaI3e 工 M. MazeMaTHSecKar TeopDHS ropenus 区 B3parBa. Mockaa.: Hayka，1980. 第 四 章 ， 第 六 章 . 
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体 是 原来 的 未 燃 混合 气体 , 2 区 中 的 气体 是 燃烧 生成 物 . 燃烧 带 相对 于 它 前 面 
的 气体 1 的 移动 速度 ww 是 由 反应 性 质 和 传 热 条 件 确定 的 , 所 以 应 当 视 为 给 定 
的 量 . 于 是 ,火焰 相对 于 气体 2 的 运动 速度 w 直 y 
接 由 条 件 (128.3) 确定 . 在 管道 的 封闭 端 , 气体 速度 多 
因此 , 气体 1 应 当 以 恒定 速度 vw。 一 v 相对 于 管道 6 d 
运动 . 管道 前 部 远离 火焰 处 的 气体 也 应 当 是 静止 的 . 
只 有 引入 一 个 激 波 (图 131 中 的 cq), 使 气体 速度 在 
激 波 面 上 出 现 间断 , 它 又 正好 使 气体 3 处 于 静止 状态 , 才能 满足 这 个 条 件 . 根 
据 给 定 的 速度 间断 值 ， 还 可 以 求 出 其 余 各 量 的 间断 值 以 及 激 波 本 身 的 传播 速 
度 . 因此 , 我 们 看 到 , 火焰 阵 面 像 活塞 那样 推动 其 前 方 的 气体 . 激 波 运动 得 比 火 
焰 快 , 所 以 被 带动 起 来 的 气体 的 质量 随时 间 而 增加 @. 

在 雷诺 数 足够 大 的 情况 下 , 管道 中 伴随 燃烧 而 产生 的 气流 成 为 测 流 , 而 这 
本 身 又 反 过 来 影响 火焰 . 在 灌流 燃烧 问题 中 还 有 许多 未 解 之 谜 , 但 这 里 不 再 继 
续 研 究 . 


图 131 


习 题 


1. 研究 缓慢 燃烧 中 的 平面 火焰 阵 面 对 小 扰动 的 稳定 性 . 

解 : 在 使 间断 平面 (火焰 阵 面 ) 静止 的 坐标 系 中 研究 问题 , 设 间 断 平 面 为 yz 平面 , 未 
受 扰动 的 气体 速度 指向 2 轴 的 正方 向 , 并 让 一 个 对 坐标 y 和 时 间 都 有 周期 性 的 扰动 驮 加 
在 具有 恒定 速度 ui, va (间断 面 两 侧 的 速度 ) 的 流动 上 . 就 像 829 那样 , 从 运动 方程 组 


divw’ = 0, ba + (ov.V)v = -vp (1) 
(v 和 pp 表示 Via, pl 或 V2, pa) 得 到 方程 
Ap’ = 0. (2) 
在 间断 面 上 ( 即 在 z%%0 处) 应当 成立 以 下 条 件 : 压强 连续 
D1 = ps, (3) 
切 向 加 度 分 量 连续 , Be ge 
vy to V+ (4) 


( 式 中 6 (y, tt) 是 由 扰动 引起 的 间断 面 沿 2 轴 的 微小 位 移 ), 气体 相对 于 间断 面 的 法 向 速度 


@ 在 实际 情况 下 ， 管 道中 的 燃烧 阵 面 通常 向 前 方 的 原始 混合 气体 突出 ,这 导致 火焰 对 小 尺度 扰 
动 的 一 种 独特 的 稳定 机 理 ， 燃 烧 沿 阵 面 法 向 的 传播 使 阵 面 “ 伸 长 ", 而 阵 面 上 任何 点 的 扰动 都 会 向 管 
壁 方向 移动 并 消失 于 管 壁 ( 阵 面前 方 气体 的 运动 使 阵 面 形 状 保持 稳定 )， 见 : Zebdovich Ya. B., Istra- 
tov A.G., Kidin N.I.，Librovich V. B. Comb. Sci. Technol. 1980, 24: 113. 
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保持 不 变 
Vn 。 (5) 
在 z<0 的 区 域内 (原始 气体 1), 我 们 把 方程 (1) 和 (2) 的 解 写 为 以 下 形式 : 


一 iut 
仿 二 Meiky 十 kz jew 3 


vi 主旨 过 eiky 十 kz 一 tt 2 


viy 
: 6 
区 二 4m (¥ 2 ") Ovthke—ivt ( ) 
在 z>0 的 区 域内 (气体 2, 燃烧 生成 物 ), 除了 形 如 const .eitv-h2-iwt 的 解 , 还 应 考虑 方 
程 (1) 和 (2) 的 另 一 个 特 解 , 其 中 各 量 对 y 和 上 上 的 依赖 关系 仍 由 同一 个 因子 el*v-iwt 给 
出 , 如 果 取 p' = 0, 就 得 到 这 个 特 解 , 这 时 欧 拉 方程 的 右边 为 零 , 该 齐 次 方程 具有 以 下 形式 
的 解 : 
vs, Vy Ck exp (ww 一 it 十 站) 
只 需要 在 气体 2 中 (而 不 需要 在 气体 1 中 ) 考虑 这 个 解 , 因为 我 们 的 最 终 目 的 是 确定 是 否 
可 能 存在 具有 正 虚 部 的 频率 .对 于 这 样 的 w, 因子 eiwz 在 z <0 时 随 |z| 的 增加 而 无 
限 增加 , 所 以 在 气体 1 所 在 区 域 中 必须 舍弃 这 样 的 解 . 再 适当 选取 常 系数 值 ,我 们 在 2 > 0 
时 所 寻求 的 解 具有 以 下 形式 : 
vs 和 万 eiky 一 kz 一 这 十 Ce -ivttive/va 


罗 2 i 3 wy a | . 
Vay = -iB Giky kz 一 ji _ Ceiky /oa 


(7) 
p2 = —Bp2 (w 半 浊 ) Giky 一 ka 一 iwt 
再 取 
《 = Deitviwt (8) 
程 @. 简单 的 计算 给 出 这 些 方程 的 以 下 相 窜 性 条 件 (在 计算 时 应 当 记 住 了 三 min 二 pzv2): 
(ww 十 v2) 十 262kviv2 十 k2viv2 (v1 二 v2) = 0, (9) 


式 中 [2 = 一 jw， 如 果 v1 > vo, 则 这 个 方程 或 者 有 两 个 负 实 根 , 或 者 有 两 个 Re 2 < 0 的 共 
示 复 根 , 运动 在 这 种 情况 下 是 稳定 的 , 但 是 , 如 果 v1 < va (从 而 pl > pa), 则 方程 (9) 的 两 
个 根 是 都 实 根 , 并 且 其 中 之 一 是 正 的 : 


I 
0-tmit (Yi -过 
1 十 7 十 内 pL 


(其 路 = pi1/pz), 运动 因而 是 不 稳定 的 ,燃烧 阵 面 正好 满足 这 种 情况 , 因为 剧烈 加 热 使 燃 
烧 生 成 物 的 密度 pa 总 是 小 于 原始 未 燃气 体 的 密度 pi. 


@ 由 公式 (6) 描述 的 运动 是 有 势 的 ， 而 由 公式 (7) 描述 的 运动 满足 rot v4 尖 0 因此, 火焰 阵 面 
之 后 燃烧 生成 物 的 运动 是 有 旋 的 . 
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我 们 指出 , Im 2 = 0. 这 表示 扰动 是 不 沿 火 焰 阵 面 传播 的 驻 波 , 并 且 不 断 加强 , 所 有 波 
长 的 扰动 都 是 不 稳定 的 ， 其 增长 率 随 大 的 增加 而 增加 (但 应 当 记 住 , 把 燃烧 阵 面 看 做 几何 
曲面 的 研究 仅仅 适用 于 波长 远大 于 5 的 扰动 : kh6 区 1)， 当 给 定时 , 扰动 增长 率 随 1/ 的 
增加 而 增加 . 

2. 设 燃 烧 发 生 于 液体 表面 , 并 且 反应 本 身 发 生 在 从 表面 藻 发 的 菠 气 中 四 ,如果 考虑 重 
力 场 和 毛细 作用 的 影响 , 求 这 种 燃烧 方式 的 稳定 性 条 件 (JI. 研 . 朗 道 , 1944). 

解 : 我 们 把 液体 表面 附近 藻 气 中 的 燃烧 带 看 做 间断 面 , 但 现在 假设 该 间断 面具 有 表面 
张力 系数 a. 接 下 来 的 计算 完全 类 似 于 习题 1, 唯一 的 区 别 是 , 现在 把 边界 条 件 (3) 改 为 


2 
p41 一 22 = -og 十 (pl 一 pz)96 
(介质 1 是 液体 , 介质 2 是 已 燃气 体 ), 条 件 (4) 和 (5) 保持 不 变 . 现在 , 我 们 得 到 方程 


gk(p1 — pa) + Qk 
了 

它 代替 方程 (9). 所 研究 燃烧 方式 的 稳定 性 条 件 要 求 该 方程 的 根 具有 负 的 实 部 , 即 方程 的 

自由 项 对 于 任意 的 天 必须 都 是 正 的 , 这 个 要 求 给 出 稳定 性 条 件 : 


22 (vw 十 v2) 十 202kviv2 十 k2 (v1 一 V2) 十 | viv2 一 0, 


4 2.2 
A < CQ9O1D2 


pl 一 Do 
因为 气态 燃烧 生成 物 的 密度 远 小 于 液体 的 密度 (pl 六 pa), 所 以 这 个 条 件 其 实 化 为 不 等 式 


六 < 4agpip3. 
3. 求 平 面 火 焰 阵 面前 方 气体 中 的 温度 分 布 . 
解 : 在 与 火焰 阵 面 一 起 运动 的 坐标 系 中 , 温度 分 布 是 定常 的 , 而 气体 以 速度 一 和 1 运动 . 
热传导 方程 


d7' d2T 
v:VT= WE = XI 
具有 解 
T = Toe™""/x, 


其 中 To 是 火焰 阵 面 上 的 温度 , 并 且 取 远离 火焰 阵 面 处 的 温度 为 零 . 


8$ 129 爆 怠 
在 上 述 缓 慢 燃 烧 方式 中 , 燃烧 沿 气体 的 传播 取决 于 加 热 , 即 取决 于 燃烧 气 


机 理 , 这 与 激 波 有 关 . 当 激 波 通 过 时 , 气体 被 加 热 , 激 波 后 面 的 气体 温度 高 于 激 


@ 这 里 讨论 发 生 于 蒸气 物质 本 身 的 反应 ， 没 有 任何 其 他 组 元 (例如 空气 中 的 氧气 ) 参与 反应 , 即 
讨论 自发 的 分 解 反应 . 


. 548 、 第 十 四 章 燃烧 流体 动力 学 


波 前 面 的 温度 . 如 果 激 波 足 够 强 , 由 它 引起 的 高 温 就 足以 导致 气体 开始 燃烧 . 
于 是 , 激 波 在 其 运动 中 会 点 燃 混 合 气 体 , 即 燃烧 将 以 激 波 的 速度 传播 , 这 比 通 
常 的 燃烧 传播 速度 快 得 多 . 这 种 燃烧 传播 机 理 称 为 爆 讼 . 

当 激 波 通过 气体 中 的 某 个 位 置 时 , 这 里 就 开始 发 生 反应 , 直到 这 个 位 置 的 
气体 全 部 燃烧 完毕 为 止 , 即 反应 持续 某 个 特征 时 间 7, 它 表征 相关 反应 的 动 理 
学 特性 @., 由 此 显 见 , 在 激 波 后 面 将 跟随 一 个 与 它 一 起 移动 的 燃烧 层 ,， 其 宽度 
等 于 激 波 传播 速度 与 时 间 7 的 乘积 . 重要 的 是 , 该 宽度 与 相关 具体 问题 中 的 物 
体 尺 寸 无 关 . 所 以 , 当 问 题 的 特征 尺度 足够 大 时 , 可 以 把 激 波 以 及 跟随 它 的 燃 
烧 带 看 做 一 个 间断 面 , 它 把 已 燃气 体 与 未 燃气 体 分 隔 开 . 我 们 将 把 这 样 的 “ 间 
断面 称 为 爆 雍 波 . 

质量 流 密度 、 能 流 密度 和 动量 流 密 度 在 爆 友 波 上 必须 是 连续 的 , 所 以 前 面 
只 用 这 些 条 件 对 于 激 波 得 到 的 关系 式 (85.1) 一 (85.10) 仍然 成 立 , 例如 方程 

现 十 也 





(pa —p1)=0 (129.1) 


仍然 成 立 ( 带 下 标 1 的 字母 总 是 用 于 原始 的 未 燃气 体 , 带 下 标 2 的 字母 总 是 用 
于 燃烧 生成 物 ). 由 这 个 方程 确定 的 ps 对 友 的 依赖 关系 曲线 称 为 爆 囊 绝热 线 ， 
该 曲线 不 通过 给 定 的 初始 点 pl, Wi, 这 与 前 面 讨论 过 的 激 波 绝热 线 不 同 . 激 波 
绝热 线 通过 初始 点 的 性 质 源 于 wi 和 wa 分 别 是 pl, 页 和 po, VW 的 同样 的 函数 ， 
这 个 性 质 现在 不 再 成 立 , 因为 两 种 气体 的 化 学 组 成 
不 同 . 在 图 132 中 , 实 线 表 示 爆 育 绝 热线 . 作为 辅助 
曲线 , 还 通过 点 pi, Vi 作出 了 原始 可 燃 混 合 气体 的 
普通 激 波 绝 热线 (虚线 ). 爆 帮 绝热 线 总 是 位 于 激 波 
绝热 线 以 上 ， 因 为 在 燃烧 时 会 形成 高 温 , 使 气体 压 
强大 于 同样 质量 体积 下 未 燃气 体 的 压强 . 
对 于 质量 流 密度 , 前 面 的 公式 (85.6) 
,2_P 

2 
仍然 成 立 , 所 以 j? 仍然 是 图 中 从 点 pi, i 到 爆 又 
了 绝热 线 上 任意 一 点 pz, Va 的 弦 (例如 图 132 中 的 弦 
ac) 的 斜率 . 从 图 中 立即 可 以 看 出 , 入 不 能 小 于 切线 
a0O 的 斜率 . 质量 流 ; 恰好 是 单位 时 间 内 所 点 燃 的 气体 质量 (对 单位 面积 爆 砂 
波 所 在 曲面 而 言 ). 我 们 看 出 , 在 发 生 爆 友 时 , 这 个 量 不 能 小 于 一 个 确定 的 极限 


Ww1 一 22 十 


(129.2) 





@ 然而 , 该 特征 时 间 本 身 取 决 于 激 波 强 度 , 它 随 激 波 强度 的 增加 而 迅速 减 小 , 因为 反应 速率 随 温 
度 增 加 而 增加 . 
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值 jain (取决 于 未 燃气 体 的 初始 状态 ). 

在 推导 公式 (129.2) 时 只 用 到 质量 流 和 动量 流连 续 的 条 件 , 所 以 该 公式 (对 
于 气体 的 给 定 初 始 状 态 ) 不 仅 适 用 于 燃烧 生成 物 的 最 终 状态 , 而 且 适 用 于 只 有 
一 部 分 反应 能 被 释放 出 来 的 所 有 中 间 状 态 @. 换言之 , 气体 在 所 有 这 些 状态 下 
的 压强 p 和 质量 体积 V 满足 线性 关系 


了 一 有 十 六 (个 一)， (129.3) 


它 在 图 中 表示 弦 ad 上 的 点 (B.A. 米 赫 尔 松 , 1890). 

现在 研究 穿 过 有 限 宽度 的 实际 爆 变 波 时 物质 状态 的 变化 (采用 拭 . 5B. 泽 尔 
道 维 奇 (1940) 的 方法 ). 爆 友 波 的 前 沿 是 气体 1 (原始 可 燃气 体 ) 中 的 一 个 真 
正 的 激 波 , 其 中 的 气体 被 压缩 和 加 热 到 气体 1 的 激 波 绝热 线 上 的 点 d 所 表示 
的 状态 (图 132). 在 压缩 气体 中 开始 发 生化 学 反应 , 而 随 着 反应 的 进行 , 表示 
气体 状态 的 点 沿 弦 da 向 下 移动 , 这 时 有 热量 释放 出 来 , 使 气体 膨胀 , 压强 下 
降 . 这 个 过 程 一 直 持 续 到 燃烧 完毕 且 全 部 反应 热 都 释放 出 来 为 止 , 相应 的 点 c 
位 于 表示 燃烧 生成 物 最 终 状 态 的 爆 变 绝热 线 上 , 弦 ad 与 爆 帮 绝热 线 还 有 一 个 
较 低 的 交点 b, 但 对 于 由 激 波 压缩 和 加 热 而 引起 燃烧 的 气体 , 这 个 交点 是 不 能 
达到 的 @. 

于 是 , 我 们 得 到 一 个 重要 结果 : 并 非 整 个 爆 秦 绝热 线 都 对 应 着 爆 族 , 只 有 
位 于 点 O 以 上 的 部 分 才 表 示 爆 友 , 并 且 从 初始 点 a 引出 的 直线 oO 在 点 O 与 
爆 凌 绝热 线 相 切 ， 

在 887 中 曾经 证 明 , 在 d(72)/dps = 0 的 点 ( 即 在 弦 12 与 激 波 绝热 线 相 切 
的 点 ), 速度 vz 等 于 相应 的 声速 值 ca. 这 个 结果 仅仅 得 自 间断 面 上 的 那些 守恒 
定律 , 所 以 也 完全 适用 于 爆 变 波 . 在 单一 气体 的 普通 激 波 绝热 线 上 没有 这 样 的 
点 (也 在 887 中 证 明 过 ), 但 在 爆 友 绝 热线 上 却 存 在 这 样 的 点 , 即 点 O. 在 这 样 
的 点 不 仅 成 立 等 式 vo = ca, 而 且 成 立 不 等 式 (87.10), 即 d(v2/cz)/dp2 < 0, 所 以 
当 ps 更 大 时 , 即 在 点 O 以 上 , 速度 满足 wa < co， 因为 爆 旋 恰恰 对 应 于 绝热 线 
在 点 O 以 上 的 部 分 , 于 是 得 到 


V2 & C2, (129.4) 


即 爆 麦 波 相对 于 紧 接 其 后 的 气体 以 等 于 或 小 于 声速 的 速度 运动 ， 并 且 当 爆 右 
对 应 于 点 O ( 查 普 曼 - 偶 盖 点 ) 时 , 等 式 vo = cz 成 立 @. 


@ 这 里 假设 在 燃烧 带 中 可 以 忽 覆 扩散 和 竺 性 , 于 是 质量 和 动量 的 输 运 仅 通 过 流体 运动 即 可 实现 . 

@ 为 讨论 的 完整 性 起 见 还 应 指出 , 通过 另 一 个 激 波 从 状态 c 突 跃 式 过 渡 到 状态 也 是 不 可 能 的 ， 
因为 气体 穿 过 该 激 波 的 方向 是 从 高 压 过渡 到 低压 . 

@ 注意 速度 vi, va 总 是 表示 垂直 于 间断 面 的 速度 . 
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爆 族 波 相 对 于 气体 1 的 速度 总 是 超声 速 的 (对 于 点 O 也 是 如 此 ): 
V1 > C1， (129.5) 


直接 从 图 132 就 可 以 用 最 简单 的 方式 证 明 这 个 结论 . 声速 cl 可 以 通过 图 像 由 
气体 1 的 激 波 绝热 线 (虚线 ) 在 点 a 的 切线 斜率 确定 , 而 速度 w 由 弦 ac 的 
斜率 确定 . 因为 所 有 的 弦 都 比 上 述 切 线 陡 , 所 以 总 有 vi > ci. 爆 族 波 以 超声 速 
的 速度 移动 , 它 同 激 波 一 样 , 对 前 方 气体 的 状态 没有 任何 影响 . 爆 话 波 相 对 于 
静止 未 燃气 体 的 移动 速度 洲 , 就 是 通常 所 说 的 爆 育 在 可 燃 混 合 气体 中 的 传播 
速度 . 

因为 vy/Vi = w/ 奶 三 j) 而 > 侈 ,所 以 四 > v2. 差 值 wu 一 wo 是 燃烧 生 
成 物 相对 于 未 燃气 体 的 运动 速度 . 这 个 差 值 是 正 的 , 即 燃烧 生成 物 向 爆 诸 波 的 
传播 方向 运动 . 

我 们 还 可 以 作 如 下 说 明 . 同样 在 887 中 已 经 证 明 , dsz/d(j?) > 0. 所 以 , 在 
六 取 极 小 值 的 点 , sz 也 取 极 小 值 . 点 O 正好 就 是 这 样 的 点 , 于 是 我 们 断定 , 它 
对 应 于 爆 秦 绝热 线 上 的 粮 sa 的 最 小 值 . 如 果 考 察 状态 沿 直线 ae 的 变化 , 则 炳 
52 在 点 O 也 有 一 个 极 值 (因为 曲线 的 斜率 和 O 点 切线 的 斜率 相同 ). 不 过 , 这 
个 极 值 是 极 大 值 (B.A. 米 医 尔 松 )， 其 实 , 从 e 到 O 对 应 于 在 压缩 气体 中 发 生 
燃烧 反应 时 的 状态 变化 , 这 个 过 程 伴随 着 热量 的 释放 和 米 的 增加 . 从 O 到 a 
对 应 于 从 燃烧 生成 物 到 原始 气体 的 吸 热 反应 , 而 原始 气体 具有 更 小 的 炳 . 

如 果 产 生 于 外 部 的 激 波 入 射 向 可 燃 混 合 气 体 并 引起 爆 率 ， 则 爆 育 绝 热线 
上 部 的 任何 一 点 都 可 能 与 此 相对 应 . 但 是 , 由 燃烧 过 程 本 身 自 发 产生 的 爆 秦 才 
是 尤其 引 人 关 注 的 . 我 们 在 下 一 节 中 将 看 到 , 在 许多 重要 情况 下 , 这 样 的 爆 帮 
必定 对 应 于 查 普 曼 -- 人 备 盖 点 , 所 以 爆 率 波 相对 于 后 方 相 邻 的 燃烧 生成 物 的 速度 
恰好 等 于 声速 , 而 相对 于 原始 气体 的 速度 w = jVi 具有 最 小 可 能 值 @. 

现在 推导 多 方 气体 爆 胡 波 中 各 量 之 间 的 一 些 关 系 式 . 把 谷 


ypV 
1 





WwW= wot+cpT = wo 


代入 一 般 方程 (129.1), 我 们 得 到 


"Yo 二 1 n+l 
Pi Wipe ya 
pe 


式 中 g = woi 一 wos 仍然 表示 (温度 降 到 绝对 零度 时 的 ) 反应 热 . 由 该 方程 确定 





pi1Vi — Vips + Vap1 = 2q, (129.6) 


@@ 这 个 结果 是 由 D.L. 查 普 曼 (1899) 和 E. 儒 六 (1905) 通过 假设 方式 提出 的 ， 其 理论 证 明 由 
兄 .B. 泽 尔 道 维 奇 (1940) 给 出 , J.von 诺 依 曼 (1942) 和 W. 德 林 (1943) 然后 也 给 出 了 独立 的 证 明 . 
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的 曲线 pa(V) 是 一 支 直角 双 曲 线 . 当 pa/pl - co 时 , 密度 比 趋 于 有 限 的 极限 值 
pz EE 2 Te 十 1 
A VW 和 一 
这 是 爆 育 波 中 的 气体 所 能 达到 的 最 大 压缩 程度 . 
当 反 应 热 远 大 于 原始 气体 的 内 能 时 , 即 当 g > cwiTh 时 , 就 得 到 强 爆 率 波 ， 
相应 公式 在 这 种 重要 情况 下 大 为 简化 . 这 时 可 以 在 (129.6) 中 忽略 含有 pi 的 
项 , 从 而 得 到 








p2 (2 es 下 ) = 24. (129.7) 
?2 一 1 


我 们 来 更 详细 地 讨论 查 普 曼 - 儒 盖 点 所 对 应 的 爆 寿 . 如 上 所 述 , 这 是 我 们 
特别 感 兴趣 的 问题 . 在 这 个 点 有 


P72=G -bp 
全 用 
根据 这 个 关系 式 和 (129.2), 可 以 把 p。 和 WW 表示 为 以 下 形式 : 
_ pi 二 部 访 _ Yo(pi + j2Vi) 
2 二 a = i (129.8) 


现在 把 这 些 表达 式 代 入 方程 (129.6), 并 用 速度 w = ji 代替 质量 流 j, 经 过 简 
单 整理 后 就 得 到 vi 的 以 下 四 次 方程 : 


v4 — 202[(%2 —1)g+ (2 — eT + yy 一 2ce72 =0 


(这 里 的 温度 是 按照 工 = pV/(cp - co) = pV/ev(Y 一 1) 引入 的 ). 于 是 有 @ 


三 十 1 
vi 一 2 [(>2 十 1)g 二 (+7y2)coi Ti] 十 2 [(>2 一 Da+ (2 一 放 )cul2] . 








(129.9) 
用 这 个 公式 可 以 从 原始 混合 气体 温度 嫉 确定 爆 帮 的 传播 速度 . 
把 公式 (129.8) 改写 为 以 下 形式 : 
pa _ H+ DoT WB _ lv + (1 — Len] 
pn q+)m -Doan WV | Co + 1 Se 


@ 如 果 z4 一 2pz? 十 gqg==0, 则 


z= VitVP a= Yip+t VDt yi vd). 


根 式 前 这 时 之 所 以 有 两 个 符号 , 是 因为 从 点 a 可 以 引爆 变 绝 热线 的 两 条 切线 , 它们 一 条 向 上 , 如 图 132 
所 示 , 另 一 条 则 向 下 .我 们 关心 的 是 那 条 向 上 的 较 陡 的 切线 , 所 以 在 根 式 前 取 正 号 . 
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它们 与 (129.9) 一 起 确定 了 燃烧 生成 物 与 温度 为 T 的 原始 气体 的 压强 比 和 密 
度 比 . 
利用 公式 (129.9) 和 (129.10) 可 以 计算 速度 v2 = 人 他 /全 ,结果 为 


一 工 
2 7 [(Y2 十 1)g + (41 + Y2)cviT1] 


m1 /mw -m+ me 
triV 3 [(% — Dg + (9% — 4) Ti). (129.11) 


差 值 vi - w 是 燃烧 生成 物 相 对 于 未 燃气 体 的 速度 , 它 等 于 


mn-w=1/4e -Ye + ta eu (129.12) 
2 


燃烧 生成 物 的 温度 可 按 以 下 公式 计算 (注意 w = c2): 





v2 一 


_ 人 
(na 一 1) 


所 有 这 些 相当 复杂 的 公式 , 对 于 强 爆 秦 波 都 可 以 大 为 简化 ,在 这 种 情形 
下 , 我 们 得 到 简单 的 速度 公式 : 


Cu272 (129.13) 





w= VI www= 一 L (129.14) 
?2 十 1 
燃烧 生成 物 的 热力 学 状态 由 以 下 公式 确定 : 
了 内 入 pa 20 一 D9 mo ” 272g 








三 三 ，(129.15 
m-Deon oa+DG ”Oo+los ( ) 


通过 对 比 公 式 (129.15) 与 缓慢 燃烧 的 类 似 公式 (128.5) 就 可 以 发 现 , 在 
q > cw 的 极限 情形 下 , 爆 族 和 缓慢 燃烧 之 后 相应 生成 物 的 温度 比 为 


VW +tl pi 








T3° _ 2% 
13°™ ” y+1 
该 比值 恒 大 于 1 (因为 总 有 ys > 1). 
习 题 


设 强 爆 袁 波 对 应 于 查 普 有 要- 癸 盖 点 ， 其 前 阵 面 是 激 波 , 求 该 激 波 后 方 相 邻 气体 的 各 热力 
学 重 . 

解 : 激 波 后 方 相 邻 的 混合 气体 尚未 燃烧 , 其 状态 由 点 e 表示 (图 132), 这 是 切线 aO 与 
气体 1 的 激 波 绝热 线 (虚线 ) 的 交点 . 用 pl, Vi 表示 该 点 的 坐标 , 则 一 方面 ,根据 气体 1 的 
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激 波 绝热 线 方程 (89.1)， 
Vi (y+ pt (Yi ~ Dp 
Vi 1)pit+ (y+ lp 
另 一 方面 ， 
Di —p1 .2 v4 


Wm 





取 (129.14) 中 的 v1 值 , 得 到 








> 4(%3 — lq ; mn—1 4(72 — 1)q 
一 站 1 一 一 人 -一 =V TY = ; 
Pan 1 yr "17™ t+ 
压强 pi 与 爆 圳 波 后 方 压强 pa 之 比 为 
2m+D) 
Do2 Y1 十 1 
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现在 研究 爆 雍 波 在 原先 静止 的 气体 中 传播 的 几 个 具体 情形 ， 首 先 研究 气 
体 在 一 端 (x = 0) 封闭 的 管道 中 发 生 爆 变 的 情形 , 这 时 的 边界 条 件 要 求 爆 诸 波 
( 它 不 影响 波 前 气体 的 状态 ) 前 方 和 管道 封闭 端的 气体 速度 均 为 零 . 因为 当 爆 
亦 波 通过 时 , 气体 获得 非 零 的 速度 , 所 以 在 爆 育 波 与 管道 封闭 端 之 间 的 区 域 中 ， 
气体 的 速度 应 当 减 小 . 为 了 确定 由 此 形成 的 流动 图 像 , 我 们 指出 , 在 所 研究 的 
情形 下 不 存在 任何 能 够 表征 沿 管道 长 度 方向 (z 轴 ) 的 流动 条 件 的 长 度 参量 ， 
我 们 在 $99 中 已 经 看 到 , 在 这 种 情形 下 , 气体 速度 的 变化 或 者 通过 激 波 实现 
( 激 波 把 两 边 的 均匀 流 区 域 分 隔 开 ), 或 者 通过 自 相 似 稀疏 波 实现 . 

我 们 首先 假设 爆 放 波 不 对 应 于 查 普 曼 - 侨 盖 点 , 于 是 爆 变 波 相 对 于 后 方 气 
体 的 传播 速度 va。 < cz. 容易 看 出 , 在 这 种 情形 下 , 跟随 在 爆 秦 波 后 面 的 既 不 可 
能 是 激 波 , 也 不 可 能 是 弱 间 断 (稀疏 波 的 前 阵 面 ). 其 实 , 激 波 相对 于 前 方 气体 
的 移动 速度 应 当 大 于 ca,， 而 弱 间 断 的 相应 移动 速度 等 于 co, 两 者 都 会 超过 爆 
玄 波 . 因此 , 在 上 述 假设 下 ， 降 低 爆 计 波 后 方 气体 的 运动 速度 是 不 可 能 的 ， 即 
z= 二 0 处 的 边界 条 件 不 可 能 得 到 满足 . 

只 有 对 应 于 查 普 曼 点 - 侨 盖 的 爆 帮 波 才能 满足 这 个 条 件 . 在 这 种 情形 下 ， 
v2 = c2, 于 是 稀 玻 波 能 够 跟随 在 爆 族 波 后 面 ， 当 爆 族 开始 时 , 在 > = 0 处 同时 
形成 稀疏 波 , 其 前 阵 面 与 爆 族 波 重合 . 

于 是 , 我 们 得 到 一 个 重要 结果 : 从 管道 封闭 端 发 出 且 沿 管道 传播 的 爆 秦 波 
必定 对 应 于 查 普 曼 - 侍 盖 点 .该 爆 户 波 相对 于 后 方 相 邻 气 体 以 当地 声速 运动 . 
另 有 一 个 稀疏 波 与 爆 兹 波 连 在 一 起 , 稀疏 波 中 的 气体 速度 (相对 于 管道 ) 单调 
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下 降 到 零 . 速度 变 为 零 的 点 是 一 个 弱 间 断 , 其 后 方 气体 静止 不 动 (图 133 (a)). 

现在 研究 从 管道 开口 端 发 出 且 沿 管道 传播 的 爆 率 波 . 爆 玄 波 前 面 的 气体 
压强 应 当 等 于 未 燃气 体 中 的 初始 压强 , 它 显 然 等 于 外 部 压强 , 容易 看 出 , 在 这 
种 情况 下 , 在 爆 友 波 后 面 的 某 个 地 方 , 速度 应 当下 降 . 假如 气体 速度 在 管 端 与 
爆 码 波 之 间 处 处 都 保持 不 变 , 这 就 意味 着 , 在 管道 开口 端 会 有 气体 从 外 部 进入 
管内 , 但 这 种 吸 气 过 程 是 不 可 能 的 , 因为 管内 的 压强 高 于 外 部 压强 ( 爆 族 波 后 
面 的 压强 高 于 前 面 的 压强 ). 根据 与 前 面 情况 相同 的 理由 , 爆 秦 波 应 当 对 应 于 
查 普 曼 - 侨 盖 点 , 于 是 可 以 得 到 如 图 133 (b) 所 示 的 流动 图 像 . 
在 爆 变 波 之 后 紧邻 的 是 自 相 似 稀 疏 波 ， 其 中 的 速度 在 指向 管 
端的 方向 上 单调 下 降 , 并 且 在 某 一 点 会 改变 符号 . 这 意味 着 ， 
管 端 附近 的 气体 向 开口 端 运 动 并 流出 管道 ， 出 口 速 度 等 于 当 
地 声速 , 而 出 口 压强 大 于 外 部 压强 (我 们 在 897 中 已 经 看 到 ， 
这 种 流动 方式 是 可 能 的 )@. 

我 们 再 来 研究 发 散 的 球 对称 爆 话 波 , 其 中 心 是 气体 最 初 
着 火 点 (9.B. 泽 尔 道 维 奇 , 1942)， 因 为 爆 帮 波 前 方 和 中 心 附 
近 的 气体 都 应 当 处 于 静止 状态 ， 所 以 气体 速度 在 从 爆 率 波 指 
向 中 心 的 方向 上 这 时 也 应 当 是 递减 的 . 与 管道 中 的 流动 一 样 ， 
这 里 也 不 存在 具有 长 度量 纲 的 任何 给 定 特征 参量 ， 所 以 必然 
形成 自 相 似 流动 , 差别 只 是 从 中 心算 起 的 距离 + 现在 起 坐标 z 的 作用 . 于 是 ， 
所 有 的 量 都 只 是 比值 ryt 的 函数 @. 

对 于 中 心 对 称 的 流动 (w = v(r, bi, wp = ve = 0), 运动 方程 具有 以 下 形式 : 
连续 性 方程 





图 133 


Sp dm) 2p 0 


2 Or 他 
欧 拉 方程 
如 2- _ 10p 
Rip 
炳 守恒 方程 
Os Os 
太 ?9 一 0 


引入 变量 《= 7/t (€ > 0), 并 认为 所 有 的 量 都 只 是 & 的 函数 , 就 得 到 以 下 


@ 我 们 处 处 都 完全 不 考虑 热 损失 ， 而 这 在 爆 变 波 传播 过 程 中 是 可 能 伴随 发 生 的 ， 就 像 缓 慢 燃 烧 
情形 一 样 ， 这 样 的 损失 可 能 导致 爆 变 波 无 法 传播 对 于 管道 中 的 爆 变 ， 损 失 的 原因 首先 就 是 通过 管 壁 
的 散热 和 摩擦 所 导致 的 气流 减速. 

@ 该 问题 中 的 无 量 纲 自 相似 变量 可 以 定义 为 r/iva, 其 中 的 特征 常 参量 g 是 单位 质量 的 反应 热 . 
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方程 组 : 
人 一 WE 一 区 十 名 (130.1) 
(€—v)v' = (130.2) 
(€ —v)s' = (130.3) 


( 撤 号 表示 对 & 的 导数 ). 这 里 不 能 取 v = &, 因为 这 与 第 一 个 方程 矛盾 . 所 以 ， 
从 第 三 个 方程 立刻 有 s' = 0, 即 


§ = const . 
既然 业 保 持 不 变 , 就 可 以 写 出 py = czp/, 而 方程 (130.2) 的 形式 变 为 
(€—v)v = 2 (130.4) 
把 (130.1) 中 的 pr/p 代入 此 式 , 得 到 以 下 关系 式 : 


ps 2 
区 3 - | 记 三 (130.5) 
我 们 不 能 用 解析 方法 求解 方程 (130.4) 和 (130.5), 但 可 以 研究 解 的 性 质 . 

我 们 在 下 面 将 看 到 , 上 述 类 型 气体 运动 所 在 区 域 的 边界 是 两 个 球面 , 外 球 
面 是 爆 麦 波 本 身 , 而 气体 速度 为 零 的 内 球面 是 一 个 弱 间 断面 . 

首先 研究 v 等 于 零 的 点 附近 的 解 具有 哪些 性 质 . 容易 看 出 , 在 v = 0 的 点 
应 当 同 时 成 立 上 = c: 

v=0, é=&¢. {130.6) 

其 实 , 当 wv 趋 于 零 时 , Inwv 趋 于 -co, 所 以 当 减 小 并 趋 于 所 考虑 区 域 相应 内 


边界 所 对 应 的 值 时 , 导数 dljn w/de 应 当 趋 于 +oo. 但 是 , 根据 (130.5), 当 v =0 
时 有 


I 
dé€Yy 1) 
该 表达 式 仅 当 《 -ce 时 才 趋 于 +oo. 


根据 对 称 性 就 已 经 直接 可 知 , 径 向 速度 在 原点 本 身 应 当 为 零 . 因此 , 在 原 
点 周围 有 一 个 静止 气体 区 (球面 上 = co 以 内 的 区 域 , 其 中 co 是 v = 0 处 的 声 
速 值 )， 

我 们 来 揭示 函数 v(6) 在 点 (130.6) 附近 的 性 质 . 根据 (130.5), 我 们 有 


.556 . 第 十 四 章 燃烧 流体 动力 学 
经 过 简单 计算 并 精确 到 一 阶 小 量 (w € _ cu c_ oo 都 是 一 阶 小 量 ), 我 们 得 到 
v0) = (00) (te a). 


根据 (102.1), 我 们 有 vw 十 c 一 co = aov, 式 中 ao 是 一 个 正 的 常数 ( 量 (102.2) 在 
=0 时 的 值 ). 于 是 , 我 们 得 到 € - o 作为 v 的 函数 的 以 下 一 阶 线性 微分 方程 ; 


人 一 co) 一 (一 co) = 一 aoV. 


这 个 方程 的 解 为 


const 





€— co = Qovln (130.7) 


它 以 隐 和 函数 的 形式 确定 了 点 v = 0 附近 的 函数 v(é). 

我 们 看 到 , 内 边界 是 一 个 弱 间 断面 , 速度 在 这 里 连续 地 趋 于 零 . 依赖 关系 
v(é) 的 曲线 在 该 边界 上 有 一 条 水 平 切线 (du/de = 0). 我 们 在 这 里 遇 到 的 弱 间 
新 具有 极为 独特 的 类 型 : 一 阶 导数 连续 , 而 所 有 高 阶 导数 都 是 无 穷 大 (容易 从 
(130.7) 看 出 ). v = 0 处 的 比值 >/# 显然 就 是 边界 相对 于 气体 的 移动 速度 . 根据 
(130.6), 它 等 于 当地 声速 , 而 这 对 弱 间 渐 是 理 所 应 当 的 . 

当 %v 很 小 时 , 根据 (130.7) 还 有 





Eu-e= (0) -te =o0 (ne -1). 
这 个 量 对 于 很 小 的 v 是 正 的 : 
€—v—c>0. 


我 们 来 证 明 , 差 值 (€ -由 一 e 的 符号 在 上 述 流动 区 域内 处 处 不 变 . 考虑 满足 


€—v=c, v0 (130.8) 
的 点 . 从 (130.5) 可 以 看 出 , 导数 v 在 该 点 应 为 无 穷 大 , 即 
dé _ 
= (130.9) 
至 于 二 阶 导 数 d25/dvu2, 简单 的 计算 (在 条 件 (130.8) 和 (130.9) 下 ) 给 出 非 零 值 
dE aoé 
do2 cv’ 


但 这 表明 , & 作为 v 的 函数 在 所 讨论 的 点 有 极 大 值 . 换言之 , 只 有 当 & 小 于 条 
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件 (130.8) 所 对 应 的 值 时 , 函数 v(€) 才 是 存在 的 . 这 个 值 就 是 所 讨论 的 区 域 不 
能 超越 的 另 一 个 边界 . 因为 £ 一 v 一 c 只 能 在 区 域 边界 上 等 于 零 , 并 且 当 v 值 
很 小 时 总 有 & 一 v 一 c > 0, 所 以 我 们 断定 , 在 该 区 域内 部 处 处 都 有 


é€-v>c. (130.10) 


现在 已 经 容易 看 出 ,上 述 流动 区 域 的 真正 外 边界 应 当 是 满足 条 件 (130.8) 
的 点 . 我 们 为 此 指出 , 差 值 r/t 一 v (其 中 的 + 是 边界 的 坐标 ) 就 是 该 边界 相对 
于 后 方 气体 的 移动 速度 . 但 是 , 满足 r/t -v> c 的 曲面 不 可 能 是 爆 育 波 所 在 曲 
面 (这 里 应 有 7/t 一 v < o), 我 们 因此 得 出 结论 : 上 述 区 域 的 外 边界 只 可 能 是 满 
足 (130.8) 的 点 . 在 这 个 边界 面 上 , v 不 连续 地 下 降 到 零 , 而 边界 面相 对 于 后 方 
相 邻 气体 的 传播 速度 等 于 当地 声速 . 这 表明 , 爆 胡 波 必定 对 应 于 爆 友 绝 热线 上 
的 查 普 曼 - 儒 盖 点 @. 

我 们 得 到 球面 爆 码 波 传播 的 以 下 流动 图 像 . 与 管道 中 的 爆 玄 相 同 , 球面 爆 
育 波 对 应 于 查 普 曼 - 儒 盖 点 . 在 后 方 紧 邻 爆 又 波 的 是 自 相似 球面 稀 朴 波 , 气体 
速度 在 该 稀疏 波 中 单调 下 降 到 零 , 因为 根据 (130.5), 导数 dv/dé 只 能 在 v=0 
的 点 变 为 零 . 同样 , 气体 的 压强 和 密度 也 单调 下 降 (根据 (130.4) 和 (130.10), 导 
数 w 和 w 处 处 具有 相同 的 符号 ). v 对 ryt 的 依赖 关系 曲线 , 在 外 边界 上 有 坚 
直 的 切线 (根据 (130.9)), 在 内 边界 上 有 水 平 的 切线 
(图 134). 内 边界 是 弱 间 断面 , 在 它 的 附近 ,v 对 r/t 
的 依赖 关系 由 方程 (130.7) 给 出 . 在 以 弱 间 断面 为 边 
界 的 球 内 , 气体 是 静止 的 , 但 其 总 质量 非常 小 (请 对 
比 $106 最 后 的 说 明 ). rit 

因此 , 在 一 维 爆 帮 和 球面 爆 族 自发 传播 的 所 有 
上 述 典 型 情况 下 , 爆 帮 波 后 方 区 域 的 边界 条 件 给 出 
了 唯一 的 爆 话 波 速度 , 该 速度 对 应 于 查 普 曼 - 儒 盖 点 (按照 8129 中 的 讨论 , 爆 
育 绝 热线 在 该 点 以 下 的 部 分 全 都 不 予 考 虑 ). 为 了 在 等 截面 管道 中 实现 对 应 于 
查 普 曼 - 颂 盖 点 以 上 部 分 爆 户 绝热 线 的 爆 背 , 需要 利用 超声 速 运动 的 活塞 对 燃 
烧 生 成 物 作 人 为 的 压缩 ( 见 本 节 习 题 3). 这 种 爆 麦 波 称 为 过 压 爆 素 波 . 

但 是 , 我 们 强调 , 这 些 结论 并 不 具有 普 适 性 , 于 是 可 以 想象 过 压 爆 率 波 自 
发 形成 的 情况 . 例如 , 当 普 通 爆 育 波 从 较 粗 管道 进入 较 细 管道 时 就 会 形成 过 压 
爆 麦 波 . 产生 这 种 现象 的 原因 是 , 爆 率 波 在 管道 的 收缩 部 位 被 部 分 反射 , 于 是 ， 
当 燃 烧 生 成 物 从 粗 管 向 细 管 运动 时 , 其 压强 剧烈 增加 , 见习 题 4 (6B.B. 艾 瓦 佐 


人 


图 134 


@ 为 了 叙述 的 完整 性 , 我 们 指出 , v = const 不 是 中 心 对 称 运动 方程 的 解 ， 所 以 , 爆 话 波 后 面 不 可 
能 紧 跟 着 一 个 匀速 区 . 
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夫 , 拭 .B. 泽 尔 道 维 奇 , 1947)@. 

关于 本 节 和 上 一 节 介绍 的 理论 , 必须 作出 以 下 一 般 说 明 . 我 们 假设 爆 放 波 
的 结构 是 定常 的 , 沿 所 在 曲面 是 均匀 的 ; 所 有 的 量 在 燃烧 带 中 的 分 布 只 依赖 于 
一 个 坐标 一 一 沿 其 宽度 的 坐标 , 爆 麦 波 在 这 个 意义 上 是 一 维 的 . 然而 , 至 今 积 
累 的 实验 数据 表明 , 这 样 的 流动 图 像 仍 然 是 非常 理想 化 的 , 只 能 用 来 在 某 种 平 
均 意 义 上 描述 过 程 , 而 实际 观察 到 的 流动 图 像 通常 有 显著 区 别 . 爆 友 波 的 结构 
其 实 有 很 强 的 非 定 常 性 和 三 维特 征 ， 沿 爆 玄 波 所 在 曲面 有 随时 间 快 速 变化 的 
小 尺度 复杂 结构 .这 种 小 尺度 结构 的 产生 是 不 稳定 性 的 结果 , 这 首先 是 因为 
反应 速率 对 温度 有 强烈 的 (指数 型 ) 依赖 关系 . 即使 温度 在 激 波 前 阵 面 形状 发 
生变 化 时 只 有 不 大 的 变化 , 这 也 会 在 反应 过 程 中 显著 表现 出 来 . 反应 活化 能 与 
( 激 波 后 方 ) 气体 温度 之 比 越 大 , 这 种 不 稳定 性 就 表现 得 越 明 显 ， 当 接近 爆 育 波 
可 以 沿 管道 传播 的 极限 条 件 时 ， 爆 背 波 结构 的 非 均匀 性 和 非 定常 性 就 特别 明 
显 地 表现 出 来 : 可 燃 混 合 气体 的 点 火 主 要 发 生 在 激 波 阵 面 上 一 个 偏心 的 (并 且 
螺旋 式 移动 的 ) 剧烈 变形 区 域内 (这 样 的 情形 称 为 螺旋 爆 襄 ). 本 书 并 不 打算 分 
析 所 有 这 些 复杂 现象 的 可 能 机 理 @， 


习 题 


1. 设 爆 胡 波 从 管道 封闭 端 沿 管 道 传 播 , 求 气体 的 运动 . 

解 : 根据 公式 (129.11), (129.12), 可 以 通过 温度 嫉 来 确定 爆 袁 波 相 对 于 前 方 静 止 气 
体 的 速度 v1 和 相对 于 后 方 相 邻 已 燃气 体 的 速度 vs. 这 时 ，w 也 是 爆 囊 波 相对 于 管道 的 
移动 速度 , 所 以 爆 囊 波 的 坐标 是 工 = vit. 爆 硼 波 中 的 燃烧 生成 物 (相对 于 管道 ) 的 违 度 是 
V1 一 2， 而 速度 ua 等 于 当地 上 声速. 因为 自 相 似 稀 玖 波 中 的 声速 与 气体 速度 u 之 间 的 关系 
为 c= co 十 (7 一 1)v/2, 所 以 有 


一 上 
轨 二 co 十 也 


2 





(v1 a v2), 


于 是 


十 1 —1 
oo = 


2 
对 于 强 爆 囊 波 , 利用 (129.14) 就 简单 地 得 到 co = v1/2. 量 co 是 稀世 波 后 边界 的 移动 达 度 . 
在 两 个 边界 之 间 , 速度 按照 线性 规律 变化 (图 133 (a)). 


@ 在 汇聚 的 柱 面 或 球面 爆 育 波 的 传播 过 程 中 也 会 出 现 过 压 爆 育 波 ， 见 : 3enpnosuu 41.B. 3Kypn. 
9xkcnep. Teop. 中 3, 1959, 36(4): 782 (Zel'dovich Ya, B. Sov, Phys. JETP, 1959, 9: 550). 


@ 我 们 仅仅 给 出 某 些 专著 和 综述 论文 ，IIernxwa K. HH., Tponrman ,KK., TasonmHamnaKka ropetma， 
Mocrkaa: HH3n-p0 Arkamr Hayk COCP, 1963 (Shchelkin K. I., Troshin Ya. K. Gasdynamics of Combustion. 
Baltimore: Mono Book Corp., 1965); Conoyxun P.H. YnapHbie BOmHPEI H TeToHaIHS B rasax. MockBa: 
Du3maTrns, 1963 (Soloukhin R.1. Shock Waves and Detonations in Gases. Baltimore: Mono Book 
Corp., 1966); Conoyxurs P.M. yen. 中 za. Hayx. 1963, 80: 526 {Soloukhin R.1. Sov. Phys. Usp. 1964, 
6: 523); Oppenheim A.K., Soloukhin R.I. Ann. Rev. Fluid Mech. 1973, 6: 31. 
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2. 题目 同上 , 但 把 管道 的 封闭 端 改 为 开口 端 . 

解 : 速度 v1 和 v2 的 求法 同上 , 所 以 速度 co 也 相同 . 但 是 , 现在 稀 足 波 区 域 不 是 延伸 
到 J 二 0 的 点 , 而 是 延伸 到 管道 的 起 点 (z = 0, 图 133 (b))， 从 公式 (99.5) z/t = 二 v 二 +c 看 
出 , 气体 流出 管道 开口 端的 速度 等 于 当地 声速 ,局 一 一 c. 写 出 





一 4 一 C 一 co 十 Ty, 
于 是 得 到 气体 流出 速度 的 以 下 值 : 
= _20% 
-|。_。 To 十 1 


对 于 强 爆 左 波 , 该 速度 等 于 v1/(Y2 十 1), 这 与 爆破 波 后 方 相 邻 气体 的 速度 相同 . 
3. 题目 同 习题 1, 但 爆 胡 波 从 带 有 活塞 的 一 端 党 管道 传播 , 并 且 活塞 从 初始 时 刻 开 始 
以 恒定 速度 U 向 前 运动 . 


解 : 如 果 U < wv, 则 气体 中 的 速度 分 布 如 图 135 (a) 所 wh 
示 . 气体 的 速度 从 zt = 1 处 的 值 v1 一 v2 减 小 到 (3) 


z 总 证 2 1 U [2 Mt 
处 的 值 U, 并 且 co 的 值 与 前 面相 同 . 接 下 来 是 具有 恒定 志 ; 
度 U 的 均匀 流 区 域 
但 是 , 如 果 U > 久 , 则 爆 囊 波 已 经 不 可 能 对 应 于 查 普 U 未 


有 要-- 颂 盖 点 〈 那 时 活塞 将 "超过 ” 它 )， 在 这 种 情况 下 会 出 现 
过 压 爆 砂 波 , 它 对 应 于 爆 冀 绝热 线 上 位 于 查 普 曼 -人 依 盖 点 上 
方 的 点 . 过 压 爆 囊 波 中 的 过 度 间 断 值 应 当 恰 好 等 于 活塞 的 速度 : w1 一 v2 = U. 在 过 压 爆 圳 
波 与 活塞 之 间 的 整个 区 域内 , 气体 以 恒定 速度 [ 运动 (图 135 (b)). 

4. 设 垂直 入 射 到 刚性 壁面 的 平面 强 爆 囊 波 发 生 反射 ， 求 壁面 上 的 压强 (K.TI. 斯 坦 纽 
科 维 奇 , 1946). 

解 : 当 爆 囊 波 入 射 到 壁面 时 形成 的 反射 激 波 沿 相 反方 向 在 燃烧 生成 物 中 传播 , 计算 完 
全 类 似 于 8 100 习题 1， 在 相同 记号 下 , 我 们 现在 有 三 个 关系 式 : 


Pa(Vi — Wa) = (ps 一 po)( 公 一 从 )， 


图 135 


VW _ (+ pz + (Y — 1)ps 
WW (2— 1)p, + (y+ 1)ps 
(与 pz 相 比 , 我 们 忽略 pi, 但 pz 和 pa 具有 同样 的 重 级 ). 消去 质量 体积 , 就 得 到 pa 的 二 
次 方程 , 并 且 应 当选 取 大 于 pa 的 根 ; 
nm_ m+1t VTAT TT 
p> 4 
我 们 指出 , 该 比值 几乎 不 依赖 于 ya, 因为 当 yo 从 1 变 到 oo 时, 它 在 从 2.6 到 2.3 的 范围 
内 变化 . 
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8 131 不 同 燃烧 方式 之 间 的 关系 


在 $121 中 已 经 指出 , 爆 帮 对 应 于 所 给 燃烧 过 程 的 爆 友 绝热 线 上 部 的 一 些 
点 . 因为 爆 帮 绝热 线 方程 仅仅 来 自 必须 成 立 的 质量 守恒 定律 、 动 量 守恒 定律 和 
能 量 守 恒定 律 (应 用 于 燃烧 气体 的 初 态 和 终 态 ), 所 以 显然 可 知 , 对 于 任何 可 以 
把 燃烧 带 看 做 某 种 “间断 面 ” 的 其 他 燃烧 方式 来 说 , 表示 反应 生成 物 状态 的 那 
些 点 应 当 位 于 同一 条 曲线 上 . 现在 , 我 们 来 说 明 该 曲线 其 余部 分 的 物理 意义 . 

通过 点 pi, Vi (图 136 上 的 点 1) 引 竖 直 直 线 14 和 水 平 直线 141, 以 及 爆 
达 绝 热线 的 两 条 切线 10 和 10'. 这 些 直线 与 曲线 的 交点 或 切 点 4, h', 0, O/ 
把 爆 帮 绝热 线 分 为 五 部 分 . 我 们 已 经 指出 , 曲线 在 点 O 以 上 的 部 分 对 应 于 爆 
帮 . 现在 考虑 曲线 的 其 他 部 分 . 

首先 容易 看 出 , 44' 段 完 全 没有 任何 物理 意义 . 其 实 , 在 这 一 段 曲线 上 有 
pa > D1, V2 > 态 , 所 以 质量 流 ; 变 成 虚数 (请 对 比 (129.2)). 

在 切 点 O 和 O' 处, 导数 d(72)/dps 等 于 零 . 在 8129 中 已 经 指出 (还 可 以 
参考 887), 在 这 些 点 同时 成 立 等 式 wz = c。 和 不 等 式 d(v2/c2)/dps < 0. 由 此 可 
见 , 在 切 点 以 上 vs < cz, 在 切 点 以 下 w > cz. 至 于 
速度 wv 与 el 之 间 的 关系 , 则 仿照 8129 中 对 点 
O 以 上 部 分 曲线 的 做 法 , 通过 研究 相应 的 弦 和 切 
线 的 斜率 , 总 是 很 容易 建立 这 种 关系 . 于 是 , 在 爆 
秦 绝 热线 的 不 同 部 分 成 立 以 下 不 等 式 : 

点 OB 以上: ww>c Ww<oe; 
40 段 : V1 > Cl， 02 > oe; 
A'O' 段 : V< cl， V2 < coi 
点 O' 以 下 ww<ec, ve> coe. 


生生 在 点 O 和 0' 有 w= mm. 当 趋 于 点 4 时 , 质 
量 流 j 趋 于 无 穷 大 , 速度 w, 因而 也 趋 于 无 家 
大 . 当 趋 于 点 4 时 , 质量 流 ; 和 速度 w, ua 趋 于 零 
在 $88 中 引入 了 激 波 可 演化 性 的 概念, 这 是 激 波 能 够 实现 的 必要 条 件 . 我 
们 已 经 看 到 , 这 个 判 据 是 通过 比较 决定 扰动 的 参量 数目 与 扰动 在 间断 面 上 所 
应 满足 的 边界 条 件数 目 而 建立 起 来 的 
所 有 这 些 方法 , 都 可 以 应 用 于 这 里 所 讨论 的 “间断 面 ". 特别 地 , 在 888 中 
由 图 57 表示 的 关于 扰动 参量 数目 的 计算 , 仍然 适用 于 (131.1) 中 的 每 一 种 情 
况 . 当 出 现 爆 训 时 (对 于 点 O 以 上 的 爆 秦 绝热 线 ), 边界 条 件 的 数目 与 普通 激 
波 的 情况 相同 , 所 以 可 演化 性 条 件 同 以 前 一 样 . 当 不 出 现 爆 大 时 (对 于 点 O 以 
下 的 爆 秦 绝热 线 ), 因为 边界 条 件数 目 发 生变 化 , 情况 也 发 生变 化 . 其 实 , 在 不 


(131.1) 
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出 现 爆 变 的 燃烧 中 ,燃烧 传播 速度 完全 取决 于 化 学 反应 本 身 的 性 质 以 及 从 燃 
烧 带 向 其 前 方 未 加 热 混 合 气体 传 热 的 条 件 . 这 表明 , 通过 燃烧 带 的 质量 流 7 这 
时 等 于 确定 的 给 定 值 (更 准确 地 说 , 等 于 原始 气体 1 的 状态 的 确定 函数 ), 而 在 
激 波 或 爆 户 波 中 , 7 却 可 以 有 任何 值 . 由 此 可 知 , 在 表示 无 爆 话 燃烧 带 的 间断 
面 上 , 边界 条 件 的 数目 比 激 波 上 的 边界 条 件数 目 多 一 个 , 即 增加 一 个 使 7 具有 
确定 值 的 条 件 . 因此 , 一 共有 四 个 条 件 , 于 是 现在 可 以 用 887 所 用 方式 下 结论 
说 , 间断 面 仅 当 vw < ci, v2 > cz 时 才 是 绝对 不 稳定 的 , 这 种 情况 对 应 于 爆 率 绝 
热线 上 位 于 点 O' 以 下 的 点 . 我 们 得 到 的 结论 是 , 这 一 段 曲线 不 对 应 于 任何 能 
够 真正 实现 的 燃烧 方式 . 

在 爆 率 绝热 线 的 40O' 段 , wu 和 这 两 个 速度 都 是 亚 声速 的 , 这 一 段 曲 线 
对 应 于 通常 的 缓慢 燃烧 方式 . 燃烧 速率 的 增加 , 即 ; 的 增加 , 对 应 于 沿 爆 胡 绝 
热线 的 4O' 段 从 点 4 (这 里 了 = 0) 向 点 O' 移动 . 8128 中 的 公式 (128.5) 对 应 
于 点 4 (这 里 mm = po), 并 且 只 要 了 足够 小 , 即 只 要 燃烧 传播 速度 远 小 于 声速 ， 
就 可 以 应 用 这 些 公式 . 点 0' 对 应 于 这 种 类 型 的 “最 快 " 燃烧 方式 , 我 们 在 这 里 
写 出 这 种 极限 情况 下 的 公式 . 

与 O 一 样 , 点 0' 也 是 从 点 1 向 曲线 所 引 切 线 的 切 点 . 所 以 , 关于 点 O/ 
的 公式 可 以 直接 得 自 关 于 点 O 的 公式 (129.8) 一 (129.11), 为 此 只 要 适当 改变 
公式 中 的 符号 即 可 ( 见 551 页 的 脚注 ). 其 实 , 在 v 和 ve 的 公式 (129.9) 和 
(129.11) 中 应 当 改 变 第 二 个 根 式 的 符号 , 于 是 vi -oa 的 表达 式 (129.12) 的 符 
号 也 要 发 生变 化 . 如 果 认 为 mm 取 其 新 值 , 则 公式 (129.10) 保持 不 变 . 在 反应 热 
很 大 (gq > cw) 的 情况 下 , 所 有 这 些 公式 都 大 为 简化 , 这 时 得 到 


yi 一 Yop1V1 ， Vz 二 202 — Da 
V2 — Da | ?+1i (131.2) 


p> 1 2q 
pr m+tL = 0 + 
这 里 必须 作出 以 下 说 明 . 我 们 已 经 看 到 , 对 于 封闭 管道 内 的 缓慢 燃烧 , 在 

燃烧 带 前 方 必然 出 现 激 波 , 当 人 燃烧 传播 速度 很 大 时 , 该 激 波 的 强度 也 很 大 , 从 
而 使 进入 燃烧 带 的 混合 气体 状态 有 显著 变化 . 所 以 ， 当 原始 可 燃气 体 的 状态 
pis Wi 给 定时 , 研究 燃烧 方式 随 速 度 增加 的 变化 其 实 没有 意义 . 为 了 达到 点 O/， 
必须 创造 不 出 现 激 波 的 一 些 燃烧 条 件 . 例如 , 这 样 的 燃烧 可 以 在 两 端 开 口 的 管 
道里 实现 , 这 时 要 把 燃烧 生成 物 不 断 从 管道 后 端 排出 . 排 气 速率 的 选取 应 当 使 
燃烧 带 保持 静止 , 从 而 不 致 于 形成 激 波 @. 





Q@ 管道 中 通常 的 缓慢 燃烧 可 以 自发 转变 为 爆 率 ， 这 种 转变 源 自 火焰 的 自发 加 速 传播 ， 而 爆 变 波 
形成 于 火焰 前 方 . 可 以 在 544, 558 页 所 列 专著 中 找到 关于 这 些 过 程 的 可 能 机 理 的 讨论 . 
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爆 变 绝热 线 的 AO 段 对 应 于 没有 爆 率 的 燃烧 方式 ， 其 传播 速度 是 超声 速 
的 . 原则 上 ， 当 传 热 条 件 很 好 时 (例如 通过 辐射 传 热 )， 就 会 出 现 这 样 的 燃烧 ， 
这 导致 燃烧 速率 (7) 的 值 超过 点 O' 所 对 应 的 值 . 

最 后 再 注意 爆 帮 绝热 线 上 部 和 下 部 所 分 别 表 示 的 流动 方式 的 以 下 一 般 差 
别 (除了 不 等 式 (131.1) 所 包含 的 差别 ). 在 点 4 以 上 有 


pe>D, VW<V, vw<. 


换言之 , 与 初始 气体 相 比 , 反应 生成 物 被 压缩 至 更 高 的 压强 和 密度 , 并 且 在 燃 
烧 阵 面 之 后 运动 (速度 为 w 一 v2). 在 点 4 以 下 的 区 域内 有 相反 的 不 等 式 : 


po < Vo>VW, Ww>u. 


燃烧 生成 物 比 原始 气体 更 稀疏 . 


§ 132 凝结 间断 


在 形式 上 类 似 于 爆 达 波 的 一 种 现象 是 凝结 间断 . 例如 , 在 含有 过 饱和 水 蒸 
气 的 气流 中 就 会 出 现 凝结 间断 @. 这 种 间断 是 蒸气 突然 凝结 的 结果 , 并 且 凝 结 
过 程 非常 迅速 地 出 现在 一 个 狭窄 区 域内 , 从 而 可 以 把 该 区 域 看 做 一 个 间断 面 ， 
它 把 原始 气体 与 含有 凝结 蒸气 的 气体 ( 雾 ) 分 隔 开 . 我 们 强调 , 凝结 间断 是 一 
种 单独 的 物理 现象 , 并 不 是 气体 在 普通 激 波 中 受到 压缩 的 结果 . 压缩 根本 不 可 
能 导致 素 气 凝结 ， 因 为 压强 在 激 波 中 升 高 对 燕 气 过 饱和 度 的 影响 小 于 温度 升 
高 的 影响 . 

与 燃烧 反应 一 样 , 蒸气 凝结 是 放 热 过 程 . 这 时 , 单位 质量 气体 中 的 蒸气 在 
凝结 时 所 释放 的 热量 起 反应 热 g 的 作用 @. 当 带 有 未 凝结 蒸气 的 原始 气体 的 
状态 pi, Wi 给 定时 , ps 对 友 的 依赖 关系 由 凝结 绝热 线 确 定 , 其 形式 与 燃烧 反 
应 的 绝热 线 相同 , 如 图 136 所 示 . 在 凝结 绝热 线 上 各 个 不 同 的 位 置 , 间断 面 传 
播 速 度 wm, v2 与 声速 cl ca 之 间 的 关系 由 不 等 式 (131.1) 确定 , 但 (131.1) 所 列 
举 的 四 种 情况 并 非 都 能 真正 实现 . 

首先 产生 的 问题 是 , 凝结 间断 是 否 具 有 可 演化 性 , 在 这 方面 , 凝结 间断 的 
性 质 完全 类 似 于 表示 燃烧 带 的 间断 面 的 性 质 . 我 们 已 经 看 到 ($ 131), 燃烧 带 的 
稳定 性 与 通常 激 波 的 稳定 性 有 区 别 , 因为 在 燃烧 面 上 存在 一 个 必须 满足 的 附 


@@ 其 理论 研究 始 自 K. 奥 斯 巨 蒂 奇 (1942) 和 C. 3. 别 列 尼 基 (1945). 

@ 严格 地 说 , 反应 热 9 不 等 于 通常 的 凝结 潜 热 , 因为 在 凝结 带 中 发 生 的 过 程 不 仅 包括 蒸气 的 等 温 
凝结 , 而 且 包 括 气体 温度 的 某 种 一 般 变 化 .但 是 ,如 果 蒸 气 的 过 饱和 度 不 是 太 小 (通常 如 此 )， 则 这 种 
差别 并 不 重要 . 


§132 凝结 间断 “ 563 


加 条 件 (流量 7 具有 给 定 值 ). 在 凝结 间断 的 情况 下 也 有 一 个 附加 条 件 : 间断 前 
方 气体 1 的 热力 学 状态 必须 正好 是 蒸气 开始 迅速 凝结 时 的 相应 状态 (这 个 条 
件 是 气体 1 的 压强 与 温度 之 间 的 一 个 确定 的 关系 式 ). 于 是 立刻 可 以 断定 , 可 
以 不 考虑 点 O' 以 下 的 整 条 凝结 绝热 线 , 即 不 考虑 v1 < cu wz > cz 的 那 一 部 分 ， 
因为 这 部 分 绝热 线 不 对 应 于 稳定 的 间断 . 

容易 看 出 , 凝结 绝热 线 在 点 O 以 上 部 分 (v1 > ct v2 < ca) 所 对 应 的 间断 ， 
也 不 可 能 真正 出 现 . 这 样 的 间断 相对 于 前 方 气体 会 以 超声 速 速度 运动 , 所 以 出 
现 这 样 的 间断 绝 不 会 影响 前 方 气体 的 状态 . 这 表明 , 间断 应 当 出 现 于 某 个 由 绕 
流 条 件 预先 确定 的 曲面 ( 当 流 动 连续 时 , 在 这 个 曲面 上 应 当 实现 开始 快速 凝结 
所 必须 满足 的 条 件 ). 另 一 方面 , 间断 面相 对 于 后 方 气体 的 速度 在 这 种 情况 下 
是 亚 声速 的 . 但 是 , 一 般 而 言 , 亚 声速 流 方 程 不 存在 这 样 的 解 , 使 所 有 的 量 在 
一 个 任意 的 给 定 曲面 上 取 预 先 规定 的 值 @ ， 

因此 , 只 可 能 有 两 种 类 型 的 凝结 间断 : (1) 超声 速 间断 (凝结 绝热 线 的 40 
段 ), 它 满足 


V1>C1, V2> 0, D2 > DT， < WV, (132.1) 
凝结 伴随 着 压缩 ; (2) 亚 声速 间断 (凝结 绝热 线 的 4/O' 段 ), 它 满足 
VI<ce, vw<ce, p<p, > (132.2) 


结伴 随 着 膨胀 . 

质量 流 7 (凝结 速率 ) 沿 4'O' 段 从 点 4' (这 里 了 = 0) 到 点 O' 单调 增加 ， 
沿 40 段 从 点 4 (这 里 7 = ce) 到 点 O 单调 减 小 . j 在 点 O 和 点 O' 的 值 之 间 
的 取 值 范围 (以 及 速度 v1 = ;WW 的 相应 取 值 范围 ) 是 “禁区”, 在 凝结 间断 中 不 
可 能 达到 这 样 的 值 . 凝结 蒸气 的 总 质量 通常 远 小 于 原始 气体 的 质量 , 于 是 可 以 
根据 相同 的 理由 把 气体 1 和 气体 2 两 者 都 看 做 理想 气体 . 同 理 , 可 以 认为 两 种 
气体 的 热 容 相等 . 因此 , vi 在 点 O 的 值 由 公式 (129.9) 确定 , 而 在 点 0' 的 值 由 
同样 公式 确定 , 但 要 改变 第 二 个 根 式 的 符号 . 在 这 些 公式 中 取 yi = 加 三 六 并 
按照 2 = ?7(>7 一 1)esT 引入 声速 c1, 我们 求 出 wi 值 的 以 下 禁区 : 


sy 5 二 
/c++ 和 3 /a q+ (132.3) 


@ 类 似 的 讨论 也 适用 于 合 速 度 va (va < cs 是 间断 面 上 的 法 向 分 量 ) 为 超声 速 的 情况 . 

我 们 为 避免 误解 而 指出 , 在 实际 应 用 中 ( 当 湿 度 和 被 绕 流 表面 的 形状 满足 一 定 条 件 时 )， 可 以 通过 
一 个 具有 vi > ct v2 > ca 的 真正 凝结 间断 和 一 个 紧 随 其 后 的 激 波 〈 以 便 形成 亚 声速 流 ) 来 模拟 具有 
ud > cl1， 2V3 < c2 的 凝结 间断 . 
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习 题 


认为 g/c? < 1, 求 凝结 间断 中 压强 比 pa/pi 的 极限 值 . 
解 : 比值 pz/pi 在 上 紧 结 绝热 线 的 A'O' 段 上 (图 136) 沿 从 O' 到 A' 的 方向 单调 增 大 ， 


取 值 范围 是 
2(7 一 1)9 _. po 
Ti 1 ggl. 
WotDa ~ 


该 比值 在 AO 段 上 沿 从 及 到 OO 的 方向 增 大 , 取 值 范围 是 








YY — lg -pz 2(Y — Dg 
1+ lt 
Tp WOo+rne 


第 十 五 章 


相对 论 流 体 动 力学 


$133 流体 的 能 量 动量 张 量 


在 流体 动力 学 中 之 所 以 有 必要 考虑 相对 论 效应 ， 并 非 仅 仅 因 为 流体 的 宏 
观 运动 速度 可 以 很 大 (与 光速 相 比 ). 即使 该 速度 不 大 , 但 只 要 组 成 流体 的 粒子 
具有 很 大 的 微观 运动 速度 , 流体 动力 学 方程 也 会 有 显著 变化 . 

为 了 推导 相对 论 流体 动力 学 方程 ,首先 必须 确定 运动 流体 的 四 维 能 量 动 
量 张 量 7 头马 .我们 还 记得 , To0 = Tbo 是 能 量 密度 , Too/c = -Tba/ec 是 动量 密 
度 的 分 量 , 量 T%6 = Tap 组 成 动量 流 密度 张 量 , 而 能 流 密度 cToe 与 动量 密度 
只 相差 一 个 因子 c2. 

通过 物体 表面 微 元 df @ 的 动量 流 其 实 就 是 作用 于 该 表面 微 元 的 力 , 所 以 
Tep dfs。 是 作用 于 表面 微 元 的 力 的 a 分 量 . 考虑 某 个 流体 微 元 , 并 采用 使 它 
静止 的 参考 系 (局 部 固有 参考 系 或 局 部 静止 参考 系 , 各 量 在 这 种 参考 系 中 的 值 
称 为 固有 值 ). 在 这 样 的 参考 系 中 成 立 帕斯卡 定律 ， 即 流体 的 给 定 部 分 在 各 个 
方向 上 所 承受 的 压强 都 相同 ,并 且 垂 直 于 它 所 作用 的 面 微 元 ,于 是 可 以 写 出 
Tepdjs = 二 pdfo, 从 而 

Tap = péap: 


@ 为 了 令 述 的 连贯 性 , 本 节 在 很 大 程度 上 重复 了 第 二 卷 §35 的 内 容 . 

本 章 所 用 记号 对 应 于 第 二 卷 中 的 记号 . 拉丁 字母 角 标 i k, 1, .… 取 值 0, 1, 2, 3, 并 且 x? = ct 为 
时 间 坐 标 (在 本 章 中 。 为 光速 ), 用 希腊 字母 表 中 前 几 个 字母 表示 的 角 标 a, 8, … 取 值 1, 2, 3, 对 应 
于 空间 坐标 . 分 景 为 goo = 1，g11 = g22 = gss = 一 1 的 度 规 张 量 对 应 于 伽利略 度 规 (狭义 相对 论 ). 

@ 对 于 三 维 矢量 df (和 下 面 的 速度 矢量 ), 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 不 必 区 分 道 变 分 量 和 协 变 分 量 , 所 
以 我 们 处 处 只 写 下 标 来 表示 它们 . 对 于 三 维 单位 张 量 as 也 是 如 此 ， 


.566 . 第 十 五 章 相对 论 流体 动力 学 


至 于 表示 动量 密度 分 量 的 T%%, 它们 在 局 部 固有 参考 系 中 等 于 零 . 分 量 
T% 等 于 流体 的 固有 内 能 密度 , 在 本 章 中 由 字母 e 表示 . 
因此 , 在 局 部 静止 参考 系 中 , 能 量 动量 张 量具 有 以 下 形式 : 


Tk = (133.1) 


现在 容易 求 出 Te 在 任何 参考 系 中 的 表达 式 . 为 此 , 我 们 引入 流体 运动 的 
四 维 速 度 wi, 它 在 局 部 静止 参考 系 中 具有 分 量 : w? = 1, ?wa = 0. 要 想 使 7 在 
wi 取 这 些 值 时 化 为 (133.1), 可 以 取 


Tik 一 wuivu® — pgk, (133.2) 


式 中 w =e+p 为 体积 和 . 这 就 是 能 量 动量 张 量 的 所 需 表达 式 @. 

三 维 形式 的 分 量 Ti 等 于 

和 从 十 pbap， 
EGG 二 可 
Te i (133.3) 
ww e 十 Du2/c2 

1 

流体 速度 很 小 (v < co), 流体 粒子 的 内 部 (微观 ) 运动 速度 也 很 小 的 情形 对 
应 于 非 相 对 论 情 形 . 在 过 渡 到 极限 情形 时 应 当 注 意 , 相对 论 内 能 e 还 包含 着 流 
体 粒 子 的 静止 能 量 nme? (m 是 单个 粒子 的 静止 质量 ). 此 外 还 应 当 注 意 , 粒子 
密度 ”是 相对 于 单位 固有 体积 而 言 的 , 而 在 非 相 对 论 表 达 式 中 , 能 量 密度 是 相 
对 于 实验 室 参 考 系 中 的 单位 体积 而 言 的 ， 相 应 流体 微 元 在 该 参考 系 中 处 于 运 
动 状态 . 所 以 , 在 过 渡 到 极限 情形 时 应 当 作 代 换 


| 2 v2 
029 pp 1 一 二 sp- 5 


式 中 p 为 通常 的 非 相 对 论 质量 密度 . 非 相 对 论 能 量 密度 (把 它 表示 为 pe) 和 压 
强 都 远 小 于 pe?. 
于 是 , 我 们 求 出 极限 值 


700 


2 
Too = pe? 十 pe 十 与 


@ 在 本 章 的 所 有 公式 中 , 各 个 热力 学 量 都 理解 为 它们 的 固有 值 . 诸如 。 w (和 下 文中 的 炉 o) 的 
量 , 都 是 指 局 部 静止 参考 系 中 单位 体积 流体 的 相应 量 . 


§134 相对 论 流体 动力 学 方程 ，567 ， 


它 减 去 pe? 就 是 非 相对 论 能 量 密度 . 张 量 Tee 的 相应 极限 值 为 
Tap = pyavp 十 Dbop， 


它 与 在 87 中 被 记 为 Jwg 的 动量 流 密度 的 普通 表达 式 相 同 , 这 是 理所当然 的 ， 
在 非 相 对 论 极限 情形 下 , 动量 密度 与 能 流 密度 之 间 的 简单 关系 (相差 一 个 
因子 1/c2) 不 再 成 立 , 因为 非 相对 论 能 量 不 包括 静止 能 量 . 其 实 , 分 量 To%c 组 
成 一 个 三 维 矢 量 , 它 约 等 于 
py? 


1 
pV+ sav (e+o+ 全 让 


由 此 可 见 , 动量 密度 的 极限 值 理所当然 地 就 是 pv. 对 于 能 流 密度 , 我 们 在 略 去 
项 pczo 后 求 出 表达 式 v(pe 十 p 十 pv2/2), 这 与 在 86 中 求 出 的 结果 一 致 . 


$134 相对 论 流体 动力 学 方程 
众所周知 , 运动 方程 包含 在 以 下 方程 中 : 
一 上 一 0， (134.1) 


这 些 方程 表示 张 量 Ti 所 对 应 的 物理 系统 的 能 量 守 恒定 律 和 动量 守恒 定律 . 利 
用 T 认 的 表达 式 (133.2), 由 此 得 到 流体 的 运动 方程 , 但 这 时 必须 额外 考虑 粒子 
数 守恒 , 这 并 未 包含 在 方程 (134.1) 中 . 我 们 强调 , 能 量 动量 张 量 (133.2) 不 考 
虑 任何 耗 散 过 程 (包括 条 性 和 热传导 ), 所 以 这 里 讨论 理想 流体 的 运动 方程 . 
为 了 写 出 表示 流体 粒子 数 守 恒 的 方程 (连续 性 方程 ), 我 们 引入 四 维 粒子 
流 矢 量 ni, 其 时 间 分 量 是 粒子 数 密 度 , 而 空间 分 量 组 成 三 维 粒 子 流 矢 量 . 显然 ， 
四 维 矢量 ni 应 当 正 比 于 四 维 速 度 wi, 即 
ni = nu, (134.2) 
式 中 n 为 标量 ， 由 n 的 定义 显然 可 知 , 它 是 固有 粒子 数 密度 @. 连续 性 方程 就 


是 四 维 粒子 流 矢量 的 四 维 散 度 为 零 : 


alnai) 
gr =0. (134.3) 





@ 在 很 高 的 温度 下 , 在 物质 中 可 能 出 现 新 的 粒子 , 所 以 每 种 粒子 的 总 数 会 发 生变 化 ， 在 这 些 情况 
下 , 应 当 把 n 理解 为 表征 粒子 数 的 守恒 宏观 量 ， 例 如 , 如 果 讨 论 电 子 对 的 形成 , 就 应 当 把 n 理解 为 所 
有 电子 对 都 漂 没 以 后 剩 下 的 电子 数 ， 重 子 数 密度 是 ”的 一 种 方便 的 定义 (如 果 还 有 反 重 子 , 则 认为 反 
重子 数 为 负 ). 然而 , 即使 在 一 些 问题 中 根本 无 法 引入 系统 内 粒子 数 的 任何 守恒 宏观 特征 量 (该 粒子 数 
本 身 由 热力 学 平衡 条 件 确定 ), 这 些 问题 仍然 属于 极端 相对 论 流体 动力 学 的 应 用 领域 (高 速 核 子 碰撞 时 
产生 多 个 其 他 粒子 的 问题 即 属 此 列 )， 关 于 这 些 情形 下 流体 动力 学 方程 的 推导 , 见习 题 2. 
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我 们 回 到 方程 (134.1). 对 表达 式 (133.2) 进行 微分 , 得 到 











-< =0. (134.4) 


用 wi 乘 这 个 方程 , 即 取 这 个 方程 在 四 维 速度 方向 上 的 投影 . 因为 wivi = 1, 所 
以 由 Buwi/6xkx = 0, 于 是 求 出 
人 ww -0 (134.5) 


利用 恒 等 代 换 ww* = nu*(w/n) 和 连续 性 方程 (134.3), 我 们 把 这 个 方程 改写 为 


以 下 形式 : 8 人 

也 p | 

nu 区 n 1 项 | 二 
根据 众所周知 的 热力 学 关系 式 , 对 于 烩 , 我 们 有 
也 C 1 
(T 是 温度 , o 是 单位 固有 体积 的 炉 ) 吕 . 由 此 可 见 , 方 括 号 中 的 表达 式 为 
Oo 

THE 

因此 , 略 去 因子 xz, 我 们 得 到 方程 
Oe (134.7) 


这 表示 流动 是 绝热 的 (d/ds 表示 沿 给 定 流体 微 元 世界 线 方向 的 导数 ). 利用 连 
续 性 方程 (134.3), 可 以 把 它 写 为 等 价 形式 : 
Riou) =0, (134.8) 
即 粹 流 cu: 的 四 维 散 度 等 于 零 . 
现在 , 我 们 取 方 程 (134.1) 在 垂直 于 wi 的 方向 上 的 投影 . 换言之 , 取 它 们 
的 组 合 @ 


@ 我 们 提醒 一 下 , 这 样 的 关系 式 仅 对 一 定 质量 的 物质 才 成 立 , 而 不 是 对 一 定 体积 的 物质 成 立 (一 
定 体积 的 物质 所 包括 的 粒子 数目 可 以 是 变化 的 )，(134.6) 是 归结 到 单个 粒子 的 烩 的 关系 式 , 而 1/m 是 
归结 到 单个 粒子 的 体积 . 

@ 为 方便 起 见 , 我 们 写 出 四 维 速度 的 分 量 ( 见 第 二 卷 84); 


vw = (7, 7v/c), w= (7, —7Yv/0), 
这 里 为 简明 起 见 已 经 引入 记号 7 = (1 _ vz/ca)-1/2 (限于 本 章 ). 
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( 左 侧 表达 式 与 wi 的 标 积 恒 为 零 ). 经 过 简单 的 计算 , 得 到 方程 


Bu 8 
Un = ey Es i (134.9) 
这 个 方程 的 三 个 空间 分 量 是 欧 拉 方程 的 相对 论 推 广 (时 间 分 量 是 其 他 三 个 分 


量 的 推论 )， 
对 于 等 粹 流 , 方程 (134.9) 可 以 写 为 另 一 种 形式 (类 似 于 把 非 相对 论 情形 
下 的 欧 拉 方 程 从 (2.3) 变换 到 (2.9)). 根据 (134.6), 当 cm = const 时 有 


Op Ou 
5 mn’ 
所 以 方程 (134.9) 的 形式 变 为 
ww (Su) 二 i. (134.10) 





如 果 流 动 还 是 定常 的 (所 有 的 量 都 与 时 间 无 关 ), 则 (134.10) 的 空间 分 量 给 出 
Yy(v.V) (过 可 十 cv =0. 
取 该 方程 与 v 的 标 积 , 经 过 简单 变换 就 得 到 (v .六 )(yw/n) = 0. 由 此 可 知 , 量 


= const (134.11) 


沿 每 一 条 流 线 都 保持 不 变 . 这 是 伯 努 利 方程 的 相对 论 推广 @. 
如 果 不 假设 等 糯 流 是 定常 的 , 则 容易 看 出 , 方程 (134.10) 具有 形 如 


一 也 三 一 二 一 134.12 
nd (134.12) 


的 解 , 其 中 p 是 坐标 和 时 间 的 函数 . 这 些 解 是 非 相对 论 流体 动力 学 中 的 势 流 
在 相对 论 流体 动力 学 中 的 比拟 (H. M. 哈 拉 特 尼 科 夫 , 1954). 为 了 检验 上 述 结 
果 , 我 们 指出 , 根据 导数 92p/8xi Bx* 对 角 标 i 和 的 对 称 性 ， 


5 (FP) -Be (¥%): 


取 该 等 式 与 we 的 标 积 并 展开 右边 的 导数 , 我 们 确实 回 到 方程 (134.10). 等 式 
(134.12) 的 空间 分 量 和 时 间 分 量 给 出 
YE0 = V9, CY— + 和 = 0. 


避 当 vc 时 有 w/n = moe? 十 mnon-r (其 中 Wnon-r 是 非 相 对 论 质量 褒 ， 即 85 中 的 记号 w), 于 
是 (134.11) 化 为 方程 (5.3). 
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在 非 相对 论 极 限 下 , 第 一 个 等 式 给 出 通常 的 势 流 条 件 , 而 第 二 个 等 式 (在 按照 
g/cm 一 w 引入 相应 新 记号 之 后 ) 给 出 方程 (9.3). 

我 们 来 研究 具有 相对 论 状 态 方程 的 介质 中 的 声音 传播 (在 这 样 的 介质 中 ， 
压强 与 包括 静止 能 量 在 内 的 内 能 密度 是 可 比 的 ). 声波 的 流体 动力 学 方程 可 以 
线性 化 , 这 时 直接 从 运动 方程 的 最 初 形 式 (134.1) 出 发 较为 方便 , 而 不 必 从 与 
它 等 价 的 方程 (134.8), (134.9) 出 发 . 把 能 量 动量 张 量 分 量 的 表达 式 (133.3) 代 
入 (134.1), 并 且 处 处 只 保留 声波 振幅 的 一 阶 小 量 , 我 们 得 到 方程 组 


a = —wdivw, 豆 和 当 字 = 一 一 Vzp/， (134.13) 
这 里 用 撤 号 表示 该 量 在 声波 中 的 可 变 部 分 ， 由 此 消去 wv, 求 出 
D2e/ 
Fe ES = CAp.. 


最 后 再 写 出 e = (Be/Bp)wap', 就 得 到 mr 的 波动 方程 , 其 中 声速 为 (本 章 用 字母 
4 表示 声速 ) 


w= (和 (134.14) 


(下 标 “ad” 表明 , 导数 是 对 绝热 过 程 取 的 , 即 在 c/m 保持 不 变 时 取 导 数 ). 这 个 
公式 与 相应 的 非 相对 论 表 达 式 的 区 别 是 , 这 里 用 e/cz 代替 了 通常 的 质量 密度 . 
极端 相对 论 状态 方程 为 p = e/3, 因而 声速 为 w= c/V3. 

最 后 , 我 们 稍微 讨论 一 下 引力 场 不 可 忽略 时 的 流体 动力 学 方程 , 即 广义 相 
对 论 中 的 流体 动力 学 方程 ,只 要 把 方程 (134.8), (134.9) 中 的 普通 导数 改 为 协 
变 导数 , 即 可 得 到 这 些 方程 @: 


Op Op ; 
WUK Wi, k 一 Di 二 Un Fh? (0 ),: 一 0. (134.15) 


从 这 些 方程 可 以 得 到 引力 场 中 的 力学 平衡 条 件 . 在 力学 平衡 态 下 , 引力 场 
是 静止 场 . 可 以 选取 一 个 参考 系 , 使 物质 在 其 中 是 静止 的 (ua = 0, uw = ga 人 2)， 
所 有 的 量 均 与 时 间 无 关 ， 而 度 规 张 量 的 混合 分 量 为 零 (goa = 0)， 于 是 ， 方 程 
(134.15) 的 空间 分 量 给 出 


@@ 这 些 方 程 在 一 般 情 况 下 极为 复杂 , 以 下 论文 给 出 了 其 展开 形式 的 详细 写法 (通过 三 维度 规 张 量 
表示 , 即 通过 第 二 卷 884 中 的 yp 表示 ): Nelson R. A. Gen. Rel. Grav. 1981, 13: 569. 以 下 论文 给 出 了 
牛顿 近似 之 后 的 下 一 级 近似 下 的 流体 动力 学 方程 : Chandrasekhar S. Astroph. J. 1965, 142: 1488， 在 
以 下 专著 中 也 列 出 了 这 些 方程 : Misner C. W., Thorne K.S,., Wheeler J. A. Gravitation. San Francisco: 
Freeman, 1973. §39.11. 
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即 
一 一 一 二 ln goo. (134.16) 


这 就 是 所 需 的 平衡 方程 . 在 非 相 对 论 极 限 下 , w = pc?, goo = 1 十 2p/c2 (wy 为 牛 
顿 引力 势 ), 方程 (134.16) 变 为 


VDp = 一 0Vw， 
即 通常 的 流体 静 力 学 方程 . 


习 题 


1. 求 描述 一 维 非 定常 简单 波 的 相对 论 流体 动力 学 方程 的 解 ， 
解 : 在 简单 波 中 , 所 有 的 量 都 可 以 表示 为 其 中 任何 一 个 量 的 函数 ( 见 8101). 把 运动 方 


程 写 为 以 下 形式 : 
1 87bo _ B11 工 07bl O71 








人 (1) 
并 认为 Too, To1, Til 互 为 函数 , 我 们 得 到 关系 式 dTbo dTi1 = (dT01)?. 在 此 式 中 应 当代 入 





2 2 2 2 
Tbo =euot+pui, To = wuou, Ti = evui 十 Puo， 


并 利用 由 一 既 =1 (为 了 便于 计算 ,可 以 按照 uo 二 coshn, ti 二 一 sinhn 引入 参数 人 由 . 计 
算 结果 为 








artanh 2 =+1 / Eae (2) 
(w 是 声带 ). 接 下 来 , 从 (1) 求 出 
oz _ dz 
ot dTbo 
计算 这 个 导数 , 得 到 
== 了 四 +10) (9) 


公式 (2), (3) 就 是 所 需 的 解 . 

2. 写 出 带 有 不 确定 数目 粒子 (该 数目 本 身 取 决 于 热力 学 平衡 条 件 ) 的 极端 相对 论 介质 
的 流体 动力 学 方程 . 

解 : 热力 学 平衡 条 件 是 所 有 化 学 势 均 为 零 , 该 条 件 决定 了 这 种 介质 中 的 粒子 数目 . 于 是 
e—To++p==0, 即 w=To, 而 根据 烩 的 微分 的 热力 学 表达 臣 ( 当 体 积 取 给 定 的 单位 值 且 
化 学 势 为 堆 时 ), dw = 全 de + dp. 从 这 两 个 公式 得 到 dp = oadT 中 . 方程 (134.5) (这 里 还 
没有 使 用 连续 性 方程 ) 给 出 形 如 (134.8) 的 绝热 方程 , 而 方程 (134.9) 的 形式 变 为 

iO(Tu) _ OT 


Bre ~ Ori 





名 当 极 端 相对 论 状态 方程 p = e/3 成 立时 , 从 上 述 公式 容易 求 出 e cc T4, c x T3, 这 些 规律 与 黑 
体 辐射 定律 相同 ( 见 第 五 卷 $63)， 这 正 是 预期 的 结果 . 
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相对 论 流体 动力 学 中 的 激 波 理论 是 按照 类 似 于 非 相 对 论 理论 的 方式 建立 
起 来 的 (A.H. 陶 布 , 1948). 

同 885 一 样 , 我 们 在 研究 间断 面 时 采用 使 它 静 止 的 坐标 系 , 并 且 使 气流 在 
垂直 于 间断 面 的 方向 上 ( 沿 坐 标 轴 zl = z) 从 1 侧 流 向 2 侧 . 粒子 流 密度 、 动 
量 流 密度 和 能 流 密度 的 连续 性 条 件 为 

ln] = [nw] = 0, 
[7””] = [wu*)? +p] =0, 
clToz] = clwu ru?®] = 0， 


或 者 , 把 四 维 速度 分 量 值 代入 之 后 , 这 些 条 件 化 为 


V1Y1 V2Y2 _， 
一 一 = 一 一 三 沁 135.1 
区 = (135.1) 
1 1 
Hn 十 21 二 雹 邮 吧 但 二 po, (135.2) 
WwW1U1Y2 一 1Wa0a72， (135.3) 


其 中 %=(1 一 好 /2)-12, = 人 一 友 /c)-V2 而 下 =L/rna 和 仍 =1/nz 是 
分 摊 到 一 个 粒子 的 体积 @. 
从 (135.1) 和 (135.2) 求 出 
2 (pa 一 pi)c2 
本 TV waVz 


然后 , 利用 (135.1) 把 条 件 (135.3) 的 形式 改写 为 
TEA = wiV2%2. 
通过 简单 的 代数 变换 (利用 (135.1) 把 y? 和 ”2 通过 j? 表示 出 来 , 然后 把 j? 的 
表达 式 (135.4) 代入 ), 我 们 得 到 相对 论 激 波 绝热 线 ( 陶 布 绝热 线 ) 的 以 下 方程 : 
wiVi — wiV2 + (po — pi1) (wiV? + waV2) = 0. (135.5) 
我 们 再 来 推导 间断 面 两 侧 气 体 速度 的 表达 式 , 为 此 可 以 利用 条 件 (135.2)， 
(135.3) 进行 一 些 初等 变换 @， 


一生 到 tm ed 【ee | 
c [Lea-el)let+pa)j cc [ee-en)(ez+p)j 


(135.4) 


(135.6) 


@ 在 非 相 对 论 极 限 下 , 按照 (135.1) 定义 的 粒子 数 流 与 在 8 85 中 被 记 为 i 的 质量 流 密度 相差 一 
个 因子 1/m， 此 外 , 这 里 和 $ 85 中 定义 的 体积 V 也 相差 一 个 因子 m. 
@@ 进行 变换 时 采用 代 换 w/e = tanh p, ? = cosh wp 较为 方便 . 
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按照 相对 论 中 的 速度 求 和 法 则 , 间断 面 两 侧 气 体 的 相对 速度 等 于 
V1 一 ?和 2 


oa = [名 — pi)(ez 人 
1 — viv2/c2 (el + po)(e2 + p1) 
在 非 相 对 论 极 限 下 , 如 果 取 e = me2n = mc2/V 并 忽略 远 小 于 e 的 p, 则 公式 
(135.4), (135.6), (135.7) 变 为 公式 (85.4), (85.6), (85.7) (7 和 V 的 定义 在 这 里 和 
§85 中 有 区 别 , 见 脚注 )@. 对 于 极端 相对 论 状态 方程 p = e/3, 从 (135.6) 有 
和 [和 4， 2 [| 
c 3(3e1 + e2) ” ce 3(3ez + e1) 
(我 们 指出 , v1v2 = cz/3). 当 激 波 变 强 (es 一 oo) 时 , v1 趋 于 光速 , vo 趋 于 c/3. 
我 们 在 第 九 章 中 曾经 用 Vp 平面 上 的 图 像 来 表示 激 波 绝热 线 . 仿照 这 个 
做 法 , 用 来 表示 相对 论 激 波 绝热 线 的 变量 自然 就 是 wV?, pe?. 在 这 些 坐 标 下 ， 
多 确定 了 从 绝热 线 初 始点 1 到 任意 一 点 2 的 芒 的 斜率 , 
在 研究 考虑 相对 论 效应 的 弱 激 波 时 , 也 完全 可 以 仿照 在 $ 86 中 研究 非 相 
对 论 情形 时 的 做 法 (H.M. 哈 拉 特 尼 科 夫 , 1954). 不 再 重复 所 有 计算 , 我 们 给 出 
箭 间断 值 的 结果 : 


(135.7) 


(135.8) 











它 也 是 压强 间断 值 的 三 阶 小 量 . 我 们 看 到 , 因为 oz > ol 必须 成 立 , 所 以 如 果 
| ,>0 (135.10) 


则 激 波 是 压缩 波 . 该 条 件 是 非 相对 论 流体 动力 学 条 件 (86.2) 的 相对 论 推广 @. 
当 pa > pl 时 , 从 (135.4) 和 (135.5) 可 知 


W2T3 < wf wa > wiV. 


由 此 还 可 知 , 在 任何 情况 下 都 有 公 < Wi, 即 体积 Y 减 小 的 程度 甚至 高 于 wV 
增加 的 程度 . 在 一 级 近似 下 , 弱 激 波 的 速度 v, 和 w 自然 等 于 声速 , 因为 焕 的 


@ 为 了 通过 取 极 限 的 方式 从 相对 论 激 波 绝热 线 方程 (135.5) 过 渡 到 非 相 对 论 方程 (85.10), 这 样 
的 近似 是 不 够 的 .应 取 w = nmc2 + mme 十 p (e 是 非 相 对 论 质量 内 能 ), 并 用 c2 除 方程 (135.5), 然后 
在 c 一 oo 时 取 极 限 . 

@ 利用 一 个 粒子 的 迷 的 热力 学 关系 式 d(wV) = V dp ( 当 oV = const 时 ) 可 知 , 条 件 (135.10) 等 


价 于 不 等 式 
OV 3 176V 
( 骂 ) .> 站 ( 吕 ) 
其 右 侧 在 非 相 对 论 极限 下 变 为 零 . 
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变化 是 三 阶 小 量 , 而 表达 式 (135.6) 在 ps 一 pi, ez 一 el 时 变 为 导数 (134.14)@. 
与 886 完全 类 似 的 讨论 表明 , 在 下 一 级 近似 下 有 vi > wi, v2 < vz. 

因此 , 在 考虑 相对 论 效应 的 弱 激 波 中 , 各 量 的 变化 方向 (在 条 件 (135.10) 
下 ) 所 满足 的 不 等 式 与 非 相 对 论 情 形 没 有 区 别 . 可 以 采用 与 $87 完全 类 似 的 方 
法 把 这 个 结果 向 任意 强度 的 激 波 推广 @， 

我 们 同时 强调 , 无 论 热 力学 条 件 如 何 , 无 论 是 否 考虑 相对 论 效应 , 不 等 式 
1 > ul v2 < wz 对 于 激 波 都 是 成 立 的 , 这 是 要 求 激 波 具 有 可 演化 性 的 推论 . 我 
们 还 记得 , 在 得 到 这 些 条 件 时 (888), 只 有 运动 流体 中 的 声波 扰动 相对 于 静止 
间断 面 的 传播 速度 wu 土 v 的 符号 才 是 重要 的 . 按照 相对 论 中 的 速度 求 和 法 则 ， 
这 些 传播 速度 由 表达 式 (ww 土 v)/(1 土 vw/e2) 给 出 , 其 符号 只 取决 于 分 子 , 所 以 
§88 中 的 全 部 讨论 仍然 适用 . 
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当 耗 散 过 程 (共性 和 热传导 ) 存在 时 , 相对 论 流体 动力 学 方程 的 建立 归结 
为 确定 能 量 动量 张 量 和 物质 流 密 度 矢 量 中 相应 附加 项 的 形式 的 问题 . 分 别 用 
Tu 和 vw 来 表示 这 些 项 , 我 们 写 出 





Tik = —pgig + WUsUk 十 Tik, (136.1) 
ee (136.2) 
运动 方程 仍然 包含 于 以 下 方程 : 
ok 0 on _ 
Ork ”6 


但 是 , 首先 出 现 的 问题 涉及 速度 wi 的 概念 本 身 , 我 们 需要 更 精确 的 定义 . 
在 相对 论 力学 中 , 任何 能 流 都 不 可 避免 地 还 与 质量 流 有 联系 . 所 以 , 例如 当 存 
在 热流 时 , 用 质量 流 来 定义 速度 ( 像 在 非 相 对 论 流体 动力 学 中 那样 ) 就 没有 直 
接 的 意义 . 在 这 里 , 我 们 用 以 下 条 件 来 定义 速度 : 在 每 个 给 定 流体 微 元 的 固有 
参考 系 中 , 该 流体 微 元 的 动量 为 零 , 而 其 能 量 可 以 通过 其 他 热力 学 量 表示 , 并 
且 所 用 公式 与 没有 耗 散 过 程 时 的 相应 公式 相同 . 这 意味 着 , 在 上 述 参 考 系 中 ， 
张 量 i 的 分 量 moo 和 ma 应 当 为 零 . 因为 在 该 参考 系 中 还 有 we = 0, 所 以 有 
张 量 关 系 式 (在 任何 其 他 参考 系 中 同样 成 立 ) 


TikUK = 0. (136.3) 
@ 表达 式 (135.4) 则 变 为 导数 -czfdp/d(oV?)]j:. 在 ocV = const 的 条 件 下 , 利用 热力 学 表达 式 


d(eV) = -pdV, d(wV) = dp 容易 证 明 , 该 导数 腾 以 v 理所当然 等 于 w2/(1 一 v2). 
@@ 见 : Thorne K.S. Astroph. J. 1973, 179: 897. 
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矢量 v 应 当 满足 类 似 的 关系 式 
vv’ = 0, (136.4) 


因为 在 固有 参考 系 中 , 四 维 粒 子 流 矢量 ni 的 分 量 mn? 按照 定义 必须 等 于 粒子 
数 密度 nn. 
根据 粹 增加 原理 的 要 求 即 可 确定 张 量 me 和 矢量 vw 的 待 求 形式 , 而 这 个 
原理 应 当 包 含 在 和 运动 方程 中 (类 似 地 , 在 8 134 中 从 这 些 方程 得 到 了 理想 流体 
的 等 灶 条 件 ). 通过 简单 的 变换 , 利用 连续 性 方程 容易 得 到 以 下 方程 : 
k 大 
wt 一 Tr(ou) 一 Ov on 
其 中 / 是 物质 的 相对 论 化 学 势 , nj = w 一 Toa, 这 里 还 应 用 了 其 微分 的 热力 学 
关系 式 : 








dp = dp 3 dT. (136.5) 
最 后 , 利用 关系 式 (136.3), 我 们 把 这 个 方程 改写 为 
9 , , | k Oui 
雇 (ee -和 -一 克 和 1 革 天。 aa 


左边 的 表达 式 应 当 是 烂 流 的 四 维 散 度 , 而 右边 的 表达 式 应 当 是 由 耗 散 过 
程 引 起 的 粹 增 . 因此 , 四 维 粹 流 密度 矢量 为 

oi=ovi— pi (136.7) 

而 mk 和 vi 应 当 是 速度 梯度 和 各 热力 学 量 梯度 的 线性 函数 , 并 且 该 函数 能 够 


保证 方程 (136.6) 的 右边 严格 为 正 ， 这 个 条 件 与 条 件 (136.3), (136.4) 一 起 就 唯 
一 确定 了 对 称 的 四 维 张 量 mx 和 四 维和 失 量 wv; 的 形式 : 











Tik 一 一 c71 2 Oe Si i a 5- 人 9 全 ik 一 Uk) 
“ Orzp Ori Ox! Oz! 3") Br ik wivk), 
(136.8) 
MnTA2 TOOL xiao 
We (于 ) | 站 条 -uw 产 旨 | 909) 


其 中 四 5 是 两 个 黏度 , x 是 热 导 率 , 它们 符合 非 相 对 论 情形 中 的 定义 , 在 非 相 
对 论 极 限 下 , 分 量 zap 化 为 三 维 黏 性 应 力 张 量 的 分 量 op, 见 (15.3)， 

没有 物质 流 时 的 能 流 对 应 于 纯粹 的 热传导 , 其 条 件 是 nue + vc = 0. 这 时 ， 
四 维 速度 的 空间 分 量 ve = -zc/mn 是 梯度 的 一 阶 项 . 因为 表达 式 (136.8), (136.9) 
只 精确 到 梯度 的 一 阶 项 , 所 以 应 当 认 为 四 维 速度 的 分 量 w? 等 于 1: 


w=1+uav =1+vo 六 1， 
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在 这 样 的 精度 下 , 应 当 忽略 (136.9) 中 方 括号 内 的 第 二 项 . 于 是 , 对 于 能 流 密度 
croa = -cc70, 我 们 求 出 


cw mT? 0 
—cT? = 一 cuwau0 = 全 二 上 


wi BrzaT- 
利用 热力 学 关系 式 (136.5) 并 把 它 改写 为 
人 w dp 
i 
我 们 求 出 能 流 : 
一 和 (vr 一 Ev) (136.10) 


我 们 看 出 , 在 考虑 相对 论 效应 的 情况 下 , 由 热传导 造成 的 热流 不 是 简单 地 与 温 
度 梯度 成 正比 , 而 是 与 温度 梯度 和 压强 梯度 的 确定 组 合成 正比 (在 非 相 对 论 极 
限 下 , w snme, 所 以 应 当 忽略 带 有 Vp 的 项 ). 
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当 温 度 接近 绝对 零度 时 , 量子 效应 在 流体 的 性 质 中 占据 首要 地 位 . 这 些 情 
况 下 的 流体 称 为 量子 流体 , 实际 上 只 有 人 氨 一 直到 绝对 零度 时 仍然 是 液体 , 所 有 
其 他 液体 在 量子 效应 变 得 显著 之 前 早已 凝固 . 不 过 , 氨 有 两 种 同位 素 : 4He 和 
3He, 其 原子 的 统计 规律 有 所 不 同 . 4He 的 原子 核 没有 自 旋 , 并 且 原 子 整体 的 自 
旋 也 为 零 , 这 些 原 子 遵 循 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 法 . 3He 的 原子 ( 核 ) 具有 自 旋 1/2 
并 遵循 费 米 - 狄 拉克 统计 法 . 这 种 区 别 对 于 由 这 两 种 物质 组 成 的 量子 流体 的 性 
质 有 极 重要 的 意义 , 前 者 称 为 玻 色 (量子 ) 液体 , 后 者 称 为 费 米 (量子 ) 液体 . 本 
章 只 讨论 玻 色 液体 . 

当 温 度 为 2.19 K 时 , 液 氮 (同位 素 4He) 有 一 个 入 点 (二 级 相 变 )@, 当 温 度 
低 于 该 点 温度 时 , 液 氨 (处 于 这 种 液 相 的 氨 称 为 He I) 有 许多 奇妙 的 性 质 , 其 
中 最 重要 的 性 质 是 由 II.I. 卡 皮 查 在 1938 年 发 现 的 超 流动 性 , 即 流 体 沿 毛 细 
管 或 缝 阶 流动 时 不 表现 出 任何 黏 性 的 性 质 . 

超 流体 理论 是 由 区 .区 . 朗 道 (1941) 建立 的 . 本 教程 另 一 卷 包 含 对 该 理论 
微观 部 分 的 介绍 ( 见 第 九 卷 第 三 章 ), 而 这 里 仅 限于 讨论 以 微观 理论 的 一 些 观 
念 为 基础 发 展 起 来 的 宏观 超 流体 动力 学 @. 

和 氮 II 的 流体 动力 学 是 在 微观 理论 的 以 下 基本 结果 之 上 发 展 起 来 的 ， 当 温 


加 在 pT 平面 上 的 氮 的 相 图 中 ， 和 点 组 成 一 条 曲线 . 温度 2.19 KK 对 应 于 该 曲线 与 气 液 平衡 线 的 
@ 同位 素 ?He 的 费 米 液体 也 可 以 变 为 超 流体 , 但 要 在 低 得 多 的 温度 下 (~ 10-? K). 这 种 超 流 体 
的 流体 动力 学 性 质 更 为 复杂 , 因为 描述 其 状态 的 “ 序 参量 " 具有 更 复杂 的 特性 ( 见 第 九 卷 854). 
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度 不 为 零 时 , 氨 II 如 同 两 种 不 同 液体 的 混合 物 , 其 中 一 种 是 超 流体 , 在 沿 固体 
表面 运动 时 不 表现 出 任何 黏 性 , 而 另 一 种 表现 为 普通 的 正常 条 性 流体 . 这 时 非 
常 重要 的 是 , 这 两 种 液体 之 间 在 它们 “互相 穿 过 ” 时 没有 摩擦 , 即 动 量 没有 从 一 
种 液体 转移 给 另 一 种 液体 . 

但 是 , 必须 极其 明确 地 强调 , 把 所 研究 的 液体 当做 正常 部 分 和 超 流 部 分 的 
混合 物 , 这 只 不 过 是 直观 描述 量子 液体 中 的 现象 的 一 种 方法 . 就 像 用 经 典 术 语 
描述 量子 现象 那样 , 这 种 描述 方法 并 不 是 完全 适用 的 . 其 实 应 当 说 , 在 氮 I 这 
样 的 量子 液体 中 可 以 同时 存在 两 种 运动 ,， 每 一 种 运动 都 与 自己 的 有 效 质量 有 
关 (两 种 有 效 质量 之 和 等 于 液体 的 总 质量 ). 这 两 种 运动 之 一 是 正常 流动 , 其 性 
质 与 普通 和 性 流体 运动 的 性 质 一 样 , 而 另 一 种 是 超 流 流动 . 这 两 种 运动 之 间 不 
发 生动 量 转 移 . 在 一 定 意义 上 可 以 讨论 液体 的 超 流 部 分 和 正常 部 分 , 但 这 决 不 
意味 着 液体 可 以 真正 分 为 这 样 两 部 分 9 . 

关于 毛 工 中 现象 的 真实 特性 , 只 要 注意 到 所 有 这 些 说 明 , 就 可 以 采用 流体 
的 超 流 部 分 和 正常 部 分 这 些 术 语 , 以 便 通 过 直观 的 方法 简洁 地 描述 这 些 现象 . 
但 是 , 我 们 更 愿意 采用 超 流 流动 和 正常 流动 这 些 更 准确 的 术语 , 而 不 愿 把 它们 
与 “二 流体 混合 物 ” 的 两 个 组 元 联系 起 来 . 

有 了 上 述 两 种 流动 形式 的 概念 , 就 可 以 简单 解释 在 实验 中 观察 到 的 氮 II 
流动 的 主要 性 质 . 氨 II 沿 窗 颖 流动 时 之 所 以 不 表现 出 黏 性 , 是 因为 在 窗 缝 中 
出 现 的 是 无 摩擦 的 超 流 流动 . 可 以 说 , 液体 的 正常 部 分 留 在 容器 中 并 以 缓慢 得 
多 的 速度 流 过 窄 缝 , 该 速度 取决 于 这 部 分 液体 的 恭 性 和 窄 颖 的 宽度 . 相反 , 根 
据 温 没 在 液体 中 的 圆 副 扭转 振动 的 衰减 来 测量 氮 I 的 笑 度 , 应 当 得 到 非 零 的 
值 . 圆 盘 的 转动 引起 它 附近 的 氨 开 的 正常 流动 , 这 种 流动 所 特有 的 黏 性 使 圆 盘 
停止 下 来 . 因此 , 在 通过 毛细 管 或 窗 颖 流动 的 实验 中 可 以 观察 到 氨 II 的 超 流 
流动 , 而 在 圆 盘 转动 实验 中 可 以 观察 到 所 I 的 正常 流动 . 

除了 笑 性 消失 外 , 超 流 流动 还 有 以 下 两 个 重要 性 质 : 超 流 流动 不 传 热 , 并 
且 这 种 流动 总 是 势 流 , 这 两 个 性 质 也 得 自 微观 理论 . 根据 微观 理论 , 正常 流动 
其 实 是 一 种 “激发 气体 ” 的 流动 . 我 们 还 记得 , 可 以 把 量子 流体 中 原子 的 集体 热 
运动 看 做 诸多 单独 的 元 激发 ， 其 行为 相当 于 在 这 些 流体 所 占 区 域内 运动 并 具 
有 确定 的 动量 和 能 量 的 一 些 准 粒子 . 

氨 工 的 粹 由 元 激发 的 统计 分 布 确定 ， 所 以, 在 激发 气体 处 于 静止 状态 的 
任何 一 种 流动 中 , 不 会 出 现 粹 的 任何 宏观 输 运 . 这 也 就 意味 着 , 超 流 流动 不 会 


@ 独立 于 朗 道 , 工 . 蒂 萨 (1940) 也 提出 了 在 宏观 上 描述 氮 II 的 定性 思路 , 他 也 把 密度 分 为 两 部 分 
并 引入 两 个 速度 场 ， 该 思路 同样 让 他 能 够 预言 , 在 氨 II 中 存在 两 种 形式 的 声波 ( 见 下 文 8 141)、 然 而 ， 
由 于 初始 的 微观 观念 有 误 , 在 蒂 萨 的 论文 中 并 没有 建立 起 一 个 合理 的 超 流 动 性 理论 (包括 其 流体 动力 
学 理论 ). 
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伴随 有 粹 的 输 运 , 换言之 , 不 会 发 生 传 热 . 由 此 同样 可 知 , 如 果 在 氨 II 的 流动 
中 只 有 超 流 流动 , 则 该 流动 在 热力 学 上 是 可 逆 的 . 

通过 正常 流动 来 传 热 是 在 氮 I 中 实现 传 热 的 机 理 . 因此 , 这 样 的 传 热 具 
有 独特 的 对 流 特性 , 根本 不 同 于 通常 的 热传导 . 氨 开 中 的 任何 温度 差 都 会 引 
起 正常 流动 和 超 流 流动 , 这 两 种 内 部 流动 可 以 使 质量 输 运 相互 抵消 , 从 而 在 流 
体 中 不 产生 任何 真正 的 宏观 质量 输 运 . 

我 们 在 下 面 将 分 别 用 ws 和 wn 表示 超 流 流动 和 正常 流动 的 速度 . 上 述 传 
热机 理 表 明 , 炳 流 密度 等 于 速度 vo 与 体积 米 的 乘积 waps (s 是 流体 的 质量 粹 ). 
热流 密度 等 于 焙 流 密度 乘 以 工 , 即 


q = pT'svn. (137.1) 
超 流 流动 的 有 势 性 可 由 等 式 
rot ys 一 0 (137.2) 


表示 , 它 在 任何 时 刻 在 流体 所 占 整 个 区 域内 都 应 当成 立 . 这 个 性 质 在 宏观 上 表 
现 了 所 I 的 能 谱 特性 , 而 这 种 能 谱 特 性 是 超 流动 性 微观 理论 的 基础 : 长 波长 
( 即 小 动量 和 小 能 量 ) 的 元 激发 是 声 量子 , 即 声 子 . 所 以 , 宏观 的 超 流 体 动力 学 
只 人 允许 声 振动 而 不 允许 任何 其 他 振动 , 这 是 条 件 (137.2) 所 要 求 的 @. 
因为 超 流 流动 是 势 流 , 所 以 固体 在 相应 定常 绕 流 中 不 会 受到 任何 阻力 ( 达 
朗 贝 尔 伴 座 , 见 $11). 相反 , 正常 流动 导致 被 绕 流 固体 受到 阻力 的 作用 . 如 果 
超 流 流 动 和 正常 流动 所 对 应 的 质量 流 相 互 抵消 ， 我 们 就 会 得 到 一 种 非常 奇特 
的 流动 图 像 : 浸没 在 氨 I 中 的 物体 受到 力 的 作用 , 但 是 没有 任何 总 质量 输 运 . 


习 题 


设 氮 II 充满 一 根 毛 细 管 , 其 两 端 维持 很 小 的 温度 差 AT, 求 沿 毛 细 管 的 热流 . 
解 : 按照 公式 (138.3), 毛细 管 两 端的 压强 差 Ap = psAT， 该 压强 差 导 致 毛细 管内 出 
现 正常 流动 , 截面 上 的 平均 迷 度 为 
R?Ap 


Vn = 一 一 


8nl 
(RR 是 毛细 管 的 半径 , 1 是 其 长 度 , 们 是 正常 流动 的 黏度 ; 请 对 比 (17.10))， 总 热流 为 
TrR4p2s2AT 
8nl : 
在 相反 方向 上 出 现 超 流 流动 , 其 速度 取决 于 没有 总 质量 输 运 的 条 件 ; ys。 = 一 pn /ps. 


TpsTnr R? = 


@ 关于 这 个 结论 的 更 完整 的 微观 证 明 , 见 第 九 卷 $ 26. 
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8138 热机 械 效应 


氨 工 中 的 热机 械 效 应 是 : 当 氨 通过 毛细 管 从 容器 中 流出 时 ,可 以 观察 到 
容器 中 的 温度 上 升 ; 相反 , 当 氨 从 毛细 管 流入 另 一 个 容器 时 , 容器 中 的 温度 下 
降 @. 关于 这 种 现象 , 我 们 可 以 很 自然 地 给 出 这 样 的 解释 : 通过 毛细 管 的 流动 
的 主要 是 超 流 流动 , 所 以 不 会 把 热量 带 出 去 , 于 是 容器 中 的 剩余 热量 分 配给 数 
量 有 所 减 小 的 氮 II. 当 氨 从 毛细 管 流入 容器 时 , 现象 是 相反 的 . 

容易 求 出 单位 质量 的 氨 通 过 毛细 管 流入 容器 时 所 吸收 的 热量 @. 因为 流 
入 的 氨 并 不 携带 粹 , 所 以 为 了 让 容器 中 的 氨 保 持 其 温度 了 不 变 , 对 于 单位 质量 
的 氨 , 应 当 输入 热量 Te 来 补偿 质量 焙 的 降低 . 这 意味 着 , 当 单 位 质量 的 氨 流 
入 装 有 温度 为 了 的 氨 的 容器 时 , 需要 吸收 热量 


Q=Ts. (138.1) 


相反 , 当 单 位 质量 的 氢 流 出 装 有 温度 为 了 的 氨 的 容器 时 , 需要 释放 热量 Ts. 

现在 考虑 两 个 装 满 氨 II 且 温 度 分 别 为 和 Tz 的 容器 , 它们 由 一 个 毛细 
管 相连 . 因为 超 流 流动 可 以 沿 毛 细 管 自由 地 进行 , 所 以 两 个 容器 中 的 液体 很 快 
就 建立 起 力学 平衡 . 但 是 , 由 于 超 流 流动 并 不 传 热 , 所 以 热平衡 (这 时 两 个 容器 
中 的 氨 的 温度 相同 ) 的 建立 要 缓慢 得 多 ， 

如 上 所 述 , 力学 平衡 是 在 两 个 容器 中 迄 的 炉 sl 和 sa 分 别 保持 不 变 时 建 
立 起 来 的 , 据 此 容易 写 出 力学 平衡 条 件 . 

如 果 et 和 ez 是 氨 在 温度 五 和 Ts 下 的 质量 内 能 , 并 且 力 学 平衡 是 通过 
超 流 流动 达到 的 , 则 力学 平衡 条 件 (最 小 能 量 条 件 ) 为 


Oe Oe 
(起 - (过) 
式 中 N 为 单位 质量 氮 的 原子 数 , 而 导数 (9e/8N)s 为 化 学 势 p, 于 是 得 到 以 下 
形式 的 平衡 条 件 : 
Hp1, Ti) = p(p2, T2) (138.2) 


(pu pz 是 两 个 容器 中 的 压强 ). 
以 后 , 我 们 将 不 再 像 通 常 那 样 把 化 学 势 理解 为 归结 到 单个 粒子 (原子 ) 


@ 严格 地 说 , 在 普通 流体 中 也 应 当 出 现 非常 徽 弱 的 热机 械 效 应 . 对 氨 II 而 言 , 反常 之 处 在 于 这 种 
效应 非常 显著 . 普通 流体 中 的 热机 械 效 应 是 佩 尔 捷 温 差 电 效应 之 类 的 不 可 逆 现 象 (在 稀薄 气体 中 可 以 
实际 观察 到 这 种 效应 , 见 第 十 卷 814 习题 1), 这 种 效应 在 氨 II 中 也 应 当 存 在 , 但 是 被 下 文中 介绍 的 另 
一 种 大 得 多 的 效应 掩盖 了 ， 后 者 是 氮 II 所 特有 的 效应 , 并 且 与 佩 尔 捷 效 应 之 类 的 不 可 逆 现 象 毫 无 共 
同 之 处 . 
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的 热力 学 势 , 而 把 它 理解 为 单位 质量 氨 的 热力 学 势 . 这 两 个 定义 只 相差 一 个 常 
因子 一 一 氨 原 子 的 质量 . 

如 果 压 强 p 和 ps 很 小 , 则 按压 强 的 午 展开 并 注意 到 (Bj/B8p)z 是 质量 体 
积 ( 它 对 温度 的 依赖 性 很 弱 ), 我 们 得 到 

T2 
=p0, 1) -p00, 2) = 上 
式 中 Ap = ps 一 p1. 如 果 温 度 差 AT = TB 一 于 也 很 小 , 则 按 AT 的 宕 展开 并 注 
意 到 (61/6T)p = 一 s, 就 得 到 以 下 关系 式 : 
人 妾 着 (138.3) 

(了 HH. 伦敦 , 1939). 因为 s > 0, 所 以 也 有 Ap/AT > 0. 
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我 们 现在 推导 宏观 ( 唯 象 ) 描述 氨 了 流动 的 封闭 的 流体 动力 学 方程 组 . 根 
据 前 面 的 讨论 , 流动 在 每 一 个 点 都 由 两 个 速度 v。 和 wa 描述 ,而 不 像 通常 的 
流体 动力 学 中 那样 只 由 一 个 速度 描述 , 我 们 需要 列 出 相应 的 运动 方程 . 结果 表 
明 , 只 要 从 伽利略 相对 性 原理 和 必须 成 立 的 守恒 定律 所 要 求 的 条 件 出 发 (还 利 
用 由 方程 (137.1) 和 (137.2) 表示 的 运动 性 质 ), 就 可 以 唯一 地 得 到 所 需 的 运动 
方程 组 . 

应 当 注 意 , 当 流 动 速度 足够 高 时 , 氨 I 实际 上 会 次 失 超 流动 性 ， 由 于 这 种 
临界 速度 现象 ,只 有 当 速 度 ws 和 wn 不 太 大 时 , 超 流 氨 的 流体 动力 学 方程 组 才 
有 实际 的 物理 意义 @. 尽管 如 此 , 我 们 首先 还 是 在 不 对 速度 ws 和 vs 作 任何 假 
设 的 情况 下 推导 这 些 方程 , 因为 如 果 忽 略 速度 的 高 次 宕 项 , 就 不 可 能 从 守恒 定 
律 出 发 合理 地 推导 方程 . 在 最 终 得 到 这 些 方程 之 后 , 我 们 再 过 渡 到 有 物理 意义 
的 小 速度 情形 . 

用 字母 了 表示 流体 的 质量 流 密 度 , 这 个 量 也 是 单位 体积 流体 的 动量 (请 对 
比 218 页 的 脚注 ). 我 们 把 了 写 为 两 项 之 和 的 形式 : 


了 一 PsVs 十 pnVn) (139.1) 


@ 根据 微观 理论 已 经 可 以 推出 , 在 超 流 流动 中 存在 极限 速度 . 在 氮 II 中 , 元 激发 能 谱 的 具体 形式 
导致 朗 道 超 流动 性 条 件 在 速度 很 大 时 遭 到 破坏 ( 见 第 九 卷 $23). 但 是 , 实际 观测 到 的 临界 速度 远 小 于 
这 个 极限 值 , 并 且 与 流动 的 具体 条 件 有 关 (例如 , 与 较 大 区 域内 的 流动 相 比 , 沿 毛细 管 或 窜 颖 的 流动 具 
有 更 大 的 临界 速度 ), 这 些 现象 的 物理 本 质 在 于 量子 涡 环 的 产生 ， 当 圆柱 形容 器 内 的 液 氨 发 生 转 动 时 ， 
就 会 出 现 这 种 类 型 的 涡 丝 (但 是 是 直线 涡 丝 , 见 第 九 卷 8 29)， 本 章 不 考虑 这 些 现 象 . 
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每 一 项 分 别 与 超 流 流动 和 正常 流动 的 质量 流 有 关 . 系数 p。 和 p。 可 以 称 为 流 
体 的 超 流 密度 和 正常 密度 , 两 者 之 和 是 氢 II 的 实际 密度 p: 
p= ps pn: (139.2) 


当然 , 量 p。 和 mm 都 是 温度 的 函数 , 在 绝对 零度 下 ，pon 为 零 , 这 时 氨 工 是 “ 完 
全 超 流体 ”@, 而 在 和 点 ,ps 为 零 , 这 时 所 工 是 “完全 正常 流体 ”. 
密度 p 和 质量 流 7 应 当 满 足 表示 质量 守恒 定律 的 连续 性 方程 


如 +divj = 0. (139.3) 
动量 守恒 定律 可 以 表示 为 以 下 形式 的 方程 : 

Bj; 8 

二 (139.4) 


式 中 Tix 是 动量 流 密 度 张 量 . 
我 们 暂 不 讨论 流体 中 的 耗 散 过 程 , 所 以 流动 是 可 逆 的 , 流体 的 炉 因 而 也 必 
须 守恒 . 注意 到 粹 流 为 psvn, 我 们 把 入 守 恒 方 程 写 为 以 下 形式 : 


See) + div(psvn) = 0. (139.5) 

有 了 方程 (139.3) 一 (139.5), 必须 再 补充 一 个 方程 ,以 便 确定 速度 ws 对 时 

间 的 导数 . 这 个 方程 应 当 保 证 流动 的 有 势 性 不 随时 间 而 改变 , 这 意味 着 v。 的 
导数 应 当 表 示 为 某 个 标量 的 梯度 . 我 们 据 此 写 出 该 方程 : 





Te +y (和 十 4 = 0， (139.6) 
式 中 jy 为 某 个 标量 . 
当然 , 只 有 在 得 到 暂 未 确定 的 I 和 的 形式 之 后 ,方程 (139.4) 和 (139.6) 
才 有 实际 意义 . 为 此 , 必须 利用 能 量 和 守恒 定律 和 基于 伽利略 相对 性 原理 的 一 些 
结果 , 即 必 须要 求 流体 动力 学 方程 (139.3) 一 (139.6) 能 够 使 由 以 下 方程 表示 的 
能 量 守恒 定律 自动 成 立 : 
到 +dvQ=， (139.7) 
其 中 万 为 流体 的 体积 能 , Q 为 能 流 密度 . 当 两 种 同时 发 生 的 流动 的 相对 速度 
vn 一 Vs 具有 给 定 值 时 , 根据 伽利略 相对 性 原理 就 能 够 确定 所 有 的 量 对 一 个 速 
度 (vs) 的 依赖 关系 . 


名 如 果 氢 II 含有 杂质 (一 般 是 同位 素 ?He), 则 ou 在 绝对 零度 下 也 不 为 零 . 
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除了 原 有 坐标 系 K, 我 们 再 引入 一 个 坐标 系 Ko, 使 超 流 流 动 中 所 研究 的 
流体 微 元 的 速度 为 零 . 坐标 系 Ko 相对 于 坐标 系 及 运动 , 其 速度 等 于 原 有 坐 
标 系 中 的 超 流 流 动 速度 . 所 有 的 量 在 坐标 系 K 和 Ko 中 的 值 之 间 的 关系 ( 坐 
标 系 Ko 中 的 值 用 下 标 0 加 以 区 别 ), 由 众所周知 的 以 下 力学 变换 公式 给 出 9: 


了 = DUs 十 70， 


2 
_ pos 
Ss 





中 jo "Vs 十 五 0， 
(139.8) 





pu2 D2 
Q= ( pa + 和 -w+ 本 ) va + 3 fot+ Tovs + Qo, 


Tlikp = puUsiVsk + Usijor + Vskjos + Toik 


(这 里 Io .vs 表示 分 量 为 Toikowsk 的 矢量 ). 

在 坐标 系 Ko 中 , 所 讨论 的 流体 微 元 只 有 一 种 运动 一 一 速度 为 wu 一 vs 的 
正常 流动 . 所 以 , 与 这 个 坐标 系 有 关 的 量 jo, Eo, Qo, Doik 只 能 依赖 于 速度 差 
vn 一 vs, 而 不 能 单独 依赖 于 每 一 个 速度 vn, vs, 特别 地 , 矢量 加 和 Qo 应 当 指 
向 矢量 加 一 vs 的 方向 . 因此 , 当 wa - ws 给 定时 , 公式 (139.8) 就 确定 了 待 求 各 
量 对 ws 的 依赖 关系 . 

我 们 把 能 量 i 看 做 p, s 和 单位 体积 流体 的 动量 7 的 函数 , 它 满足 热力 
学 关系 式 

dEo = jdp+Td(ps) + (vn — vs). djo, (139.9) 


式 中 为 化 学 势 (单位 质量 流体 的 热力 学 势 ). 前 两 项 对 应 于 静止 流体 在 等 容 
条 件 下 (这 里 是 单位 体积 下 ) 的 通常 的 热力 学 关系 式 , 而 最 后 一 项 表示 , 能 量 对 
动量 的 导数 是 运动 速度 . 动量 jo (坐标 系 Ko 中 的 质量 流 密度 ) 显然 就 是 


jo = pn(Vn ~— Vs) 


(这 时 , (139.8) 中 的 第 一 个 公式 与 (139.1) 相同 ). 
进一步 的 计算 过 程 如 下 . 把 (139.8) 中 的 和 @ 代 入 能 量 守 恒 方 程 (139.7)， 
并 且 利 用 (139.9) 把 导数 8E0/8t 通过 p, ps 和 jo 的 导数 表示 出 来 . 然后 利用 


@ 这 些 公 式 是 伽利略 相对 性 原理 的 直接 推论 , 所 以 对 于 任何 具体 坐标 系 均 成 立 ， 例 如 , 如 果 研 究 
普通 流体 , 就 可 以 得 到 这 些 方程 ， 在 普通 的 流体 动力 学 中 , 动量 流 密度 张 量 为 Hi = pvivk 十 p6ik. 从 
标 系 KK 中 的 流体 速度 v 与 坐标 系 Ko 中 的 流体 速度 wo 之 间 的 关系 为 v = vo + wu, 其 中 ww 是 坐标 系 
Ko 相对 于 坐标 系 K 的 速度 . 代入 Hi 后 得 到 


ip = pbik + pvoivok + PVoiuR 十 pur Vor 十 Put， 


引入 Foik = p6ik 十 pvoivok 和 jo = pvo, 就 得 到 张 量 Mex 的 上 述 变 换 公式 . 用 类 似 方法 可 以 得 到 其 
余 公式 . 
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流体 动力 学 方程 (139.3) 一 (139.6) 消去 全 部 对 时 间 的 导数 (p, ms 等 ). 计算 相当 
繁琐 , 经 过 大 量化 简 后 得 到 以 下 结果 : 
-one + wi 了 Du +pdivvs 一 VD 十 pn (WV)vn 


+divhw(Tps+ pnp)] + (一 ps)w Vip 一 站 =divQo， 


这 里 暂时 用 wp 表示 (139.6) 中 的 标量 (y), 为 简洁 起 见 引入 了 记号 w = va 一 vs 
此 外 还 引入 了 记号 


p=—Eo+Tps+up+ pn(vVn 一 os)2， (139.10) 


其 意义 将 在 下 面 加 以 解释 . 该 能 量 守恒 方程 必须 恒 成 立 , 并 且 Qo, To, yp 必须 
只 依赖 于 热力 学 变量 和 速度 w, 而 不 依赖 于 这 些 量 的 梯度 (因为 我 们 不 考虑 耗 
散 过 程 ). 这 些 条 件 唯 一 地 确定 了 Qo, ITo, 2 的 表达 式 . 

首先 应 取 yp = 几 即 方程 (139.6) 中 的 标量 就 是 按照 (139.9) 定义 的 化 学 势 
(所 以 我 们 在 前 面 用 字母 / 表示 它 ). 对 于 其 余 各 量 , 应 取 


Qo = (Tps + pap)w + paw w, 
Toik = p6ik + pnWiwWh. 


现在 , 把 这 些 表 达 式 代入 公式 (139.8), 就 得 到 能 流 密 度 和 动量 流 密度 张 量 的 最 
终 表 达 式 : 


2 
Q= (p+ SE)j+Tpsvn t+ pavalvn: (vn — vs)], (139.11) 
2 


Tik = ponvVnivVnk + PsavsivVek + POik. (139.12) 


表达 式 (139.12) 的 形式 是 普通 流体 动力 学 公式 Tik = pviv 十 piik 的 自然 
推广 . 这 时 , 由 公式 (139.10) 定义 的 量 p 自然 可 以 看 做 流体 的 压强 . 在 完全 静 
止 的 流体 中 , 表达 式 自 然 与 通常 的 定义 一 致 , 因为 8 = pp 是 单位 体积 流体 的 
通常 的 热力 学 势 @. 


对 于 静止 介质 , 在 热力 学 中 通常 把 压强 定义 为 作用 在 单位 面积 上 的 平均 力 ， 尽 管 如 此 , 在 普通 
的 流体 动力 学 中 (如 果 不 考虑 耗 散 过 程 ), 因为 总 是 可 以 选取 使 所 讨论 的 流体 微 元 处 于 静止 状态 的 坐标 
系 , 所 以 关于 压强 概念 的 定义 不 会 出 现 问 题 . 但 是 在 超 流体 动力 学 中 , 通过 坐标 系 的 适当 选取 , 只 能 在 
两 个 同时 发 生 的 运动 中 消去 一 个 , 所 以 根本 无 法 采用 通常 的 压强 定义 . 

我 们 还 指出 , 表达 式 (139.10) 也 对 应 于 压强 的 如 下 定义 : 它 是 流体 总 能 量 的 导数 
8(EoV) 
= 
并 且 求 导 运算 是 在 流体 的 总 质量 pV, 总 焙 psV 和 相对 运动 总 动量 moV 均 取 给 定 值 的 条 件 下 进行 的 . 
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方程 (139.3) 一 (139.6) 以 及 了 和 IZis 的 定义 (139.1), (139.12) 就 是 所 寻求 
的 封闭 的 超 流 体 动 力学 方程 组 . 这 个 方程 组 非常 复杂 , 其 首要 原因 在 于 , 方程 
中 的 量 ps, pu, 4, s 不 仅 是 热力 学 变量 p 和 了 的 函数 , 而 且 是 两 种 运动 速度 差 
的 平方 wo2 = (vn 一 ve)? 的 函数 . 后 者 是 一 个 标量 , 它 是 参考 系 的 伽利略 变换 和 
流体 整体 的 旋转 变换 下 的 不 变量 . 这 个 量 是 超 流体 的 一 个 特征 量 , 在 热力 学 平 
衡 态 下 绝 不 应 当 为 零 , 并 且 应 当 与 p 和 了 一 起 出 现在 流体 的 状态 方程 中 . 

但 是 , 当 速 度 不 太 大 时 (假设 速度 与 第 二 声 的 传播 速度 之 比 是 小 量 , 这 是 
在 物理 上 感 兴趣 的 情形 , 见 $141), 上 述 方程 将 大 为 简化 . 

在 这 种 情形 下 , 首先 可 以 忽略 ps 和 mm 对 wo 的 依赖 关系 , 于 是 质量 流 j 的 
表达 式 (139.1) 在 本 质 上 给 出 了 这 个 量 按 va 和 ws 的 帘 级 数 展 开 式 中 的 首 项 . 
方程 中 的 其 余热 力学 量 也 应 当 按 速 度 的 等 级 数 展开 . 

取 表 达 式 (139.10) 的 微分 并 利用 (139.9), 我 们 得 到 化 学 势 的 微分 的 以 下 
表达 式 : 


dy =—sdT+ 二 ew .dew. (139.13) 
由 此 可 见 , jy 按 w 的 震级 数 展开 式 的 头 两 项 具有 以 下 形式 : 
AP， 1, w) A(p, 7) > py (139.14) 


其 右边 包含 静止 流体 的 普通 化 学 势 p(p, T) 和 密度 plp, T). 对 温度 和 压强 求 
导 , 从 这 个 表达 式 求 出 米 和 密度 的 相应 展开 式 : 


s(p, T, w) ~ s(p, T)+ WwW pi 
6 (139.15) 
plp; T, w) ~ plp, T)+ i 
应 当 把 这 些 表 达 式 代入 流体 动力 学 方程 ， 从 而 得 到 精确 到 速度 二 阶 项 的 方程 
(在 了 中 考虑 p。 和 pm 对 w? 的 依赖 关系 只 会 给 出 三 阶 小 量 )@. 
在 下 一 节 中 将 在 流体 动力 学 方程 中 引入 耗 散 项 ， 以 便 考 虑 超 流体 中 的 耗 
散 过 程 . 但 这 里 先 给 出 这 些 方程 的 边界 条 件 . 


@ 必须 指出 , 如 果 把 p。 看 做 p 和 了 的 给 定 函数 , 则 相应 流体 动力 学 方程 组 在 和 点 附近 可 能 不 
再 适用 . 其 实 , 在 接近 这 个 点 时 (就 像 在 接近 任何 二 级 相 变 点 时 那样 )， 序 参量 达到 平衡 值 所 需 的 弛 豫 
时 间 及 其 涨 落 的 关联 半径 无 限 增长 . 而 在 超 流体 《He 中 , 凝聚 态 波 函 数 起 序 参量 的 作用 ， 其 模 的 平方 
确定 p。( 见 第 四 卷 8 26, 8 28; 关于 超 流体 中 的 弛 耶 , 见 第 十 卷 8 103), 带 有 给 定 函数 p,(p, 工 ) 的 流体 
动力 学 方程 只 适用 于 流动 的 特征 距离 和 特征 时 间 分 别 远 大 于 关联 半径 和 弛 豫 时 间 的 情况 . 在 相反 情况 
下 , 封闭 的 运动 方程 组 还 应 当 包括 用 来 确定 ps 的 方程 . 见 : IEH36ypr B. Jl., Co6anun A.A. ycn. 中 za3. 
HayK. 1976, 120; 153 (Ginzburg V.L., Sobyanin A. A. Sov. Phys. Usp. 1977, 19: 773); Ginzburg V.L., 
Sobyanin A. A. J. Low Temp. Phys. 1982, 49: 507. 
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首先 , 在 任何 (静止 的 ) 固体 表面 上 , 质量 流 7 的 垂直 分 量 应 当 为 零 , 为 了 
说 明 vs 的 边界 条 件 , 应 当 记 住 , 正常 流动 其 实 是 一 种 基本 的 热 激发 “气体 ”的 
流动 . 在 沿 固体 表面 的 流动 中 , 激发 量子 与 固体 表面 发 生 相互 作用 , 在 宏观 上 
必须 把 它 描述 为 正常 流体 对 固体 表面 的 “黏附 ” 作用 , 这 类 似 于 普通 符 性 流体 
的 情况 . 换言之 , 速度 vo 在 固体 表面 上 的 切 向 分 量 应 当 为 零 . 

va te en. 2 ee 


体 表面 上 的 秋 直 分 量 不 定 等 于 零 . 边界 条 件 只 要 求 热流 在 罗 体 表面 上 的 和 
直 分 量 是 连续 的 . 温度 在 边界 上 有 间断 ,其 间断 值 正 比 于 热流 : AT = Kg, 式 
中 的 比例 系数 KK 与 流体 的 性 质 和 固体 的 性 质 都 有 关 . 这 种 间断 的 产生 , 是 由 
氮 工 中 的 独特 传 热 性 质 引 起 的 . 固体 与 流体 之 间 的 全 部 热 阻 都 集中 在 紧 贴 固 
体 表面 的 一 层 流体 中 ， 因为 流体 中 的 对 流传 热 几乎 没 有 任何 热 阻 所 以 , 引起 
热流 的 全 部 温度 下 降 几乎 都 出 现 于 固体 表面 本 身 . 

上 述 边界 条 件 的 一 个 有 趣 的 性 质 是 ,固体 与 运动 流 人 之 间 的 热 交换 会 引 
起 作用 于 固体 表面 的 切 向 力 . 如 果 : 轴 指 向 同体 表面 法 线 方向 , 而 y 轴 指 
向 切线 方向 , 则 单位 面积 上 的 切 意 到 在 固 
体 表 面 上 应 当 有 










jz 
我 们 求 出 这 个 力 的 非 零 表达 式 
引入 热流 Q = 03s7Vn， 可 以 把 这 个 力 的 形 TX- Ee 

Tay = pr A — vey), (139.16) 


式 中 qz 是 从 固体 进入 流体 的 热流 , 它 在 固体 表面 上 是 连续 的 . 

当 固 体 表面 与 流体 之 间 没 有 传 热 时 , wa 在 固体 表面 上 的 垂直 分 量 也 等 于 
零 . 边界 条 件 j;, = 0 和 vn =0 (z 轴 指 向 固体 表面 的 法 线 方向 ) 等 价 于 条 件 
wz 二 0 和 vn = 0. 换言之 , 在 这 种 情形 下 , 对 于 ws 得 到 理想 流体 的 通常 的 边 
界 条 件 , 对 于 va 得 到 忒 性 流体 的 边界 条 件 . 

最 后 , 我 们 稍微 讨论 一 下 液 氮 《He 与 其 他 物质 (实际 上 是 同位 素 3He) 的 
混合 物 的 流体 动力 学 . 除了 表示 质量 守恒 、 动量 守恒 、 焕 守恒 以 及 超 流 流动 有 
势 性 的 方程 , 封闭 的 流体 动力 学 方程 组 还 应 当 包 括 表示 混合 流体 中 单独 每 一 
种 物质 守恒 的 方程 , 其 形式 为 





2 一 一 十 qivy 一 0， 
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式 中 e 为 3He 在 混合 流体 中 的 浓度 , 而 i 是 其 质量 流 密度 . 但 是 , 只 有 在 质量 
流 密度 i 的 表达 式 已 知 的 情况 下 , 根据 各 守恒 定律 和 伽利略 不 变性 所 要 求 的 
条 件 才 足以 确定 所 有 方程 的 形式 . 该 表达 式 得 自 以 下 论断 : 杂质 (3He) 只 参与 
正常 流动 , 即 i = pcon 人 @. 


§ 140 超 流 体 中 的 耗 散 过 程 


为 了 考虑 耗 散 过 程 , 应 当 在 超 流 体 动力 学 方程 中 引入 一 些 附加 项 , 它们 是 
速度 和 温度 对 空间 坐标 的 导数 的 线性 函数 (就 像 在 普通 的 流体 动力 学 中 那样 ). 
从 炉 增 原理 和 关于 动 理 系 数 对 称 性 的 昂 萨 格 原理 所 要 求 的 条 件 出 发 ， 即 可 唯 
一 地 确定 这 些 附 加 项 的 形式 (UH.M. 哈 拉 特 尼 科 夫 , 1952). 

与 前 面 一 样 , p 和 了 是 单位 体积 流体 的 质量 和 动量 . 连续 性 方程 的 形式 
(139.3) 保持 不 变 , 而 在 方程 (139.4), (139.6), (139.7) 中 应 当 引 入 附加 项 , 我 们 
把 这 些 附加 项 写 在 方程 的 右边 : 

Oj Olin _ Olig 





责 十 而， Boe (140.1) 
2 
2 十 六 (全 证 虽 =—Yy, (140.2) 
E 
字 +divQ = 一 divQ (140.3) 


烂 方程 现在 不 具有 守 伍 方程 (139.5) 的 形式 , 并 且 在 确定 量 HT', p', Q' 的 
形式 时 应 当 保 证 炉 是 增加 的 . 为 此 , 我 们 利用 (139.9) 表示 导数 8E0/6t 并 把 它 
代入 能 量 守恒 方程 (140.3), 然后 借助 于 (139.3), (140.1), (140.2) 消去 p, j, vs 
的 导数 . 我 们 这 时 认为 , 8 和 五 已 经 由 已 知 的 表达 式 (139.11), (139.12) 给 出 . 
于 是 , 除了 与 燃 和 耗 散 量 7', Q', w 有关 的 那些 项 , 其 余 各 项 均 已 消去 . 结果 
得 到 方程 


: [ 深 时 divtoeo]| = 一 div(Q +paaoy 一 开 vn) 


Ovns 
十 Pp div(psw) ce Hi Br 





(140.4) 


(这 里 再 次 引入 w = vn 一 v6). 


@ 关于 混合 流体 动力 学 方程 的 完整 推导 ， 见 专著 : Xanartimxos H.M. Teopus cpepxTekyecru. 
Mocxsa: Hayxa, 1971. 第 十 三 章 . 这 些 方程 在 非常 低 的 温度 下 不 再 适用 , 这 时 与 杂质 原子 有 关 的 元 激 
发 出 现 量子 简 并 . 
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量 I', Q', w 对 梯度 的 线性 函数 表达 式 具有 以 下 形式 , 即 可 保证 粹 是 增 
加 的 @: 








Dunt Dunk 2 。 5 ; 
/ ee DY J 中 ee 9 Ed. a 
Tin = —7 ( > 十 Bro 3 Op div on bikGidiv(psaO) 一 6ikcadivvn， (140.5) 
o = 人 div(psw) 十 Gdivvn， (140.6) 
Q@Q =-ppsw + I on — xYyT (140.7) 


(在 ZZ 中 分 离 出 了 vn 的 导数 的 某 种 组 合 , 使 它 的 迹 为 零 , 这 类 似 于 普通 流体 
动力 学 中 的 做 法 ). 根据 帅 萨 格 原理 , 这 时 应 有 


C1 = &4, (140.8) 


所 以 一 共 还 有 五 个 独立 的 动 理 系数 @. 
最 后 , 把 表达 式 (140.5) 一 (140.7) 代入 方程 (140.4), 经 过 简单 变换 就 把 它 
化 为 以 下 形式 : 





O(ps) ,. x = 
T | Bt +div (psw» 一 元 vr)| = Rh, (140.9) 


其 中 








0 ng 0 n 2 > 2 » 
R= 6 十 po 一 可 人 div on 十 26 div vn div(psw) 


+ Co(div vn)? + Caldiv(psrw)]? + 示 (VYT)? (140.10) 


这 个 方程 类 似 于 普通 流体 动力 学 中 的 一 般 传 热 方 程 (49.5)@. 因为 方程 的 右边 
确定 流体 的 炉 增 加 率 ， 所 以 它 应 当 是 严格 大 于 零 的 量 ， 由 此 可 知 ， 所 有 系数 
7，61， 2，Ca， x 均 为 正 , 并 且 如 < Ga 系数 9 是 与 正常 流动 有 关 的 “第 一 
黏度 ”, 类 似 于 普通 流体 的 黏度 , 而 系数 x 在 形式 上 类 似 于 普通 流体 的 热 导 率 . 
现在 有 三 个 “第 二 黏度 ” (G1, bz, 4s), 而 在 普通 的 流体 动力 学 中 只 有 一 个 . 

不 过 , 关于 上 述 结 果 , 还 必须 作出 以 下 说 明 . 在 流体 中 耗 散 掉 的 能 量 相对 
于 参考 系 的 伽利略 变换 自然 是 不 变量 ， 速 度 的 导数 当然 也 满足 这 个 要 求 ， 但 
在 超 流体 中 , 速度 差 w = va - ws 也 满足 伽利略 不 变性 . 所 以 , 超 流体 中 的 耗 
散 流 也 可 以 不 仅 与 热力 学 量 的 梯度 和 速度 的 梯度 有 关 , 而 且 与 w 本 身 有 关 . 


@ 这 里 还 考虑 了 一 个 条 件 : 流体 的 正常 部 分 的 整体 转动 (un = 9 x >) 不 应 导致 耗 散 ( 见 815). 

@ 我 们 不 再 完整 地 进行 相应 讨论 (例如 , 这 完全 类 似 于 559 中 的 内 容 ). 只 是 要 注意 , 6, 是 7' 中 
div(pow) 的 系数 , 而 五 ' 中 的 这 一 项 乘 以 divwa 后 就 出 现在 方程 (140.4) 的 右边 ， 相 反 , 6 是 w' 中 
div vn 的 系数 , 这 一 项 乘 以 div(osap) 后 也 出 现在 (140.4) 的 右边 . 

加 在 849 最 后 关于 如 何 定 义 弱 非 平 衡 热 力学 状态 的 灼 全 部 讨论 在 这 里 仍然 适用 . 
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在 3139 中 已 经 指出 , 实际 上 应 当 把 该 速度 差 看 做 小 量 ， 所 以 表达 式 (140.5)， 
(140.6) 并 没有 包含 原则 上 可 能 出 现 的 全 部 的 项 , 而 只 包含 了 其 中 最 大 的 一 些 
项 @., 


习 是 


对 于 不 可 压缩 超 流体 , 把 正常 流动 和 超 流 流动 的 运动 方程 分 离 出 来 (认为 总 的 密度 p 
和 单独 每 一 个 密度 Ps 和 pn 都 是 常量 ). 

解 : 炉 方 程 中 的 耗 散 项 是 二 阶 小 量 , 在 该 情况 下 可 以 急 略 不 计 , 于 是 s 二 const, 从 方 
程 (139.3) 和 (139.5) 就 有 divvs = div vn = 0. 在 动量 流 张 量 中 保留 与 正常 流动 黏度 有 关 








的 速度 梯度 线性 项 : 
万 = 0» ( oun 于 Ovnk 
Br Br 
把 这 个 表达 式 (以 及 ITik 的 表达 式 (139.12)) 代入 相应 方程 , 我 们 得 到 
mR 十 pa + ps(Vs: VY)vs t+ pa(Vn: VVn = —Vp+ "7 divwvn, 
t 
6 2 6 
CT . Le ps __ i 
pn Bt 十 (on Y)Vn 十 PaV 2 十 poV Bt Vp+ndivwvn, 


其 中 已 经 按照 vs 一 Vp。 引入 了 超 流 流动 的 速度 势 , 还 利用 了 (ws .V)uws = Vu2/2.、 因为 
div vs 二 0, 所 以 速度 势 ps 满足 拉 普 拉 斯 方程 Aws = 0， 按照 等 式 p= po 十 pn 十 ps 引入 
正常 流动 和 超 流 流动 的 “压强 " pa 和 ps 作为 两 个 辅助 量 , 式 中 po 是 无 穷 远 处 的 压强 ,而 
Ds 由 理想 流体 的 普通 公式 给 出 : 


于 是 ,速度 vn 的 方程 化 为 以 下 形式 : 
Don 1 


91 
十 (ww :Vi)ion 王 一 一 V n 十 一 -Avn， 
Be ) pa Tf ps 


它 在 形式 上 与 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 相同 , 相应 流体 的 密度 为 pa, 黏度 为 人. 
于 是 ,不 可 压缩 液 氨 II 的 流动 问题 化 为 普通 流体 动力 学 中 关于 理想 流体 流动 和 车 性 
流体 流动 的 两 个 问题 . 超 流 流动 可 由 拉 普 拉 斯 方程 确定 , 其 边界 条 件 是 对 法 向 导数 Bps/6n 





@@ 如 果 放 弃 这 个 条 件 , 则 允许 出 现在 耗 散 流 中 的 项 的 种 类 将 会 大 为 增加 ( 且 不 说 动 理 系数 本 身 一 
般 还 将 是 w 的 函数 )， 例 如 , 在 w' 中 将 出 现形 如 wT 和 wiwh Bvni/8zk 的 项 , 这 时 , 描述 氨 II 中 耗 散 
的 独立 动 理 系数 的 总 数 为 13 (A. 克拉 克 , 1963)， 关 于 这 个 问题 , 可 以 参考 ; Putterman S.J. Superfluid 
Hydrodynamics. Amsterdam: North-Holland, 1974. 附录 VI. 

有 鉴于 此 , 我 们 指出 , 在 (140.5), (140.6) 中 之 所 以 写 出 带 有 div(p。w) 的 项 , 是 因为 正 是 这 样 的 导 
数组 合 才 会 自然 地 出 现在 精确 的 方程 (140.5), (140.6) 中 .在 这 里 所 采用 的 精度 下 , 这 些 项 在 (140.5)， 
(140.6) 中 的 更 准确 写法 是 ps div w. 
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提出 的 , 就 像 通常 的 理想 流体 有 势 绕 流 问题 那样 ， 正 常 流动 可 由 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 确定 ， 
而 vn 的 边界 条 件 (壁面 与 流体 之 问 没有 热 交 换 ) 与 通常 的 妹 性 流体 绕 流 问题 中 的 边界 条 
件 相同 , 然后 可 以 通过 求 和 po 十 pn 十 ps 来 计算 压强 分 布 . 

为 了 确定 温度 分 布 , 我 们 在 方程 (139.6) (1 的 表达 式 为 (139.14)) 中 写 出 vs = Vs， 
积分 后 求 出 





HA(D， 妇 上 + 世 过 一 色 ( 一 中 十 学 一 Const 


在 不 可 压缩 流体 中 ， SR 于 是 在 精确 到 一 阶 项 时 可 以 写 出 
4— ko=—s(T—70)+ A — po) 


(To, po 是 无 穷 远 处 的 温度 和 压强 )， 把 这 个 表达 式 代入 方程 的 上 述 积分 并 引入 p。 和 p。， 
得 到 


8141 超 流体 中 声波 的 传播 


我 们 应 用 毛 I 的 流体 动力 学 方程 组 来 讨论 这 种 流体 中 声波 的 传播 . 照例 
假设 声波 中 的 速度 很 小 , 而 密度 、 压 强 和 粹 基本 等 于 它们 各 自 固定 的 平衡 值 . 
于 是 , 流体 动力 学 方程 可 以 线性 化 , 即 在 方程 (139.12) 一 (139.14) 中 忽略 速度 的 
二 次 项 , 而 在 方程 (139.5) 中 可 以 把 div(psvs) 中 的 业 ps 放 在 记号 div 以 外 ( 因 
为 该 项 已 经 包含 小 量 va). 因此 , 流体 动力 学 方程 组 的 形式 为 


2 十 div7 = 0, (141.1) 
eps) + psdivwvwn = 0, (141.2) 
a + Vp=0, (141.3) 
Ovs 
E+ V4=0. (141.4) 
取 (141.1) 对 时 间 的 导数 , 然后 把 (141.3) 代入 , 我 们 得 到 
a = Ap. (141.5) 


根据 热力 学 关系 式 du = 一 sdT + dp/p, 我 们 有 


Vp = psSVI + pVL. 
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从 (141.3) 和 (141.4) 得 到 Vp 和 Vp 的 表达 式 , 把 它们 代入 上 式 , 得 到 
pa (vn 一 Vs) 十 psVT =0. 


对 这 个 方程 应 用 算 子 div, 并 根据 等 式 


Os 16psj sep 
Hp DO edo 


对 div(ws 一 va) 作 代 换 





Ge 
div(vs — vn) = pe 
就 得 到 方程 
Os _ pas AT (141.6) 
Bt2 eh pn . 本 





方程 (141.5) 和 (141.6) 确定 了 超 流体 中 声波 的 传播 , 既然 存在 两 个 方程 ， 
由 此 就 已 经 可 以 看 出 , 存在 两 个 声波 传播 速度 . 
把 s, p, Pp, T 写 为 以 下 形式 : 


s 一 50 十 3 p= po+p, 


其 中 带 撤 号 的 字母 表示 相应 的 量 在 声波 中 的 微小 变化 , 而 带 下 标 0 的 量 表示 
这 些 量 的 固定 平衡 值 (为 简洁 起 见 , 我 们 在 下 面 省 略 下 标 0). 于 是 可 以 写 出 


p! _op 1 Op 1/ Os p Os / 
一 3 了， 二 而 ?+ 了 1 
方程 (141.5) 和 (141.6) 则 化 为 
Op 2p! ;Op O27T' 


Op Pr 
OsO2p'’ 0s O27' 
BT pp, 
我 们 来 寻求 这 些 方程 的 平面 波 解 , 其 中 p' 和 T' 都 正比 于 因子 eiw(t-*/%) 
(这 里 用 字母 v 表示 声速 ). 作为 两 个 方程 的 相 容 条 件 , 我 们 得 到 方程 
4 0(s, p) Os pss Do , ps 
(7, p) ( 攻 + pn - er 


( 式 中 8(s, p)/8(T, p) 表示 从 s, p 变换 到 了 , p 的 雅 可 比 行列 式 ). 利用 热力 学 
关系 式 进行 简单 的 变换 , 可 以 把 上 述 方程 的 形式 化 为 


2 人 了 52 
4 [( 逆 ) + 2 二 -sa ( 实 ) -0 (141.7) 
pjs pncu PnCv pi/T 





=0. 
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(cv 是 质量 热 容 ). 关于 w? 的 这 个 二 次 方程 给 出 氮 工 中 声波 的 两 个 传播 速度 . 当 
ps = 0 时 , 该 方程 的 一 个 根 为 零 , 于 是 只 得 到 一 个 普通 的 声速 % = V(8p/6p)。， 
而 这 是 理所当然 的 . 

当 温 度 不 是 过 于 接近 和 点 时 , 氮 I 的 热 容 o 和 c 几乎 在 所 有 温度 下 都 
相同 (因为 热膨胀 系数 很 小 ). 在 这 些 条 件 下 , 根据 众所周知 的 热力 学 公式 , 等 
温 压 缩 系数 和 绝热 压缩 系数 也 互相 接近 : 


Op\ _ /Pw /oP 

(FE) (%) cp (有 

用 e 表示 cp 和 c。 的 共同 值 , 用 6p/ap 表示 (8p/ap)jr 和 (0p/ap)。 的 共同 值 ， 
则 从 方程 (141.7) 得 到 声速 的 以 下 表达 式 : 


2 
U1 一 22， ?22 二 Teps (141.8) 
V 5p VY op 


其 中 一 个 声速 wl 几乎 不 变 , 另 一 个 声速 va 显著 依赖 于 温度 , 并 且 在 和 点 处 与 
ps 同时 变 为 零 @. 

不 过 , 在 和 点 附近 , 热膨胀 系数 不 是 小 量 , 所 以 不 能 忽略 oo 与 c 之 间 的 
差别 . 为 了 得 到 这 种 情况 下 的 wz 公式 , 必须 忽略 (141.7) 中 方 括号 内 的 第 二 项 
(含有 Am), 以 及 现在 已 是 小 量 的 wt (因为 uz 趋 于 零 ). 此 外 , 还 可 以 取 p, sp 


结果 得 到 
2 
ua 一 /2 (141.9) 


对 于 声速 wl 仍然 得 到 公式 (141.8), 但 应 把 8p/Bp 理解 为 (8p/8p)。, 即 得 到 通 
常 的 声速 公式 . 

关于 公式 (141.9), 必须 指出 , 它 仅 适用 于 频率 足够 低 的 情况 , 并 且 流 体 状 
态 越 接近 入 点 , 频率 就 越 低 . 其 实 (就 像 在 585 页 的 脚注 中 所 指出 的 那样 ), 序 
参量 的 弛 列 时 间 7 在 和 点 附近 无 限 增加 ; 公式 (141.9) 没有 考虑 声波 的 色散 和 
吸收 , 仅 在 wr < 1 的 条 件 下 才 成 立 . 至 于 声速 wi, 由 于 序 参量 的 弛 物 , 在 入 点 
附近 会 出 现 额外 的 衰减 , 这 与 881 中 的 一 般 结 果 一 致 . 

在 极 低 的 温度 下 , 流体 中 几乎 所 有 元 激发 都 是 声 子 , 量 p,, c, s 之 间 的 关 
系 为 @: 


cT 
c=3s, pn = 了 5 
1 


@ 关于 液 拨 “He 与 “He 混合 流体 中 的 声波 传播 , 可 以 参阅 587 页 上 提 到 的 区. M. 哈 拉 特 尼 科 
夫 的 专著 . 
@ 在 第 九 卷 $22, 8 23 中 列 出 了 氨 开 的 热力 学 量 的 公式 , 由 此 容易 得 到 这 些 关 系 式 . 
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而 ps sp. 把 这 些 表 达 式 代入 wz 的 公式 (141.8), 我 们 求 出 
Ul 
42 一 1 
因此 , 当 温 度 趋 于 零 时 , 声速 wu 和 wo 趋 于 常 极限 值 , 其 比值 趋 于 V3. 
为 了 更 清楚 地 揭示 氨 工 中 两 种 声波 的 物理 本 质 ， 我 们 来 研究 平面 声波 
(E.M. 栗 弗 席 效 , 1944), 在 这 样 的 声波 中 , 速度 vw, w 以 及 温度 和 压强 的 变化 
部 分 T', p' 彼此 成 正比 . 按照 


vn=avVs, Pp =bvs, TT’'= cus (141.10) 
引入 比例 系数 . 根据 方程 (141.1) 一 (141.6), 在 所 需 精度 下 的 简单 计算 给 出 
Bpu2u2 四 BTw 
a 
(141.11) 
pa Bputua - Bpuiud _ _ 22 
02 王 一 一 十 一 2， 02 SS 


pa pns(Wf—ud)’ © swW-u)’ 2? os 
其 中 8 = (1/p)3p/6T 是 热膨胀 系数 ,因为 8 很 小 , 所 以 包含 6 的 量 远 小 于 
不 包含 8 的 量 . 

我 们 看 到 , 在 第 一 类 声波 (第 一 声 ) 中 w ~ vs, 即 每 一 个 体 微 元 中 的 流体 
在 一 级 近似 下 发 生 整 体 振动 , 正常 部 分 和 超 流 部 分 一 起 运动 ,自然 , 这 类 声波 
相当 于 普通 流体 中 的 普通 声波 ， 

而 在 第 二 类 声波 (第 二 声 ) 中 有 vs s 一 psvs/pn, 即 总 的 质量 流 密度 为 
了 = 0svs 十 pnvn 局 0， 


因此 , 在 第 二 声 中 , 超 流 部 分 和 正常 部 分 沿 彼此 相反 的 方向 振动 , 每 一 个 体 微 
元 中 的 流体 质心 在 一 级 近似 下 都 保持 静止 , 而 且 总 的 质量 流 为 零 , 显然 , 这 类 
声波 是 超 流体 所 特有 的 ， 

从 公式 (141.11) 中 可 以 看 出 这 两 类 声波 之 间 的 另 一 个 重要 差别 . 在 普通 
的 声波 中 , 压强 的 振幅 相对 较 大 , 而 温度 的 振幅 很 小 . 相反 , 在 第 二 声 中 , 温度 
的 相对 振幅 远大 于 压强 的 相对 振幅 . 在 这 个 意义 上 可 以 说 , 第 二 声 是 一 种 独特 
的 无 衰减 温度 波 @. 

在 完全 忽略 热膨胀 的 近似 下 ,第 二 声 是 纯粹 的 温度 振荡 (7 = 0), 而 第 一 
声 是 纯粹 的 压强 振荡 (us = vn). 因此 , 它们 的 运动 方程 是 完全 分 开 的 . 在 方程 
(141.6) 中 取 s' = c7YT, 就 得 到 


= WAT', (141.12) 


@ 当然 , 它们 与 普通 导热 介质 中 的 衰减 “温度 波 ”(8 52) 没有 任何 共同 之 处 ， 
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而 在 方程 (141.5) 中 取 mw = ap/6p, 就 得 到 
sy- 一 42Azp/. (141.13) 

关于 在 氨 I 中 激发 声波 的 各 种 方法 的 问题 , 也 与 声波 的 上 述 性 质 有 密切 
关系 (E. M. 栗 弗 席 兹 , 1944). 为 了 产生 第 二 声 , 通常 激发 声波 的 机 械 方法 ( 固 
体 振 动 ) 很 不 适用 , 因为 所 激发 的 第 二 声 的 强度 极 小 , 与 同时 激发 的 普通 声波 
的 强度 相 比 可 以 忽略 不 计 . 但 是 , 还 可 以 通过 氨 II 所 特有 的 其 他 一 些 方法 在 
氨 I 中 激发 声波 . 利用 温度 周期 性 变化 的 固体 表面 发 射 声波 , 就 是 这 样 的 方 
法 , 这 时 所 发 射 的 第 二 声 的 强度 远大 于 第 一 声 的 强度 . 这 是 很 自然 的 , 因为 这 
两 种 声波 中 的 温度 振荡 具有 如 上 所 述 的 不 同 特 性 (见习 题 1 和 2). 

在 大 振幅 第 二 声波 的 传播 过 程 中 , 其 波形 因为 非 线 性 效应 而 逐渐 变化 , 最 
终 导致 间断 的 产生 , 就 像 普 通 流体 动力 学 中 的 普通 声波 那样 ( 见 $101, §102). 
我 们 通过 一 维 第 二 声波 ( 行 波 ) 来 研究 这 些 现象 (IH.M. 哈 拉 特 尼 科 夫 , 1952). 

在 一 维 行 波 中 , 所 有 的 量 (p, p, T, vs, vn) 都 可 以 表示 为 一 个 参量 的 函数 ， 
例如 , 可 以 选取 这 些 量 本 身 之 一 作为 该 参量 ($ 101). 波形 上 的 点 的 移动 速度 U 
等 于 该 参量 取 确 定 值 时 的 导数 dz/dt. 每 个 量 对 坐标 和 时 间 的 导数 之 间 的 关系 
为 8/6t = -U8/6z. 

用 v=j/p 和 w= wn 一 ve 代替 速度 ww 和 加 更 为 方便 . 选取 这 样 的 坐标 
系 , 使 波形 上 给 定点 的 速度 v 等 于 零 . 流体 动力 学 方程 (139.3) 一 (139.6) (其 中 
的 下 , y, p, s 由 公式 (139.12) 一 (139.15) 给 出 ) 化 为 以 下 方程 组 : 


Op 20 (各 = 
-Up'—U +pv' = 0， 141.14 
PB Www’ + py ( ) 


ww 一 Upov = 0, (141.15) 


p 


二 a _Uwd uv = 
|- 必 吕 +o 放 09)| T+ eve + (pos Uwe ) 0， (141.16) 


ap mm Op _ Poape Nay 
( pst Uva ) T+ + (1+ Uwp 名 a y+ (pa0 w) 


—(Up+wpn)v =0. (141.17) 


这 里 忽略 了 所 有 高 于 二 阶 的 小 量 以 及 所 有 包含 热膨胀 系数 的 项 , 撤 号 处 处 表 
示 对 上 述 参量 的 导数 @. 

在 第 二 声波 中 , p 和 wv 的 相对 振幅 远 小 于 工 和 w 的 相对 振幅 , 所 以 还 可 以 
忽略 包含 wp', wv' 的 项 . 为 了 确定 U, 只 要 考虑 方程 (141.16) 以 及 方程 (141.15) 





@ 而 不 是 像 本 节 前 面 那 样 表示 振 落 量 的 变化 部 分 ! 
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与 (141.17) 之 差 即 可 . 这 样 得 到 的 T' 和 w 的 两 个 线性 方程 的 相 容 条 件 给 出 


0 4 6 0 
203 20s 05 _ spn |_ ps 
paU ; Uw ( p HT 28 5 ) pss” = 0, 





所 以 





20。 ssT Opn 
7-mto( 人 -全 称 ) 
其 中 ws 是 第 二 声速 的 当地 值 . 在 波形 上 的 不 同 点 , 第 二 声速 发 生变 化 , 温度 对 
其 平衡 值 的 偏离 5T 也 发 生变 化 . 按 8T 的 罕 展 开 ww, 得 到 


Ou2 2 Ou2 On12 
U2 = U20 十 BT = Vt+ FF pa 孔 ， 


其 中 wzo 是 wz 的 平衡 值 . 最 后 得 到 


遇 basT 8 1 Yoc 
U = 20 十 也 pe 37™ tT 


当 波 形 畸 变 足 够 大 时 就 形成 间断 ( 见 $ 102), 在 所 讨论 的 情况 下 形成 温度 
闻 断 . 间断 的 传播 速度 等 于 间断 两 侧 速度 7 的 平均 值 , 即 


(141.18) 


2 十 Wo pesT 0 In udoc 
2 pc oT T 
式 中 wi, wz 是 w 在 间断 两 侧 的 值 . 

在 表达 式 (141.18) 中 , w 的 系数 可 正 可 负 . 因此 , 具有 较 大 w 值 的 点 或 者 
超越 具有 较 小 w 值 的 点 , 或 者 落后 于 它 , 相应 地 在 第 二 声波 的 前 阵 面 或 后 阵 面 
上 就 会 形成 间断 (这 与 普通 声波 的 情况 不 同 , 普通 声波 中 的 激 波 总 是 出 现在 前 
阵 面 上 ). 


c20 十 (141.19) 


习 题 


1. 设 一 块 平 板 在 委 直 于 自身 的 方向 上 振动 , 求 由 它 发 射 的 第 一 声 与 第 二 声 的 强度 比 . 
解 : 我 们 来 寻求 所 发 射 的 第 一 声 和 第 二 声 中 的 速度 v。( 沿 垂直 于 该 平面 的 工 轴 ), 其 形 


式 分 别 为 
wm =A l(t 三 )|， w= ho ( -三 咱 
Ul Uz 


在 振动 平板 的 表面 上 , 速度 vs。 和 vn 应 当 等 于 其 振动 速度 ( 记 为 vo cos wt), 这 给 出 方程 
A 十 Az 二 vo， at4i 十 aa42 = vo 
(系数 al, aa 由 (141.11) 确定 ). 氮 II 中 声波 的 平均 能 量 密度 ( 指 对 时 间 的 平均 值 ) 等 于 


一 一 1 
Psv2 十 pnv# = Th4 (ps + paa2)， 
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再 来 以 相应 声速 册 就 得 到 能 流 (强度 ). 对 于 所 发 射 的 第 二 声 与 第 一 声 的 强度 比 , 我 们 得 到 
五 Apstpasa)u cu 
(这 里 假设 wz < wi, 这 直到 很 低 的 温度 一 直 成 立 ). 这 个 比值 非常 小 . 
2, 题目 同上 , 但 该 平板 的 温度 作 周 期 性 变化 . 
解 : 只 要 利用 在 静止 表面 上 应 当成 立 的 边界 条 件 7 二 0 即 可 , 它 给 出 


ps(4i 十 42) 十 pna(al4l + a2A2) = 0， 


所 以 
妈 | -~ Paa 二 mw _ 23 
A pna2+ps Bua 








对 于 强度 比 , 我 们 求 出 
2 ec 

I TH2u1u2 l 
这 个 比值 非常 大 . 

3. 设 一 根 毛 细 管 的 直径 远 小 于 夭 性 流体 的 穿 透 深度 5 ~ (n/pnw)1/2, 求 沿 该 毛细 管 
的 声音 传播 速度 (KK. RR. 阿 特 金 斯 , 1959)@， 

解 : 在 上 述 条 件 下 可 以 认为 , 毛细 管 中 的 正常 流动 因为 管 壁 摩擦 力 的 作用 而 完全 停止 
(wa = 0). 方程 组 (141.1)，(141.2)，(141.4) 经 过 线性 化 后 化 为 以 下 形式 @: 


Pp + pe div vs = 0, 
vs YH = Vs — svT 十 Sw =0, 


(sp) = p8 + sp =0 


( 搬 号 表示 各 量 在 声波 中 的 变化 部 分 ). 仍然 忽略 流体 的 热膨胀 系数 , 从 第 三 个 方程 求 出 
ps__Thpc 
wT 
现在 , 从 前 两 个 方程 消去 ws; 我 们 得 到 波动 方程 沪 一 w2Ap' = 0, 其 中 的 传播 速度 以 由 以 
下 公式 给 出 : 


了 2 一 全 十 Ln?. 


4. 求 氨 II 中 的 第 一 声 和 第 二 声 的 吸收 系数 . 

解 : 计算 类 似 于 879 中 对 普通 流体 中 的 声波 的 计算 , 这 时 要 用 表达 式 (140.10) 代替 
(79.1)， 和 忽略 包含 热膨胀 系数 8 的 全 部 项 (包括 (141.10), (141.11) 中 的 这 些 项 ), 我 们 得 到 
吸收 系数 


2 2 
ed 4 Ps 4 2 pn 
n= (和 + m= ($n+G+p 63 一 206G1 十 pe 








@ 这 些 声波 称 为 第 四 声 ， 沿 固体 表面 上 的 氨 II 注 膜 传播 的 波 称 为 第 三 声 , 液体 沙 膜 与 固体 之 间 
相互 作用 的 范 德 瓦尔 斯 力 这 时 起 重要 作用 . 

@ 不 必 考 虑 动量 守恒 方程 (141.3), 因为 它 在 上 述 条 件 下 不 成 立 ， 这 时 必须 有 外 力作 用 在 毛细 管 
上 , 才能 使 它 保持 静止 . 
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2006 年 , 高 等 教育 出 版 社 决 定 引进 著名 物理 学 家 JI. 荆 . 朗 道 和 五 .M. 票 弗 
席 交 的 十 卷 本 经 典 巨著 《理论 物理 学 教程 》, 这 是 一 件 功德 无 量 的 大 事 . 2007 
年 , 我 接受 出 版 社 的 委托 , 计划 在 翻译 完 JI.H. 谢 多 夫 的 《连续 介质 力学 了》 之 后 
就 开始 翻译 该 教程 的 第 六 卷 《 流 体 动力 学 》(2003 年 俄 文 第 五 版 ). 翻译 工作 真 
正 开始 于 2009 年 9 月 , 主要 是 在 2011 年 完成 的 ， 

我 从 大 学 本 科 到 研究 生 阶 段 都 在 莫斯科 大 学 力学 数学 系 求学 , 本 书 恰好 
是 我 所 在 的 流体 力学 专业 的 必 读 参考 书 之 一 . 如 今 亲 自 把 它 译 成 中 文 , 一 直 都 
有 故地 重 游 的 感觉 , 实在 非常 欣慰 . 

本 书 闻 名 遐 逻 , 我 无 须 从 专业 角度 再 展开 评论 , 只 想 简要 介绍 中 译本 的 特 
点 , 以 及 作为 译 者 的 些许 感受 和 经 验 ， 当然 , 我 还 必须 向 所 有 提供 帮助 的 人 表 
示 感 谢 , 这 其 实 是 译 后 记 的 最 重要 内 容 . 

在 此 之 前 , 本 书 已 有 两 个 中 译本 . 彭 旭 麟 先生 的 1958、1960 年 中 译本 @ 译 
自 1954 年 俄 文 第 二 版 (当时 是 《连续 介质 力学 》 的 第 一 部 分 ), 在 1978 年 还 曾 
重印 5 万 册 . 她 祥 言 、 徐 燕 修 、 庄 礼 贤 三 位 先生 的 1983、1990 年 中 译本 @ 转 
译 自 1959 年 英 译 本 的 1975 年 重印 本 . 不 过 , 俄 文 第 三 版 早 在 1986 年 就 已 经 
问世 , 英 译 本 第 二 版 出 版 于 1987 年 , 而 中 译本 却 一 直 没 有 修订 再 版 , 这 对 我 国 
读者 而 言 不 能 不 说 是 一 件 憾事 . 

时 在 1963 年 , 北京 大 学 的 杜 玫 、 吴 鸿 庆 、 黄 敦 三 位 先生 就 在 《力学 学 报 》 
上 撰文 @ 详细 介绍 了 本 书 , 并 对 彭 旭 鹿 译 本 进行 了 点 评 . 这 篇 书评 至 今 仍然 极 
具 参 考 价值 , 只 是 对 翻译 水 平 的 批评 似乎 过 于 严 苛 . 其 实 , 我 国 50 岁 以 上 的 科 


@ 工 . 工 . 朗 道 , E. M. 栗 弗 席 效 . 连续 介质 力学 . 第 一 、 二 册 , 彭 旭 鹿 译 . 北京 : 人 民 教 育 出 版 社 , 1958， 
I1960,， 

@@ /1.A. 朗 道 , E. M. 栗 弗 席 蒋 . 流体 力学 . 上 、 下 册 . 孔 祥 言 , 徐 落 侯 , 庄 礼 贤 译 . 北京 : 高 等 教育 出 
版 社 , 1983, 1990. 

图 杜 斑 , 吴 鸿 庆 , 黄 敦 . 介绍 “JI.A. JIannay n E. M. JIxnqman, Panpomasaxaxa 兼 评 中 译本 “ 彭 
坦 移 译 , 连续 介质 力学 , 第 一 部 分 一 一 流体 动力 学 ”. 力学 学 报 , 1963, 6(3): 243 一 248. 
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技工 作者 对 这 个 译本 往往 充满 感情 . 在 当时 条 件 下 , 彭 旭 鹿 先生 以 一 已 之 力 翻 
译 如 此 巨著 相当 不 易 ， 更 何况 该 译本 问世 于 我 国 现代 高 等 教育 体系 才 初 具 规 
模 的 20 世纪 50 年 代 , 中 文 的 物理 学 名 词 体系 那 时 还 很 不 完善 , 很 多 术语 的 翻 
译 方法 尚未 定型 . 惠 不 掩 瑜 , 部 如 岂 译 本 的 历史 地 位 和 影响 面 有 目 共 睹 , 说 它 
培育 了 几 代 人 并 不 为 过 . 

基于 以 上 原因 , 根据 最 新 俄 文 版 推出 一 部 全 新 的 中 文 版 , 也 就 成 为 我 在 这 
两 年 最 投入 的 事情 . 

按照 最 传统 的 翻译 三 原则 , 译文 应 当 既 忠实 原文 (所 谓 “ 信 ”), 又 符合 目标 
语言 的 表达 习惯 (所 谓 “ 达 ”). 科技 类 文献 不 是 文学 作品 , 一 般 不 必 在 文学 性 上 
刻意 雕琢 (所 谓 “ 雅 "), 但 考虑 到 每 一 个 作者 的 行文 风格 往往 自 有 其 特点 , 如 果 
能 让 译文 在 风格 上 与 原文 一 致 ， 我 认为 也 就 达到 了 “和 雅 ” 的 要 求 . 对 译 者 而 言 ， 
“ 信 ?” 自然 是 一 个 最 低 要 求 . 尽管 如 此 , 并 且 还 有 两 个 中 译本 和 两 个 英 译 本 可 资 
参考 , 我 在 这 方面 花 的 功夫 仍 是 最 多 的 , 希望 读者 能 够 满意 . 我 在 “ 达 ” 上 也 下 
了 力气 , 尽量 使 译文 通俗 易 懂 ,避免 西式 的 撩 口 长 名. 至 于 “和 雅 ， 我 只 能 说 在 
保持 “ 原 汁 原 味 ” 上 进行 了 尝试 , 但 限于 自身 水 平 , 必定 还 有 提升 空间 . 

E.M. 栗 上 融 席 兹 院士 被 誉 为 物理 学 中 的 列 夫 . 托 尔 斯 秦 , 这 套 《理论 物理 
学 教程 了》 主要 由 他 执笔 (有 人 戏 读 日 “No word by Landau, no idea by Lifshitz”， 
但 后 半 和 外话 显然 不 是 事实 ), 其 文字 以 精炼 为 显著 风格 . 此 外 , 原文 在 语言 上 还 
有 两 个 明显 的 与 众 不 同 之 处 (都 与 标点 符号 有 关 ): 一 是 大 量 使 用 括号 , 二 是 大 
量 使 用 分 号 , 按照 我 的 理解 , 把 一 些 解释 性 的 或 者 次 要 的 内 容 放 在 括号 里 , 这 
不 但 有 助 于 突出 重点 , 而 且 可 以 用 最 少 的 文字 表达 出 最 多 的 信息 , 此 外 还 能 让 
行文 更 加 灵活 ， 让 物理 思路 的 连贯 性 尽量 不 因为 语言 表述 上 的 限制 而 遭 到 破 
坏 . 我 在 翻译 时 尽 可 能 让 括号 的 用 法 与 原文 一 致 (英文 版 却 尽 可 能 去 掉 括 号 )， 
甚至 在 不 知 不 觉 中, 连 我 自己 的 行文 风格 也 受到 了 影响 , 现在 很 习惯 于 这 种 大 
量 使 用 括号 的 表达 方式 ,至 于 分 号 , 由 于 两 种 语言 对 它 的 用 法 有 所 不 同 , 译文 
中 没有 刻意 保留 分 号 , 往往 以 句号 或 逗号 取代 之 , 这 样 处 理 是 否 妥当 , 还 要 请 
读者 与 专家 指正 . 

关于 书 名 ,我 仍然 沿用 彭 旭 麟 译本 的 译 法 一 一 流体 动力 学 , 而 不 像 英 译本 
那样 叫做 Fluid Mechanics (流体 力学 ). 在 俄语 中 ,raxponanamwaka, (流体 动力 
学 ) 与 ramapomexannxa (流体 力学 ) 是 不 同 的 词 (相应 的 词 在 英语 中 也 有 差别 ). 
这 类 似 于 热力 学 与 热学 、 电 动力 学 与 电学 的 差别 . “流体 动力 学 " 更 侧重 于 对 系 
统 演化 过 程 的 研究 , 而 “流体 力学 ” 的 范围 显然 大 得 多 , 前 者 是 后 者 的 一 部 分 . 

关于 一 类 术语 的 用 法 , 这 里 略 作 说 明 , 以 免 引 起 歧义 . 根据 现行 国家 标准 
(GB 3101 一 93《 有 关 量 、 单 位 和 符号 的 一 般 原 则 》 附 录 A), 当 某 量 被 定义 为 二 
量 之 商 a/b 时 , 此 量 可 以 这 样 命名 : 把 量 5 的 名 称 作为 形容 词 加 在 量 a 的 名 称 


on 译 后 记 


之 前 , 从 而 构成 该 量 的 名 称 . 这 个 译本 中 的 体积 精 、 质 量 炳 等 量 的 含义 , 均 应 
这 样 理 解 . 例如 , 流体 的 体积 迷 就 是 单位 体积 流体 的 烂 , 这 是 一 个 强度 量 ， 

我 补充 了 大 约 60 条 脚注 (部 分 源 自 与 陈 国 谦 教授 和 苏 卫 东 副 教授 的 讨 
论 ). 这 些 脚 注 并 不 具有 系统 性 , 主要 是 为 了 解释 正文 , 补充 相关 的 定义 、 结 果 、 
文献 和 中 文 术语 , 说 明 原 文 的 个 别 错误 ( 另 有 约 300 处 印刷 错误 已 直接 修改 ). 
我 还 补充 了 人 名 索引 , 并 在 名 词 索引 中 补充 了 上 述 脚注 中 的 少量 重要 术语 . 

我 的 同事 陈 国 谦 教授 作为 审阅 人 , 对 提高 译文 水 平 起 到 了 关键 作用 . 他 还 
特别 关注 了 由 我 补充 的 全 部 脚注 . 我 们 花 了 大 量 时 间 讨 论 每 一 个 脚注 是 否 值 
得 保留, 以 及 如 何 用 最 精炼 的 方式 进行 改写 . 他 甚至 字 其 名 酌 地 修改 了 序言 的 
译文 . 我 特别 感谢 陈 国 谦 教授 长 期 以 来 对 我 翻译 工作 的 大 力 支 持 和 鼓励. 

我 还 得 到 许多 人 的 热情 帮助 , 兹 一 一 表示 感谢 . 

我 的 同事 苏 卫 东 副教授 重点 阅读 了 关于 濡 流 的 第 三 章 译文 , 提出 了 许多 
有 益 的 建议 , 还 帮助 我 补充 或 修改 了 一 些 脚 注 ( 约 10 条 ). 他 永远 有 求 必 应 , 亲 
自 进行 演算 来 检验 公式 . 他 热情 地 提供 了 很 多 信息 , 从 印刷 错误 到 各 种 相关 资 
料 (包括 HH. 杰 膏 里 斯 的 传记 ). 

中 国 科学 院 理 论 物理 研究 所 研究 员 刘 寄 星 先生 一 直 关 注 我 的 翻译 工作 .他 
阅读 了 序言 、 第 一 章 和 最 后 两 章 的 译文 , 以 及 人 名 索引 和 名 词 索 引 , 提出 了 很 
多 建议 (尤其 是 关于 物理 学 名 词 和 人 名 译 法 的 建议 ), 还 提供 了 一 些 相关 资料 . 

清华 大 学 高 等 研究 院 的 俞 振 华 老师 和 博士 生 高 超 以 及 复旦 大 学 物理 系 的 
博士 生 戴 越 阅 读 了 最 后 两 章 译 文 ， 对 比 英 译 本 找 出 了 明显 不 一 致 的 词句 并 提 
出 了 相应 修改 建议 . 北京 大 学 力学 系 的 张 永 甲 同学 检查 了 部 分 译文 和 公式 . 

北京 外 国语 大 学 俄语 学 院 的 李 雪 营 老师 耐心 回答 了 俄语 方面 的 疑难 问题 ， 
修改 了 序言 中 不 够 准确 的 译文 . 她 正在 翻译 朗 道 的 一 部 传记 (将 由 高 等 教育 出 
版 社 出 版 ), 敬 请 留意 . 

高 等 教育 出 版 社 自然 科学 学 术 着 作 分 社 编辑 王 超 先 生 对 照 英 译本 和 另外 
两 个 中 译本 检查 了 全 文 , 仔细 地 核对 了 全 部 公式 (还 发 现 了 原文 中 的 不 少 印刷 
错误 ), 对 译本 质量 的 提高 功 不 可 没 

最 后 , 我 还 要 感谢 我 的 妻子 如 长虹 . 一 些 语句 的 译 法 , 最 初 都 是 与 她 讨论 . 
没有 她 的 理解 和 支持 , 我 不 可 能 静 下 心 来 一 直 做 我 自己 感 兴 趣 的 事 . 


李 植 
北京 大 学 力学 系 
2012 年 9 月 
zhili@pku.edu.cn 


郑重 声明 

高 等 教育 出 版 社 依法 对 本 书 享有 专 有 出 版 权 。 任何 未 经 
许可 的 复制 、 销售 行为 均 违反 《中 华人 民 共 和 国 著作 权 法 》, 其 
行为 人 将 承担 相应 的 民事 责任 和 行政 责任 ; 构成 犯罪 的 , 将 被 
依法 追究 刑事 责任 。 为 了 维护 市 场 秩序 , 保护 读者 的 合法 权 
益 , 避免 读者 误 用 盗版 书 造成 不 良 后果 , 我 社 将 配合 行政 执法 
部 门 和 司法 机 关 对 违法 犯罪 的 单位 和 个 人 进行 严厉 打击 。 社 
会 各 界 人 士 如 发 现 上 述 侵权 行为 , 希望 及 时 举报 , 本 社 将 奖励 
举报 有 功 人 员 。 
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